
FUNDAMENTOS DE ARITMETICA

Por Corio Federici Coso

CAPITULO 0

PANORAMA ESTRUCTURAL E HISTORICO DEL CONCEPTO DE

NUMERO

o . 0 - EI numero cardinal.

EI primer tipo de Numero (Nm) que el hombre logra obstroer en
su comercio con 10 Notu-clezc e', el de Natural (Nt) 0 Cardinal finito
(Cf) 0 simplemente Cardina!. La fecha de nacimiento omejor de con-
cepciOn del Numero natural (Nr) ~ finito (Cf) se pierde en 10 prehisto-
ria humana.

o . 1 • EI numero entero.

Empujado en parte por 10 misma dindmi co del concepto de Nm
-10 imposibilidad en muchos casos de ejecutar 10 disminucion ~ sus-
trccci en- y en parte, y no /a menor, por prcqmeti ccs necesidades, 10 de
representor, por ejemplo , deudas y credi to s, el hombre logra abstraer
el concepto de Enlero (Et) distinguiendo entre los mismos Et positivos
(Ep) 0 aparentes (Eo) de los Et negativos (En) 0 efectivos (Fe) asimi-
lando y hasto idenrificcndo los Eo con los Nt, La fecha de concepcion
del Numero entero (Et) se puede hacer remontar a 10 "epoca en que vive
el moterndti co y c stronorno Brahamagupta (600 a 660) y en 10 que el -
mismo publico un tratado de Astronomla, el Brahamasputthosiddhantha
que, entre los demas,comprendedos capltulosel12yel18, dedicodos,
respectivamente, a 10 Ari tmettco y al Algebra.

Los drcbe s nada nuevo cficden a los conocimientos hindue s y
tam poco las obras de Chuquet (1450 - 1500) y de Stifel (1487 - 1567),
y se necesita lIegar hasta Cordone (1501 - 1576) para encontrar un tro-
tamiento apenas suficiente de los Enteros, y a Girard (1595 - 1632) y
a Newton (1642 - 1727) para encontrar quien tenga un concepto cl oro y



preciso de magnitudes. dotadas de sentido y representables analitica-
mente con Enteros.

o . 2 - EI numero fra~cionario.

Siempre empujado por los factores arriba mencionados -de par-
ticular moneru por 10 imposibilidad en muchos casos de ejecutar 10 di-
vision 0 porfici on y 10 necesidad de representor cuocientes -entre vo-
lores de una misma magnitud- el hombre logra abstraer el concepto de
Fraccionario (Fc) distinguiendo entre los mismos los aparentes (Fa)
de los efectivos (Fe), asimilando y hasta identificando los Fa a los Et.
La fecha de concepcion del Numero fraccionario (Fc) se puede, tal
vez, hacer remontar a 10 epoca 3000 a 2000, puesto que en el Papiro
Ahmes (nombre del escriba egipcio que 10 comp il o) pero conocido mas
bien como Papiro Rhind -por el apell ido del inql e s que 10 compr o ),
Papiro aue se remonta a 10 epoca 2000 a 1500 y que solo fue interpre-
tado en 1877 por Eisenlohr, yo se usan los Fraccionarios. En efecto,
el Papiro mismo es una tabla de "di sqreqcci en " en donde se dan re-
sultados del tipo:

.. 5/12 = 1/3 + 1/12 = 1/4 + 1/6 = "
EI primero en comprender los Fraccionarios bajo 10 com un de-

nornincci on de Numero (aritmoi) es -Diofanto de Alejandrla, que vi vi o
en Ia epoca 200 a 300.

o . 2 - EI numero real.

Muy pronto el hombre se do cuenta de que debe introducir Nm
mas finos, en parte por 10 imposibilidod, en muchos casos, de ejecu-
tar 10 radicacion y Ia loqcr itmoci on, y par otra parte, 10 necesidad de
representor el cuociente de valores de una misma magnitud entre s I in-
conmensurables, y abstroe entonces a los Reales (RI), distinguiendo
entres estos los aparentes (Ra) 0 racionoles (Rc) de los efectivos (Re)
o irracionales (Ir), asimilando como siempre, y hasta identificando, los
Ra a los Fc.

La fecha de concepcion del Numero real (RI) se puede hacer
rernontor a 10 epocc de 10 "fraternidad pi toqorico ", en Crotone, es de-
decir, -600-500 cuondo estalla el "esccindalo" de las magnitudes. In-
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conmensurables y por 10 tanto de los Numeros irracionales, y mas pre-
cisamente el de 10 inconmensurabilidad de 10 diagonal de un cuadrado
con relcclen 01 lado.

EI descubrimiento de los Irracionales aparece en su verdadera
Iuz !J troves de Ia profunda crltica desarroll ada por los eledti cos y de
particular manera por Zenon (495 - 435), y Eudoxio (408 - 435) 01 ulti-
mo de los cuales se Ie debe el concepto de cociente entre valores de
una misma magnitud como ente aparte, independiente de 10 mal Ilama-
do conmensurabilidad numericc. Estas investigaciones se resumen en
el libro V de los Elementos de Euclides (365 - 275) mctemdtico que
f1oreci6 hacia el 300 aunque este no tenga todavla una concepciOn
clara y completa de los Reales.

Se necesita Ilegar hasta Gherardo de Cremona, (1140 - 1187)
y Leonardo (Fi-Bonacci) Pisano (1200 - 1250) para encontrar tratados
como "surdi", es decir "absurdas", todavla, las ralces del Nt no
cuadrados y a Stifel (1486 - 1567), q uien afirma "Irrationalis numero s
non est verum numerus", S610 con Newton se puede afirmar que se 01-
can za e I verdadero concepto del R I.

o . 4 - EI numero complejo binario.

No obstante las sucesivas ampliaciones descritas, el hombre
sigue encontrando en el manejo de los Nm, excepciones como por e-
jemplo 10 radicacion de indi ce par de Numeros negativos y ~ logarit-
macion de Numeros Negativos que 10 "evan muy pronto a reconocer 10
presencia de nuevos Nm, mas finos todavla que los RI, Nm en los cuo-
les se cierra, por 051 decir, un ciclo: estamos hablando de los Com-
plejos binarios (Cb) entre los cuales el hombre distingue los aparen-
tes (Co) de los efectivos (Ce) Ilegando a osimilariosCayhastaa iden-
tificarlos con los RI. La fecha de concepciOn del Numero complejo
binario (Cb) se puede hacer remontar a 10 epcco 1400 - 1500 en que se
desarrollo 10 "Escuela algebrista italiana" y mcs precisamente en 10
epoco en que 10 misma es cuel o se enfrenta 01 problema siguiente :
"Si es verdad que las ecuaciones del 2Q grado pueden conducir a ve-
ces a rakes de Numeros Negativos 051 como las de 3Q• tornbien es
verdad que en el primer coso (2Q. grado) estamos frente a problemas
"imposibles" mientras que en el segundo coso (JQ. grado) estamos
frente 01 coso cs i l lcmcdo "real" 0 "irreductible".
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Bombelli (1500 - 1600) en 1572 precisamente se da cuenta

por primera vez que en el caso irreductible la ralces son Reales y

expresa ordenada y completamente el algoritmo del Imaginario. Pero

se necesita Ilegar hasta Wessel (1745 -1818) y a .Argand (1768 - 1812)
para tener (1806) una interpretacion coherente y util de los Numero s

~--
complejos y hastaBellavitis (1803 - 1880) que los pone en 10 base de

su "calculo de las ecuipol encic s".

o . 5 - EI ~~umero complejo (de mas de dos unidades).

Continuando en Ic bus quedo de los elementos que Ie permiten

representar e interpretar la Naturaleza, el hombre encuentra los Nu-

meros complejos de ~ unidades, (n>2,).La fecha de concepcion del

Numero complejo (Cm) de mas de 2 unidades se puede hacer remontar

a la epocn 1800·1850 puesto que Wessel (1745- 1818) por primero vez

(1797) busca desarrollar una 9ritmetica de los vectores en el espacio,

seguido por Argand (1768 - 1812) y por Gauss (1777 - 1855) que se da

cuenta (1834) de algunas irregularidades, mas para encoritrar trata-

mientos s i stemriti co s de los mismos hay que lIegar a Bellavitis, (1803
-1880), a Grassmann (1809 - 1877), alHamilton (1805 - 1865), el ultimo
de los cuales desarrolla la teoria de los "cuaterniones", y por fin a

Hankel (1814 - 1899), que desarrolla una teoria analitica de los Nume-

ros complejos de ~ unidades.

O. 6 - EI Numero transfinito.

Por fin, el hombre en su esfuerzo por expl icor ciertas anti no-

~ias que surgen al tratar de un tipo peculiar de proposiciones ("Hay

mas puntos en un segmento 0 en el segmento doble ?") se encuentra

con los lIamados Cardinales tronsfinitos (Ct) 0, simplemente, Trans-

finitos (Tf).

La fecho de concepcion del Nlimero transfinito (Tf) se puede

hacer remontar a la epoco 1600 - 1650 cuando Galileo (1564 - 1642),
por primera vez, da el criterio para distinguir entre una clase finita y

una infinita, criterio que Leibnitz (1646 - 1716) habia tom ado como u-

na contrcdicci en encerrada en el concepto de "nurnero " de todos los

Numero s naturales". Pero hay que Ilegor hasta Bolzano (1781 - 1848)
y a Cantor (1829 - 1920) para encontrar la monera explicita de dis-

tinguir y definir con plena claridad close finito y clase infinita.



5610 de spue s de las investigaciones de Cantor y de Bolzano

las propo s ic iorre s iYe] numero de los elementos de una close es inde-

~~dL~rl!~ ~~I orden ~~ ~ mismos" y "':! todo es mayor que ~ parte",

dejan de describir propiedades "evidentes" de las closes en general

para describir solo propiedades de las closes finitas.

0.7 - EI nacimiento del concerto de cardinalidad.

Es as unto de gran intere s h is t or ico el hecho de que el sabio

Galilei (Galileo: Pisa 1564, Arcetri 1642) en el ofio de 1638 compren-

diera de manera tan firme y tan clara 10 propiedad cardinal de las clo-

ses infinitas.

Esta idea 10 desarrollo Galilei en uno de esos inolvidables

"discorsi" entre el pr equnton Sirnpl ic io y el sagaz Salviati, y pre c i so-

mente en el discurso que trata sobre los "indivisibles" y el "infi-

nito". Este discurso se encuentra en 10 obra que, si bien no goza co-

mo otros trabajos del mismo autor de mayor popularidad, hay, sin em-

bargo, que considerarla como el exponente mas cobol de su labor cien-

tifica, como la obra cumbre del genial y perseguido (como otros rnu-

cho s) pensadores. Queremos hoblar de 10 obra intitulada "Di scorsi e

dimostrazioni matematiche in torno a due nuove scienze attenenti alia

meccanica e i movimenti lolali", en la cual e st cn contenidos en su

forma definitiva los estudios meccnico s a los cuales Galilei se habia

dedicado a 10 largo de toda su vida desde su magisterio en Padua has-

ta el fin de su vida en el exilio de Arcetri.

Creemos conveniente presentar traducido el di scur so mencio-

nado.

".?alviati": Entre las primeras dificultades que se suelen ale-

gar contra los que hacen componer de indivisibles el continuo, suele

estar la de que un indivisible unido a otro indivisible no produce nada

divisible, porque si esto sucediera, se seguiria que aun 10 indivisible

fuera divisible; dado que si dos indivisibles, como ser dos puntas,

reunidos hicieren una cantidad, como ser io una linea divisible, con

mucha mayor ro zon serio divisibl~ ,10 que estuviera compuesta de tres,

de cinco, de siete y de otros nurnero s impares.

"Ahora bien, 01 ser estas I ineas seccionables en dos partes

iguales hacen seccionable aquel indivisible que e st o colocado en el
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medic, A esta y a otras objeciones del mismo tipo se da scti sfcccien

en parte con decir que un grandor divisible y entero no puede estar
constituldo ni por dos puntos solos, ni por diez, ni por cien, ni por
mil, pero que si 10 puede estar por infinitos.

"Simplicio": Aqu] surge de subito uno dude que me parece
insoluble: y es que estando seguros de que existe una linea tnQyor que
otra, si contienen ambas ados infinitos puntos, es fuerza confe scr
que se da en un mismo genero alguna cosa mayor que 10 infinito, por-
que la. infinidad de los puntos de la linea mayor excederd a la infini-
dad de los puntos de la menor.

"Ahora bien, esto de darse un infinito mayor que 10 infinito,
me parece concepto que de ningun modo puede comprenderse.

"Salviati"': Estas dificultades son las que derivan del modo
que tenemos nosotros de discurrir con nuestro entendimiento finito a-
cerca de los infinitos, asignandoles aquellos atributos que damos a
las cosas finitas y limitadas; 10 que reputo inconveniente porque juz-
go que estos atributos de prevalencia, subvalencia e igualdad no con-
vienen a los infinitos, de los cuales no se puede decir que uno es ma-
yor 0 menor 0 igual 01 otro. Para probarlo se me ocurre un razonamien-
to que, para mayor claridad en su desarrollo, propondre en forma de
preguntas Sirnpl icie, promotor de la dificultad.

"Supongo muy bien sabido de vosotros, cudle s son los rui-, ,
meros cuadrados y cuales los no cuadrados.

"Simplicio": Se muy bien que el ruimero cuadrado es el que
resulta de la mult ipl iccci on de otro numero' por 51 mismo: 051 el cuo-
tro, el nueve, ••. son numero s cuadrados, yo que se originan uno del
005 y el otro del tres •.• , multiplicados por 51 mismos.

"Salviati": Muy bien, y sabeis, cdemds, que 051 como los
productos se Ilaman cuadrados, los que 10 producen, 0 sea los que se
multiplican, se lIaman lados 0 rakes. Por consiguiente, los otros que
no nacen de mimero s multiplicados por 51 mismos, no son cuadrados.
De donde, si yo dijera que todos los mimeros , incluyendo los cuodro-
dos, son mas que los cuadrados solos, habre enunciado una proposi-
cion verdadera. No es cs i?

"Simplicio": No se puede decir 10 contrario.

"Salviati ": Si despue s yo preguntara cudnto s son los numero s
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cuadrados se podria con toda verdad responder que son tantos como
son sus respectivas raices, puesto que todo cuadrado tiene su raiz y

toda raiz su cuadrado, sin que haya ningun cuadrado que tenga mas de
una raiz, ni raiz ninguna que tenga mas de un cuadrado.

"Simplicio" : Asi e s,

"Salviati": Mas si yo preguntara cudntcs son las raices, no
pedro negarse que son tantas como sean todos los ruimercs, porque no

hay ningun ruimero que no sea raiz de algun otro: y sentado esto, ha-

bra que decir que los numero s cuadrados son tantos como sean todos

los nurnero s, yo que son tantos como sus roices, y raices son todos
los mirnero s,

"y sin embargo, nosotros en un principio dijimos que los nu-

meros en con junto son muchos mas que todos los cuadrados par ser
no cuadrados 10 mayor parte.

"Todavia mas, 10 multitud de cuadrados va disininuyendo pro-
gresivamente a medida que posamos a ruimero s mas grandes; porque

hasta ciento hay diez cuadrados, que es como decir que son cucdro-

dos una decima parte; en diez mil solo la centesimc parte son cuodro-

dos; en un mi ll on solo la rniles imo, Y sin embargo, en un ruimero infi-

nito, si pudieromo s concebirlo, seria necesario decir que son tantos
los cuadrados cuanto son todos los numero s en conjunto.

"Sagrado": Y que se puede deducir de tal conjetura?

"Salviati": No veo que se pueda Ilegar a otradecisic5n, sino

a la de decir que es infinita la totalidad de los numeros , infinitos los

cuadrados, infinitas sus raices; y que 10 multitud de cuadrados no es

menor que 10 de la totalidad de los numeros, que los atributos de "i-

gualdad", "mayor" y "menor" no tienen lugar en los infinitos, sino
solo en las cantidades limitadas.

"Por ello cuando Simplicio me propone varias lineas desigua-
les, y me pregunta como pede ser que no haya en las mayores mas

puntos que en las menores, yo Ie respondo que no hay mas, ni menos,
ni tantos, sino infinitos en coda una. Porque si yo Ie respondiera que

en una los puntos son tantos como son los ruimero s cuadrados, en otra

mayor, tanto como son 10 totalidad de los nurneros , en otro pequefiito

tantos como son los cubos, acaso no pcdr io haberle dado satisfaccion

01 poner mas en una que en otra, y sin embargo infinitos en coda u-
na ? "
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CAPITULO

LAS TEORIAS ARIMETICAS

1 . 0 - La necesidad de las teor/as.

Del siglo III al siglo XIII 10 Matematica cae en un profundo
letargo, perc el ritmo de vida reaparece cuando Leonardo Fi (glio Di)
Bonacci (1200 - 1250) con su obra "Liber Abaci" hace que Europa se
convierta a 10 Matematica hindu-arabi go.

Desde entonces 10 vida de 10 Matematica [lorece i Iimitada-
mente y mientras el material va ccumuldndo se, mas y mas claramente
se presenta 01 mctemdti cc 10 necesidad de ordenarlo en uno teor ic.

En efecto, si es comun tanto a los hombres como a los anima-
les 10 posibilidad de acumular conocimientos, as/ parece exclusivo del
hombre no solo 10 posibi lidad sino 10 necesidad de estructurar en una
teor ic el curnulo de conocimientos adquiridos, y mas precisamente, por
10 que nos interesa, la elcborccien de una teor/a apropiada para coda
una de los etapas de desarrollo del concepto de Numero y 10 coordina-
cion de estas teorlas en un concepto organico.

1 . 1 - Los teor/as sinteticas.

En 10 busquede de tal s is temofi zcc ien es 10 mas natural que nuestro
mente busque recorrer 10 que puede consideece se., que haya sido el camino
por el cual se ha constitu/do 10 Aritmetica, y por 10 tanto, en un primer
tiempo, 10 ctenci en se volverd hacia el estudio de las magnitudes (en
particular geometricas) para encontrar 10 genesis del concepto de n,u-
mere tanto en 10 primera como en otra cualquiera de sus etapas de de-
sarrollo, y con dicha genesis, el significado de los nociones de igual-
dad, odi cion, multiplicacion etc,- y adem as para dar a conocer los mo-
tivos de las definiciones de las demos funciones critmetico s. Una teo-
ria que deduzca el concepto de Numero a troves de la cons ideroci on
de magnitudes geometricas, meconicas etc., y que defina las 0 eracio-
nes ortirneti co s como imogenes de operociones 0 construcciones a las
cuales se sujetan las magnitudes y por ende los objetos, se llama uno
"teorla sintetico ",

8



1 . 2 - Las teorias analiticas.

Pero si s e mira a 10 reconstrucc iSn s intet ico de 10 Aritmetica

se encuentra que a Numeros enteros, fraccionarios, reales, complejos ••

se pueden coordinar Numeros naturales 0 closes de Numeros naturales,

por ejemplo closes de duplas, Ilegando o s i natural mente a 10 que se
llama 10 "aritmetizacion" de 10 Matemotica que, aunque pueda quedar

mas 0 menos ampliamente vinculada a 10 cons idercci en de magnitudes,

a fin tiene que desprenderse de e sto s puesto que tal vinculacion paso
a paso aparece como menos util y termina por desaparecer cuando se
Ilega a tratar de las ul t imo s funciones de 10 Aritmeticu,

Se sigue de cqui que en 10 s istemcfiz oci on de 10 Aritmeti cc
al periodo de las construcciones s inteticus sucede un periodo de ree-

lobor cci on para fundar solamente sobre la teor io de los Nt todas las

demos, pasando o s i a las teor ics anallticas 0 al aspecto genetico de
la Aritrnet ico que, incluvendo la definicion de Nt por medio de las fun-
ciones logicas permite Ilegar a la Ilamada fase de la LogicizaciOn
de la Matemotica.

1 . 3 - Las teorias cxiomcti ccs.

A los aspectos reconstructivos citados -el sintetico y el ana-

litico 0 genetico- se necesita oficdir un tercer -el cxiorndtico- que tien-

de a eliminar, como en efecto elimina, algunos deficiencias de los yo
indicados aspectos sintetico y onol it ico,

(Una reconstrucciOn oxiorndti co de una teor io consiste en :

a Elegir entre las ideas inherentes a la teor io cierto rnimero de

elias y por medio de un sistema de reglas definitorias definir las de-
mos.

1 ) Elegir entre las proposiciones constituyentes de 10 teoriacier-
to nurner o de elias y por medio de un oportuno sistema de reglas de-
ductorias demustrar las demas ,

Actualmente resulta claro prescindir del aspecto sintetico y

considerar el genetico y el axiomotico como dos aspectos que se inte.

gran en los lIamados problemas de 10 "existencia" y de la "homoge-
neidad ".

1 . 4 - Las fases de 10 reconstruccion genetica de la Aritmetica.
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La "Aritmetizaci6n". La aritmetizaci6n de 10 Matematica
se inicia con Hamilton (1805 a 1865) cuando este do 10 conocida teo-
ria analltica de los Cb como duplas ordenadas de RI, investigaci6n
que se continua en las teorlas anallticas (Weintrass (1851 a 1897),
Cantor (1829 - 1920), y Peano (1858 - 1932) de los RI debidas a Dede-
king (1831 - 1916) en las teorlas anallticas de los Tc, de Meray (1858-
1911), Peano, Padoa, Russel (1872 a ) y en las teor ics anallticas
de los Et de Peano.

1 • 5 - La "logicizaci6n"

La fase de aritmetizaci6n encuentra su prolongaci6n natural
en el de "Ioqic izocicn " de 10 Matematica que se inica con las teor io s
anallticas de los Nt de Frege (1848 - 1925), Russell .••.•. Como se ve,
el desarrollo historico de este proceso es una confirmaci6n del prin-
cipio de psicologla debido a Claparede y que afirma que "los concep-
tos que ps iquiccrnente aparecen primeros son los ultimos en hacerse
consc ien te s.",

1 . 6 - La "axiomatizaci6n".

La axiomatizaci6n de 10 Matematica, es decir, el metcdo abs-
tracto y 10 manera crltica de abordar 10 Matematica se desarrollo en
10 epoca 1850 a 1900. EI impulso inicial es debido a Peano que publi-
ca en 1889 10 primera axiomatizaci6n de 10 Ar itmeticc, en don de, si-
guiendo el ideal eucl idiano, emprende 10 tarea de reducir 10 Ar itrneti-
co a un sistema explicitamente enunciado de postulados tan libres de
hip6tesis impllcitas como pudo hacerlo.

Este rnetcdo no atrajo mucho 10 ctenc ion de los mctemdti co s
hasta que en el ofio de 1899 Hilbert (1862 - 1943) publica su obra so-
bre los fundamentos de 10 Geometrla sefinlondo 01 mismo tiempo 10 irn-
porfancia bcs ico que tiene para todas las Matematlcas el demostrar 10
coherencia de 10 Ari tmeti cc, Mientros 10 crltica se demuestra necesa-
ria para ver que es 10 firme para poder dar el paso siguiente con una
seguridad razonable, 10 axiomotizaci6n se demuestra necesaria ode-
mas como cotnloqoci on y clarificaci6n, como cre cc ion perc de una no-
turalezo mas sustancial que 10 exuberancia desordenado del siglo 19.

En efecto, a menos que se clasifique y reduzca a proporciones
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manejables 10 enorme emulaci6n del mas prol ifico siglo de 10 hi stori o-
de 10 Matemotica, esta se asfixiaro en su propia riqueza.

Este proceso de reconstruezci6n que reduce las Matemoticas a
sus estructuras besices (clqebrdicc s, ordenales, topol eqi ccs) culmina
hoy con 10 publicaci6n, todavia en curso, de 10 obra magistral de los
Baurkaki.

CAPITULO II

LOS CONCEPTOS BASICOS DE LA MATEMATICA

2 • 0 - Los hechos, las closes, las relaciones.

Entre los Nm de un mismo tipo el hombre aprende a ejecutor ci er-
tas operaciones, como las siete bien conocidas: adici6n, multiplica-
ciOn, potenciaci6n, disminuci6n 0 sustracci6n, divisi6n 0 partici6n,
logaritmaci6n y radicaci6n, y a establecer ciertas relaciones COmo las
bien conocidas: set menor que, ser mayor que, ser factor de, ser mul-
tiplo de, etc. Pero si queremos entender bien y manejar mejor los con-
ceptos arriba expresados y los demos no expresados, es necesario 0'-
c1arar que los conceptos bds ico s que necesitamos, oqui como para
cualquier otra ciencia, son los de: hecho, close y relaci6n.

En las pocus poginas que siguen -y que con las pecos que las
preceden dan cuerpo a 10 que lIamamos introducci6n metodol6gica-
buscaremos aclarar estes conceptos y los que con e sto s forman ple-
yade, es decir, los que con estos e stcn intimamente Iigados.

Veremos que "hecho" es el ruicl eo 0'1 rededor del cual nacen
y se desarrollan los conceptos de "proposici6n", "simbolo", "cone-
xion ", conjunci6n", "cuantificador", "variable", "con stante",
"cond ic i6n" , "sol uci6n" , ;

Que "close" es el micleo 01 rededor del cual nacen y se de-
sarrollan los conceptos de "elemento", "propiedad", "referencia",
"pertenencia", "contenencia", "exi stencic", .....•.. ;

Que "relaci6n" es el nucleo 01 rededor del cual nacen y se
desarrollan los conceptos de: "dupla", tripla ", .... "n-plo ", _"trans-
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formaci6n", "operador", "operaci6n", "funci6n", .. descripci6n", •••••.

2 • 1 - Hechos, simbolos y proposiciones.

EI concepto de "hecho" es, sin duda, uno de los conceptos
mas primitivos que el hombre posee. Por este motivo tal vez la difi-
cultad, si no la imposibilidad de definirlo.

Todo hecho se representa por medio de una propOSIClon, es
decir, que una proposici6n es la imagen 0 el slmbolo de un hecho.

Es conveniente hacer la siguiente observaci6n :

"Como para tratar con ciertos entes que Ilamamos numeros se
se usan ciertos simbolos que lIamamos cifras, os i, de la misma mane-
ra, para tratar con los entes que Ilamamos hechos se usan los simbo-
los que Ilamamos proposiciones" •

Tambien nos parece necesario afirmar 10 siguiente:

"EI hombre entiende solamente si se Ie habla en terminos de
hechos (de proposiciones}".

Sabemos, por ejemplo, muy bien que "fuego" no es un hecho
(proposici6n) y por 10 tanto pensamos que si una persona se nos ccer-
ca y nos dice "fuego", posiblemente no la entenderemos pero, no obs-
tante, si oimos gritar la misma palabra en la sala oscura de un cine
podemos afirmar que s i la entenderemos, y la entendemos como propo-
sici6n (hecho) y cargada afectivamente como 10 es tal palabra gritada
en semejantes circustancias.

La psicologia y 10 antropologia aportan un notable apoyo a la
'precedente afirmaci6n.

En efecto, a troves de sus investigaciones Paolo Lombroso
en "La vita dei bambini" Ilega a /0 conclusi6n de que: "EI nino com-
prende primero el sentido de una proposici6n que el de las palabras
que 10 componen". Tornb ien el cientifico, por otra parte, se encuentra
a menudo en el coso de emplear frases a las cuales atribuye un deter-
minado y preciso significado y que, sin embargo, estrin compuestos de
palabras de cuyo sentido no se preocupa, Ilegando hasta a admitir que
pueden no tener ninguno; precisamente del mismo modo como para el
fisico, que tiene una c1arisima idea de 10 que quiere expresar cuando

12



afirma que "dos cuerpos tienen masas, 10 una doble de 10 otra" y no'
obstante declara ociosa y hasta sin sentido 10 pregunta "Que es 10
mesa" ?

Por otra parte, es conveniente recordar 10 teorla de Epicuro,
que hace nacer ellenguaje de las interjecciones como expresiones 0-

tonicas, inanalizables, de hechos, teorla que tiene entre sus "avata-
res" las de G. B. Vico, de M. Mueller, W. Wunck, L. Geiger, M. Bech-
terew.

W. M. Urban en su tratado "Lenguaje y Realidad"{Fondo de
Cultura Eccnemicc de Mejico) hablando de las teer ics interjeccional y
onomctopeyice dice: "La posicion general de la Iinguistica quiza pue-
da expresarse del modo siguiente: ninguna de estas teorlas, tomodo
por s i misma, es capaz de explicar el lenguaje humano. Coda una ex-
plica solo parte de el y no hay nada que nos impida combinarlas. Pero
aun cuando se contienen, no lIegan a explicarlo todo, yespecialmente
fracasan 01 tratar de explicar las partes fundomentoles del lenguaje y
su complejo estructura, las partes fundamentoles del discurso y sus
relaciones gramaticales".
r

Ademas, las teorlas dichas admiten inconscientemente ciertos
supuestos que no estcin en armonla con los resultados de 10 linguistica
actual ni con las nociones actuales de las funciones s iccloqiccs. En
10 que toca a 10 linguistica, esas teorlas afirman que las palabras, co-
mo tales, son las unidades de comunicaci6n y que se desarrollan ais-
ladamente mientras 10 probable es que las oraciones y otras unidades
sintaxicas hayan sido las primer~ aparecer y que las palabras se-
an los resultados del ancilisis; con opcyc en el lenguaieescr~ Sico-
logicamente, tcmbien, a noci en de que las oraciones y las otrcs uni-
dades s intdxiccs hayan sido 10 primero y que las paI9br~s-a'isladas
sean resultado del ancilisis estci mas en orrnonio con la.'-Qctual idea de
la primacla de las"estructuras" ({"Gertalten") y de lo s-e lernento s co-
mo resultado del cndli sl s.

l'ambien Pel sma af'rma que las primeras expresiones del nino
deben considerarse como "frases palabras" en vez de v cablos; coda
expresi6n es "todo un discurso", y Stern, entre otro, abunda en estes
conceptos cuando escribe que "las primeras emisiones del nino no son
palabras en el sentido estricto sino frases completas; puesto que el
novel hablador no habla para exteriorizar conceptos como tales, sino
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para manifestar su actitud frente a ellos. Gestos, entonaciones y 10 si-
tuaci6n en su totalidad, todos estos factores contribuyen de consuno a
matizar el sentido necesario de 10 corta emisi6n, ddndol e uno de las
sentidos posibles".

Si 10 anterior no fuera suficiente, hcbr io entonces lugar a re-
cordar que una investigaci6n sobre 10 escritura conduce a cndloqo s re-
sultados. Escribe Higounet en "L' escriture" (pag. 8): "La etapa rnds

elemental de 10 escritura es cquef lo en 10 cual un signo 0 grupo de sig-
nos ha servido para sugerir una frase 0 las ideas contenidas en una
frase" ....... "Un progreso incalculable se ha obtenido cuando se ha 10-
grado 10 descomposici6n de 10 frase en sus elementos, las palabras, y
coda s igno, desde entonces, ha servi do para simbol izar una palabra".

2 . 2 - Hechos simpl es y compuestos

Conexiones y conjunciones: conexiones singulares y binarias,
operadores y operaciones.

Son hechos, por ejemplo, los siguientes
"0 es un Nt" (O)
"1 es un Nt" (1)
"2 es un Nt" (2)
"1 + 0 1" (3)
"1+1=2" (4)

(5)
,

"1 + 2 = 3" _
"6 es un multiolo de 2 y de 3" (6)

" 15 es un rnultiplo de3 y de 5" (7)

Algunos de estos como (0), (1), (2), (3), (4), (5), son hechos
sirnpl es , y otros, como (6), (7), son hechos compuestos.

EI (6) es un hecho compuesto de los hechos simples
"6 es un multip!o de 2" (6')
"6 es un multiolo de 3" (6")

ligados entre s i por medio de una conexicin que se representa por medio
de 10 conjunci6n "y".

EI (7) es un hecho, compuesto de los hechos simples:
"15 es un multip lo de 3" ----- (7')
"15 es un rnult iplo de 5" (7")

tigados entre s i por medio de una conexi6n que se representa por medio
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de 10 conjuncion "y" .

Se puede demostrar que en total el hombre tiene que manejar,
y en efecto maneja, once conexiones, que es necesario por 10 tanto ha-
cer ver explicitamente para entender bien tanto 10 Matematica como
cualquier otra Ciencia.

Las once conexiones son las siguientes :

no como cbrevicci on de
et

mn

~
.nn,

ss..
--Yl
.M.-

.en
.sh.,

at ..

no es el coso de que
L

·Sl, mas no
no, pero Sl
no. ni
sl y solo Sl

Q (en el sentido de vel.li ~ inclusive)

porque

entonces

Q..{en el sentido de...2-negativo)

~ (en el sentido de aut. u ~xciusivo)

Es conveniente ver ejemplos de coda una:

no (5 = 3)
(5 > 4) et (5 > 3)
(5 > 4) mn (5 < 3)
(5 > 4) np (5 > 3 )
(5 < 4) nn (5 < 3)

(5 > 4) eq (5.6 > 4.6)
(5 < 4) eq (5.6 < 4.6)

(5 > 4) vi ( 5.6 > 4.6 )
(5 > 4) vi ( 5.6 > 4.6 )
(5 < 4) vi ( 5.6 < 4.6 )

(5 > 4) pq (5.6 > 4.6)
(5 > 4) pq (5.6 < 4.6 )
(5 < 4) pq (5.6 < 4.6 )

(5 > 4) en (5.6 > 4.6 )
(5 < 4) en (5.6 > 4.6 )
(5 < 4) en (5.6 < 4.6)

____________ ( 8 )

(9 )
( 10)

----------- (11)
(1 2)

(1 3)

___________ (14)

___________ (15)

-----------,(16)
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(5 > 4) sh ( 5.6 < 4.6)
(5 < 4) sh ( 5.6 > 4.6 )
(5 < 4) sh ( 5.6 < 4.6 )

(5 > 4( at ( 5.6 < 4.6 )
(5 < 4) at ( 5.6 > 4.6 )

(1 7)

_____ -'-- -(18)

Desde el punto de vista dicloctico nos parece conveniente u-
sar el siguiente sistema para recordar el uso l ic ito de las diferentes
conexiones :

Sean ~ y ~ los pl oto s, en su orden , de una comida. Una comi-
da del tipo "et" es una comida en donde es de buena educoci en co»
mer tanto de ~ como de E., y por 10 tanto, de mala educccien los demos
tres casos.

Una comida del tipo mn es una comida en donde es de bue-

na educoclen de ~ mas no de E., y por 10 tanto de mala educccien los
demos tres casos •

Una comida del tipo "np" es una c:omida en donde es de bue-

na educcc ien no comer de ~ pero 51 comer de E., y por 10 tanto de mala
educocien los demos tres casos.

Una comida del tipo "nn" es una comida en donde es de bue-

na educccion no comer de a ni comer de E. y por 10 tanto son de mala
educccien los demos tres cosos,

Una comida del tipo "eq" es uno comida en donde es de bue-
na educccion 0 comer de ambos platos 0 no comer de ninguno, y por 10

tanto son de mala educcc ion los demos doscasos. Lo mismo puede
expresarse diciendo: si como de ~ me toca comer de E. y si no como de
~ 'tampoco puedo comer de E..

Una comida del tipo "vi" es una comida en donde es de mala
educac ion no comer de ':I.. y 5 I comer de .h. y por 10 tanto son de buena
educcc ion los demos tres casos. Lo mismo se puede expresar dicien-
do: como de a 0 como de b 0 como de ambos.

Una comida del tipo "pq" es uno comida en donde es de mala

educcc ion no comer de ~ y sf comer de Q y por 10 tanto son de buena e-

duccci on los demos tres casos. Lo mismo se puede expresar diciendo:

como de ~ porque quiero comer de .1:.
Una comida del t ipo "en" es una comida en donde es de mala
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educocien comer de ~ y no comer de ~ y por 10 tanto son de buena e-
ducacic5n los demos tres casos. Lo mismo se puede expresar diciendo:
s i como de a entonces me toea comer de b.

Una comida del tipo "sh" es una comida en donde es de mala
educacic5n comer de ~y comer de l y por tanto son de buena educacic5n
los demos tres casos. Lo mismo se puede expresar diciendo: 0 como
de ~ 0 como de Q 0 nc5como de ninguno .

Una comida del tipo "at" es una com ida en donde es de bue·-
no educacic5n comer de ~ y no de Q 0 no comer de g y s i de ~ y porlo
tanto de mala educacic5n los otros dos casos.

Adernds, es conveniente anotar que el uso de 10 negacic5n es
siempre de tipo litc5tico (Iitote: figura retc5rica can 10 cual, negando el
contrario, se quiere significar mds de 10 que se dice), es decir que 10
negacic5n de un hecho es otro hecho.

En otras palabras, "un mismo hecho 10 podemos expresar en
dos formas: ofirmefivc: el cielo esto nublado; negativa: el cielo no es-
ta sereno".

De estas once conexiones algunos no se usan, como por ejern-
plo: mn, np, nn, otras se usan muy pocas vece s, como por ejemplo, at,
mientras -que de las demos el uso es frecuente.

Es conveniente aclarar que 10 conexic5n "no es una conexlon
singular, y que se puede tomar como primer ejemplo de operador y las
otras diez, es decir: .. et", •••• "at" son conexiones binarias y se pue-
den tomar como primer ejemplo de operaciones.

2 • 3 - Hechos generales.

Cuantificadores universales, particulares, singulares, positi-
vos, negativos, numericcs; slmbolos constantes y variables; variables
aparente,s y efectivas; proposiciones y condiciones; simbolos comple-
tos .!. incompietos; condiciones vadas, lIenos, propias; soluciones ae
una condicic5n.

"0 + 0
"J + 0

Vamos a considerar los siguientes

0+ 0" "0 + 1 1+ 0"
0+1" "1+1 1+1"

hechos simples:

"0+2 2+0"
"1+2 2+1".
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'.'2 + 0 = 0 + 2" "2 + 1 1 + 2" "2 + 2 2 + 2" •.••
2

•••• (19)

y el hecho compuesto con los mismos

"0 + 0 0+0, et 0+1 1 + 0, et 0+2 2+0 et . · et
"1 + 0 0+1, et 1 + 1 1 + 1, et 1 + 2 2 + 1 et • · et
"2 + 0 0+2, et 2 + 1 1 + 2, et 2 + 2 2 + 2 et •• • et (20)

Este hecho compuesto del cual queremos hablar no ha sido

expresado, 5 imbol i zado Integramente, 5 inc que para su representaci on
nos hemos ayudado repetidamente con el s irnbol o " que equivale

a 10 frase latina, bastante ambigua, "etcetera" •

Hay mas: se pensord que no solo no 10 hemos expresado inte-

gramente sino que, por razones mas que obvias, no 10 podemos expre-
sar integra mente.

Este no es el coso, yo que 51 podemos expresar integramente

el hecho en cue sti Sn, que arriba hemos enunciado apenas parcial men-

te, de 110 siguiente manera :

"La sumo de dos Nt es independiente del orden de los suman-

dos", 0 mas bien, "cualesquiera sean los Nt a y b, a + b = b + a",
o todavla mejor, "para cualquier b, a y b son Nt, en, o--b = b+CL-(21)

EI mismo hecho: "La suma de dos Nt no depende del orden

de los sumandos", ha sido representado simbolizado de dos maneras

completamente diferentes, que son respectivamente la (20) y 10 (21).

La diferencia esencial entre las expresiones (20) y (21) (re-
c uerde se que el hecho por elias simbolizado es el mismo) consiste en

10 siguiente: si lIamamos slmbolo a to do signo que no sea de puntua-

cion, entonces podemos afirmar que mientras la (20) e s to constitulda

solamente de slmbolos constantes es decir, slmbolos detrcis de cada

uno de los cuales este un objeto bien determinado 01 contrario de 10
(21) 01 lado de slmbolos constantes aparecen tcmb ien slmbolos varia-

bles (Ia a y 10 b), es decir s irnbol o s detr o s de coda uno de los cuales
no esta un objeto bien determinado.

(Hemos excluldo los signos ~puntuacion del genero slmbolo
porque los mismos no son necesarios para enunciar hechos por com-
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plejos que estos sean. A tal resultado Ilega en 1929 el mctemdtico y

logico polaco Lukasiewicz).

Para simplificar, desde ahora en adelante hablaremos simple-
mente de constantes y variables.

Con la nomenclatura establecida podemos entonces afirmar
que el hecho lIamado normalmente propiedad conmutativa de la adici6n
entre Nt se puede expresar de dos maneras esencialmente diferentes:
de la manera (20), es decir, por medio de una proposici6n en la cual
aparecen solo constantes, 0 de la manera (21), es decir, por medio de
una propos ici on en la cual aparecen tombi en variables.

Una observoc ien de suma importancia es la siguiente:

Si en el enunci cdo (21) en el lugar de la variable ~ se pone la
variable ~ y en el de la ~ la _'t..' entonces el enunciado se transforma
como sigue:

"Para cualquier x, para cualquier y, xy son Nt, en, x+y = Y+x" (21)
y el significado de (21') no es ni mas ni menos ~ue el significado de
(21). Es por esto por 10 que las variables eventuales que entran a ha-
cer parte del enunciado de un hecho han sido- Ilamadas: aparentes
(Peano), seudo variables (Padoa), I igadas, mudas •••••

De 10 dicho se sigue que cuando las variables (aporentes) son
varias es l icito cambiar 0 trocar cuantas se quieran perc teniendo en
cuenta que donde quiera que haya variables (aparentes) repetidas y di-
ferentes se siga encontrando variables repetidas y diferente •

En el enunciado (21) interviene la frase para cualquier repeti-
damente: "para cualquier a" "~ara cuolquier b". Esta frase es la que
se llama "cuantificador universal afirmativo"

De cuantificadores hay tantos cuantos uno qui era, perc los
que se usan son muy pocos, y estes es necesario presentarlos expl i-
citamente.

0+0
0+1
0+2

0,
1,
2,

1 + 0
1 + 1
1 + 2

1,
2,
3,

2 + 0 =

2 + l'
2+2

2, .
3 .
4 .

- ~-~~22)
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La idea, tal vez la mas obvia, que este cuadro nos sugiere es
la siguiente: " La odic ion entre dos Nt siempre tiene resultado y

siempre este resul tado es un Nt ".

Este hecho es 10 que com un mente se llama: "propiedad cl ou-

surativa de la cdic ion entre los Nt" y puede expresarse tcrnbi en de la

manera siguiente: "cualesquiera que sean los Nt a y b siempre existe
unNtctalquea+b = c (23)
o mejor todavla,

"Para cuclq uier a, para cualquier b, para cl qun c, abc son Nt,

en, a + b = c " (23')

En el enunciado (23') cderncs del cuantificador universal po s i-

tivo para cualquier ya conocido interviene una nueva frase"para al

gun " que se Ilame cuantificador particular positivo 0 afirmativo 0

cuantificador existencial.

En general una propc s rc ron en la cual intervenga el cuantifi-
cador existencial se llama proposicion existencial.

Observando bien el cuadro (22), en particular el primer ren-

glon, nos damos tornbi en cuenta de 10 siguiente :

"Hay por 10 rneno s un Nt que adicionado a cualquier otro Nt

hace que este no vcr ie. Y cdemds, (pero de esto nos ocuparemos mas
adelante), "v de Nt que gocen de esta propiedad no hay mas que uno
que es el 0" .

En total el hecho enunciado se dice que expresa: "Ia prop ie-

dad modulativa del 0' con respecto a la cdici on entre los Nt", 0 mas

simplemente que: "el 0 es el modulo 0 el indiferente de la cdi c ion en-
e Nt".

La primera parte, sin tener en cuenta la segunda, nos habla
de "Ia existencia de un modulo con respecto a la odic ion entre Nt".

Bien. Como poder expresar este hecho con cuantificadores?
De Ia siguiente manera:
"Para algun a, para cucl quier b, a b son Nt, en, b + a = b" (24)

La segunda parte nos habla de "Ia unicidad de tales modul o s
con respecto a la cdi c ien entre Nt".

Bien. Como po demo 5 expresar e ste hecho con cuanti fi cadore s?
De la siguiente manera:

"Para cualquier a', para cuolq uier a", para cualquier b, a' a" b son
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Nt, et, b + a = b, et, b + a" = btl en, a' a' , " (25)

t s conven iente entonces adoptar un nuevo cuanti fi cador que II amaremos
cuantificador singular positivo 0 afirmativo que y expresaremos de la

siguiente manera: "para uno y uno solo" .

La propiedad modulativa del 0 con respecto a la adici6n entre

los Nt se expresa entonce s de la manera siguiente:

"para uno y un solo a, para cucl qui er bll a b son Nt, en b-rc = b"_(26)

Es conveniente entonces hacer las siguientes convenciones:

up es la abreviatura de

pp

sp
" " "

Rara cualguier

para al gun

~a uno y uno solo"

Entonces las proposiciones (21), (23), (24L (25), (26) toman
las siguientes formas abreviadas:

"up a, up b .. a b son Nt, en a + b

"up a, up b,pp c" abc son Nt, en a
"pp a, up b., a b son Nt, en, b + a

"up a', up a", up b.,; a' a" b son
et, b + a" = b, en, a' = a"

"sp a, yp b., a b son Nt, en, b + a = b" _

b + a" (27),

+ b = c" (28)
b" '(29)

Nt, et;, b + a' b,
(30)

(31)

Los cuantificadores que hemos visto hasta ahora son los afir-

mativos 0 positivos y precisamente el universal (up) el particular (pp)
y el singular (sp).

Es conveniente, aunque sea en forma breve, indicar los suan-
tificadores negativos; el universal (un) el particular (pn), el singular
(sri) que simbolizan las ideas expresadas respectivamente por ",para

ninqun "', "para a/gun no", "para uno y uno solo, no". Vamos a acla-

rar con algunos ejemplos el uso de estos tres cuantificadores. Por
ejemplo, para indicar que:

"Para n inqun a" a es Nt, et, a2 + Sa + 6 0,
escribiremor :

"un all a es un Nt, et, 02 + 50 + 6 = 0
y para indicar que

"para algun a, no" a es Nt, et a2 • Sa + 6 0
escribiremos :

"p n a" a es un Nt,et,a 2. Sa + 6 0"
y en fin, para indicar que

21



"para uno y un solo a no y para algun a b
escribiremos :

sc b"

"s n 0, p p bit a = sc b "

Es conveniente notar que "sp" y "sn" abren toda una suce-
si6n de cuantificadores numericos como "para dos y solo dos " •••

Hemos visto que "el hombre s610'entiende si se Ie habla en
terminos de hechos" y hemos visto tcrnbien que los hechos se repre-
sentan, se simbolizan, por medio de proposiciones que pueden ser sim-
ples, compuestas y generales.

Mientras en las simples y las compuestas los signos que in-
tervienen son (simbolos) constantes, en las ,generales intervienen tam-
bien (simbolos) variables, y por un motivo que aclaramos, a estos ulti-
mos se Ie llama tornbien variables aparentes.

Bien, por el hecho de que una proposici6n estd constituida de
simbolos, por el hecho de que ella misma simboliza algo (un hecho) la
proposici6n es un simbolo (compuesto) •

Ademds, por 10 C/ ue hemos recordado -que el hombre entiende
5610 el simbolismo discursivo, es decir, 5610 entiende proposicion es,
por este motivo se dice que la proposici6n es el unico slmbolo com-
pleto (0 con stante completa).

Vamos ahora a considerar /a siguiente proposici6n general:
"pp a" a es un Nt, et, a 2 - 5a + 6 = 0 -132)
y vamos a considerar 10 que queda de la misma cuando se borra el
cuantificador:
"a es un Nt, et, a2 - 5a + 6 = 0" (33)

Lo que queda es una expresi6n que tiene la misma estructura
gr'amatical de una proposici6n (y un qrorndt ico afirmaria que 10 es) pe-
ro que no es proposici6n (por no ser el reflejo, /a imagen, el simbolo
de algun heche),

A una expresi6n como /a (33L algo como un esqueleto, una es-
tructura, una forma, una matriz de proposiciones perc que no es propo-
sici6n, se Ie llama una condici6n.

La (33) es una condici6n compuesta por medio de la conjun-
ci6n "et" y de las condiciones simples

"a es un Nt"
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"a2-5a+6=0"

Una condici6n, por motivos obvios, es 10 que se llama un
"simbolo incompleto".

EI simbolo "a" que entra en el enunciado de la (32) hemos
visto que se llama "variable aparente" 0 "pseudo-variable" 0 "varia-
~ligada" ~ ••••

EI mismo simbolo que aparece en la (33) 0 (34) 0 35), es decir
una variable que ya no es aparente porque faltan los cuantificadores
(0 algo semejante a un cuantificador) se llama una "variable efectiva
o variable verdadera, 5> variable libre" 0 ••

La distinci6n que hemos hecho de la variables en ligadas y
libres ha sido hecho por primera vez por Peano al finalizar el siglo
pasado. Peano, de verdad, distinguia las variables en aparentes y rea-
les, sequn que en el discurso en que la distinci6n tiene que ser hecha
sea 0 no l icito cambiarlas. Pero como estas dos palabras por el hecho
de usarlas en las frases "fracciones cporente s " y "numeros reales"
podrian dar lugar a ambiguedades, Padoa emple6, para hacer la misma
distinci6n, las frases "pseudo-variable'" y "variable efectiva", y mas
adelante otros 16gicos propusieron la siguiente nomenclatura "variable
_Iigada" en el primer caso, y "variable libre" en el segundo.

A nosotros nos parece conveniente usar las siguientes altern a-
tivas

"Variable ligada 0 aparente" en el primer caso, y "variable
libre 0 efectiva" en el segundo.

De esta manera no se excluye que en una condici6n puedan
encontrarse tomb ien variables ligadas como en el ejemplo siguiente:

"up a" a es Nt, en, a + b = a"
d ..J "" • bl "b" f .en onpe a es varia e aparente y e ectl va.

Vamos a considerar 10 condici6n
"0 b son Nt, en, a + b = b + a" (36)

Sabemos ya, re cuerde se la (27), que esta condici6n e s td sa-
tisfecha 0 verificada para cualquier "a" y para cualquier "b"; una
condici6n como la (36) que esto satisfecha para cualquier valor que se
atribuya a su 0 a sus variables se llama una condici6n Ilena 0 identica
o simplemente una identidad.

Vamos ahora a considerar la siguiente condici6n
"0 es Nt, et 02 + 5a+ 6 = 0" (37)
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Es focil darse cuenta de que cualquier Nt, que s i satisface la
primera parte (a es Nt) no puede satisfacer la sequndoi (a2 +5a+6 = O),
10 que se puede expresar de la siguiente manera (usando del cuantifi-
cador universal negativo "un").

"un a" a es Nt, et, a2 + 5a + 6 = 0" (38}
y entonces el mismo hecho se expresa diciendo que la condici6n (37)
es vada 0 absurda 0 simplemente una absurdidad.

Si ahora consideramos la condici6n
"a esNt, eta2

• 5a+6 = 0"
entonces es focil darse cuenta de que se verifica por los valores "2"
y "3" de "a" y que para los demos se faf sifica 10 que se puede enun-
ciar de la manera siguiente:

"ppa"aesNt,eta'·5a+6 = Oet
"pp a" no ( a es Nt, et, a2

- 5a + 6 = O)" (40)

En este caso, es decir, cuando una condici6n no es ni vcc io ,
ni Ilena, es decir, cuando se verifica para algunos valores de "a" y
se falsifica para otros, .entcnce s se dice que estamos tratando de uno ,
condici6n propia.

Los valores de la 0 de lc s variables que verifican una condi-
Cion, es decir, que la transforman en una proposici6n verdadera se Ila-
man soluciones de /a condici6n.

Una condici6n propia, 0 mas simplemente una condici6n puede
poseer un numero finito (diferente de O) de soluciones 0 un numero in-
finito.

Por ejemplo la condici6n :

"x es un RI, et sn x = + /2/2" (41)
po see infinitas soluciones dadas po 10 x iguales a (_l)k /4 + k s ien-
do K un Nt, mientras que la condici6n

"a es un Nt, et, 02 - 7a + 12 = 0" (42)
posee s6102 soluciones respectivamente iguales a 3 y a 4.

La distinci6n de los discursos (que no sean sin senti do) en
proposiciones y condiciones equivale mas 0 menos a la distinci6n e s-
co ldsti cc de los juicios en categ6ricos e hipoh~ticos y es una exten-
si6n obvia de la distinci6n de las igualdodes numericas en identida-
des y ecuaciones bajo dos aspectos: el de la forma del discurso que
puede no ser una igualdad y el del si gnificado de cada variableque
p.uede no ser un rnimerc.
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Es conveniente dejar explicito que uno condici6n compuesta como:
"a es un Nt, et, 02 - 5 a + 6 = 0"

en 10 cual se indica explicitamente el compo en donde 10 variable (a)
toma sus valores -en este coso el campo es Nt- se dice "completa"
en el coso opuesto, "incompleta" •

EI descriptor objetal.

Consideramos una proposici6n general que empieza con el
cuantificador singular po s iti vo (sp), por ejemplo:

"spa, upb., a b es Nt, et a + b = b (
y consideramos 10 expresi6n que se obtiene borrando "spa" :

"upb" a b es Nt, at, 0+ b = b"
Sabemos yo que esta expresi6n es uno condici6n y oderncs que -siendo
el resultado de haber borrado el "spa" en )- es verificada por uno
y un solo valor de a ( que es el cero ).

Bien. Esta condici6n 10 podemos precisamente us or como base
para describir 01 cero y dar la definici6n 0 de s cr ipc ion del mismo de la
siguiente manera:

"0 = el (solo) 'a tal que [upb,., a b es Nt, et, at b = ,oJ"
que s irnbo lizcr ernos rnejor como sigue :

"0 = el a tl [upb" a b es Nt, et, at b = b]

La expresi6n "el c tl' (que se lee "el a tal que", 0 "el unico a que
verifica"), se llama obviamente" el descriptor objetal" porque es un
"operador" que transforma una condici6n (oportuna) en un objeto.

2. 4 - Un poco de historia y de critica sobre el concepto de variable.

Se ~abe que el desarrollo del simbolismo algebraico mucho de-
be a Vieta (1540 - 1605) quien escribe, en el cfio de 1591, su "In artem
analiticom isagoje" inicianda de esta manera la que Nesselman bauti-
za como tercera fase del desarrollo del algebra -10 simb61 ica- siendo
las otras dos 10 ret6ri~ y la sincopada, esta ultimo iniciada por Dio-
fanto.

Las principales mejorias introducidas por Vieta en la notaci6n
algebraica consisten en el uso de letras, sea para indicar los ~nc6gni-
tas, sea para indicar las cantidades conocidas, empleando para los
primeras los vocales y para los segundas los consonantes estando, de
tal monera, capacitado a considerar problemas con mas de una incog.
nita. Escribe Boutroux "En etcbli s scnt une distinction sy;tematique
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entre la 'Iogistica numerosa' (calcul numerique) et la 'Iogistica spe-
ciosa' (cclcul portant sur des lettres) Viete constitua l'Algebre rno-

derne en science autonome".

Por este motivo se puede afirmar que con Vieta se engendra el
concepto tan fudamental de "variable" concepto que en su desarrollo
se presenta a los que quieren ahondar en el, como el mistico Proteo: a
veces una variable ya no es tal sino solo un parametro 0 un argumento,
a veces es una con stante arbitraria, es decir una con stante variable,
a veces un numero arbitrario con stante (Cudles son los ruirnero s varia-
bles?) y como si todo esto no fuera bastante, las variables ora son
pseudo-variables 0 mudas 0 ligadas 0 saturadas 0 impropias 0 aparen-
tes, ora son efectivas 0 reales 0 libres 0 propias.

Los que enseiiamos metemdticc sabemos el infierno en que
podria sumirse una c1ase si cuando hablando de la ecuocien de una
recta generica (que es una recta variable?) ax t by t c = 0 (en coer-
denadas cartesianas) un alumno preguntase: "Por que son variables
~ o.y y no 10 son ~ ~ y ~? En efecto, siendo a, b, c letras, cs] como
los son x 0 y tcmbien elias son variablesj y entonces?La cuestic5n se
puede poner todavia peor si se examina detenidamenteuna escritura del
tipo bien conocido,

5(mx2 t n x r p), dx
a

En esta escritura tenemos la lIamada variable de integraci6n
-Ia x- los parametros om, n, p, de la funcic5n integranda m.,(2 t n x t p
(es de verdad esta la funcic5n integrada?) y los extremos de la inte-
gra~ -a y b.

y de la "d" que hay? Oh, es el signo de diferenciaci6n ("dx"
es la diferencia de x) y por tanto no es una variable sino el simbolo
de una con stante 0 mejor dicho de un operador tal como el simbolo de
inteqrccien "S".

Esto significa que a las variables de diferentes tipos que se
present an en la escritura en exdmen (Xj a, b; m, n,p) hay que aiiadir
una septirnc, la dx que, como todos sabemos, es independiente de la x,

Ahora bien, todos sabemos que el valor, el significado de:
b

)a (m x t n x t p).dx es el siguiente

m (b' - a') /3 t n (b2 - a2) /2 T p (b - 0) independiente tanto de x co-
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mo de dx y SI dependiente de todas las demds variables que son inde-
pendientes de ex, es decir, a, b, m, n, p •

Pero ya 9firmamos que dx es una variable independiente de x,
y entonces, de dende viene esta horrible manera de comportarse del dx ?
como es que siendo dx variable independiente de x no se comporta co-
mo tal?

La cosa se presenta engorrosa y todavla presenta un lado mas
peliagudo si sacamos dx, como es l icitc, fuera de la integral, puesto
que una con stante multipl icativa, y dx 10 es, se puede siempre sacar
fuera del signo de inteqrccien •

Adernds si dx es independiente de x debe poderse indicar de
cualquier otra manera, pongamos h, y entonces, cOmo saber que la va.
riable de inteqrocien es la x ?

Si una ciencia es un lenguaje bien hecho -condici en apenas
necesaria· entonces Sl debemos estar decepcionados del simbol ismo
mctemetico. EI problema (slntdctlco) expuesto y otros semejantes lle-
van a Peano (1858 - 1932) a introducir la cl csificccien de las variables
en aparentes y reales modiFicada por Padoa (l864 • 1936) en pseud~-
variables y efectivas para eliminar las cmbiquedcdes que pudieran sur-
gir del hecho que las palabras usadas por Peano r on emp~eadas tam-
bien en las frases "fraccion aparente" y "numero real". AI mismo
tiempo Peano resuelve el engorroso problema del simbolismo de 10 in-
tegracion poniendo en general

"Ia integral entra a y

b5 (fnx)
a

b de fnx variando x".

x que se lee -

Veremos en 10 sucesivo la profunda importancia del concepto
"variano" introducicc por un mctemdtico que tal vez se adelanto de-
masiado a su tiempo (forma cemodc e hipecritc para no decir la verdad
de otra manera).

Entonces en el caso que estamos considerando en la expreslen

(b (m x 2 t n x t p) Ix
- a

la x es una variable aparente y a, b, m, n, p, son variables efectivas.

La cl cs ificcc ion hecha por Peano de las variables aparentes
y efectivas ha sido aceptada por los logicos y mctemdticos de este si-
glo y sobre esta base se desarrollan tanto la logica como 10-mcternd-
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ticc actual.

Hoy en dia, y especialmente por parte de los 16gicos en vez de de-
cir variables aparentes y efectivas se usa mas bien decir ariables li-
gadas y libres. Por 10 poco que hemos visto es posible darse cuenta

de que en un tratado de motemct icc, y en general en cucl quier ciencia,

no puede haber sino un solo tipo de variables: las aparentes 0 ligadas,
mas por una cuesti6n de rapidez en el manejo de las fqrmulas 0 tal vez

por una simple cuesti6n de costumbre -y de pereza! por 10 tanto - se han

introducido al lado de las variables ligadas las libres.

Fundamental es haberse dado cuenta de esta c1asificaci6n en
primer lugar, y en el segundo lugar haberse dado cuenta de la po s i bi l i-

dad de usar un solo tipo de variable (/a I igada) •

CAPITULO III

Igualdad

Otro concepto fundamental es el de" i gualdad " que simbol iz o-

remos con el signo "=" en cuanto .sustituya la frase "es 10 mismo
que", como en la siguiente proposici6n :

"Tr icnqul o equicnqulo = Tr idnqu!o equ ilctero "

Desde Vieta hasta Leibniz este significado se atribuy6 al sig-
na "w" deformaci6n de 10 inicial de 10 palabra latina aegualis.

Recorde Ie di6 la forma actual, probablemente sacada de ma-

nuscritos medioevales, forma que Newton adopt6 y difundi6.

Habitualmente entre operaciones indicadas como en la

"5 + 3 3 + 5" se lee "es igual", cuidado de no abreviar la lectura
con la supresi6n del verbo, y por 10 tonto se llama igualdad cada f6r-

mula como "a = b" en la que a y b se Ilaman los miembros de la i-

gualdad. Es este el uni co simbolo 16gico cuyo uso se ho vueltouniver-.

sal perc solamente entre Numeros mientras que entre figuras para de-

cir "es 10 mismo ue" se usa la frase "coincide con " al controrio el,
signo " = "aun leyendo lo "es igual a" se usa para decir: lies supe!.--
ponible a" y por 10 tonto como s irnbolo ·geometrico.

En 10 que sigue siempre Ie atribuiremos el significado decla-
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redo aunque variando 10 lectura de manera conforme 01 uso; por ejem-
plo " do " entre una operccien indicada y su resultado como en 10
"5 + 3 = 8" "es" 0 "vale" como en 10 propo si cion :

"cs 0 = 1"
"se lee" en el acto de pr~sentar una nueva escritura como en:

"tg x = 10 tangente de x"
"significa" 0 "se podrfa definir" como en:

"tg x = sn x / es x"
sequn que 10 igualdad es una definiciOn 0 una definicion posible. Es-
cribiremos el signo "=" entre condicione~ que tengan las mismas va-
riables efectivas 0 libres para decir que trenen las mismas soluciones.
(Para el mismo efecto se puede usar "eq").

Por ejemplo, si x es un numero, entonces

"(10 x + 9 = 3 x + laO) = (x = 13}".
En esta propo si ci cn el segundo "=" es el sfmbolo principal que se
debe leer "cuando" 0 "equivale decir que" mientras que el prime-

h I I,,· I" It "I"ro que ay eer 0 ~~ y e ercero va e •

De esta manera mientras 10 equivalencia entre polfgonos 0
poliedros indica una relacion geometrica no confundible con 10 igual-
dad,sea 10 logica, de 10 cual nos estamos ocupando, sea 10 geometri-
co en el sentido de superponibilidad, 01 contrario toda equivalencia de
fracciones 0 de ecuaciones no indica ninguna relcci en numericc sino
simplemente una igualdad logica.

EI sfmbolo "=" permite escribir 10 siguiente proposrcron
"x x", cuyo lectura se puede volver mas expresiva si se hace pro-
ceder 0 seguir de 10 frose "para cualquier (significado 0 valor mornen-
taneo de) x". Esta propo s icjon enuncia 10 exigencia esencial del len-
guaje, es decir, 10 constancia no solo del significado de coda slmbolo
sino del significado momentaneo de coda variable en una misma lec-
tura de un mismo discurso.

La logica es col dsti co 10 llama el "principio de identidad" y
Vailati 10 llcrno propiedad reflexiva de 10 igualdad.

Aparentemente esteri I este principio es 01 contrario fuente ri-
ca y vari ada de ve rdod •

Ante todo lIamaremos identidad logica toda igualdad que se
saque de 10 propo si cion (43) atribuyendo a x un significado .momenta-
neo arbitrario en que puedan intervenir sfmbolos extraiios a 10 100ica
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y de los cuales no importa conocer el significado, como,

"15 15"

y tornbien con variables como,
"a+b a+b"

AI contrario diremos que
"8 + 7 = 3 x 5"

es una identidad cri trneti co porque su verdad no puede ser conocida Sl

no se conocen los s irnbol o s critmeficos que en ella se emplean. Mas

para los que los conocen, de d6nde emana 10 certeza de su verdad ?
Del hecho de que ejecutando los operaciones indicadas se convierte
en la identidad 16gica (43) •

La verificaci6n de la resoluci6n de una ecuaci6n que otra co-
so es sino la conversi6n de e sto en tantas identidades cuantas son las

soluc ione s encontradas ?

Ademds, 10 verificaci6n no sirve s610 para asegurarse de no

haber cometido errore s, Muchas veces completa la resoluci6n puesto

que s610 recurriendo a la misma se puedeneliminar 10 soluciones ex-

trofics. Por ej ernpl o, 10 que habitual mente se llama resoluci6n de la
ecuaci6n.

"v (x - 12) + v (x - 9) = v (x - 4)" (44)

nos Ileva a encontrar la dos soluciones 13 y 11/3.
'hora, mientras 10 verificaci6n de la pr imera soluci6n conviette 10 (44)

en la identidad arimetica "1 + 2 = 3" reductible a 10 identidad 16gi-

co "3 = 3" 01 contrario la verificaci6n de la segunda, eliminando el
denominador cornun 3, conduce a 10 igualdad fal so "5i + 4i i" y
por 10 tanto elimina esta soluci6n.

No so.lo : 10 verificaci6n hecha, cdernds de ens efiorno s que 13
es la soluci6n de 10 (44) nos revel a que 11/3 es 01 contrario 10 solu-
ci6n de 10 ecuaci6n

"v(x - 12) -v(x 9) =v(x - 4)"
y que la ecuaci6n,

"v (x - 9) - v (x - 12) = v (x - 4)"
no tiene soluciones.

Evidentemente los e s cepti co s que niegan la fecundidad de la

proposici6n (43) ignoran el usoconfinuo que de 10 misma se hace. Por
este motivo. hemos cre ido oportuno recordarla.

Ademcs de 10 propiedad reflexiva (proposici6n 43) la igual-
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Aderncs de la propiedad reflexiva (propc si cion 43) la igual-
dad goza de las propiedades

"x = y, e, y = x" (simetrica)
"x y, et, Y = z, en, x = z" ("transitive)

Es conveniente hacer notar que habitualmente se enuncian las tres
propiedades nombradas (reflexiva, simetrica I, transitiva) como fundo-
mentales 0 caracterlsticas de la igualdad, 10 que es falso.

En efecto, por ejemplo las relaciones geometricas de "super-
ponibilidad", de "equivalencia" de "semejanza" gozan de estas rni s-
mas propiedades. Lo que s i caracterizan estas tres propiedades son
las relaciones ecual iformes, 0 equivalencias como las ya citadas, re-

laciones que juegan un papel fundamental en la ciencia: en general
todo "concepto" corresponde a una "equivalencia" .

Por ejemplo el concepto de "forma" corresponde a la relaci6n
de "semejanza", el de area"" a la de "eguivalencia (superficial), el
de "Iongitud" a la de "superponibilidad" (segmentaria) ..•••

Cualesquiera que sean las escrituras "x y",. "u x", "u x v"
en las que ningun slmbolo e std subentendido entre x y u, 0 entre u y x,
o entre u y x y v, solo que no sean sin senti do, entonces,

"x y, en, x U y u" (45)
"x y, en, U x u v" (46)
"x y, en, u x v = u y v" (47)

Estas tres proposiciones dicen que "si x = y entonces 10 subs-
tituci on de y a x al principio de una escritura "x u", 0 01 termino de
una escritura, flU x" 0 en el contexto de una escritura "u x v" no.cl-
tera el significado 0 la verdad misma.

Esta fue lIamada por Padoa "propiedad sustitutiva de 10 igual-
dad" y fue enunciada por Leibnitz como sigue: "Eadem sunt quorum
unum in alterius locum substitui potest, salva veritate" .

Como hemos visto, las propiedades reflexiva, simetrica y
transltlva no caracterizan a 10 igualdad sino solamente a las equiva-
lencias; 01 contrario 10 propredcd substitutiva es exclusiva de la igual-
dad y por 10 tanto quedo superfluo oficdir "de 10 igualdad".

Las proposiciones (45) y (46) otorgan el derecho de operar or-
bitrariamente, basta que sea de la misma manera, sobre ambos miem-

bros de toda igualdad, tanto a derecha como a izqui erda.
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La propo s ici on (47) se deduce de (46) (operar a izquierda) por

por medio de una op l icoci on de 10 (45) (operar a derecha) •

No reconocer uno vez para toda s este derecho logi co IIeva co-

casi todos los tratadistas a establecer coso por co so, algunos pre s u-

midos derechos algebraicos Ilamados "teoremas generales sobre las

ecuaciones". De estos teoremas los pretendidas "demostraciones" en

cuanto invoquen proposiciones nurner icc s otra coso no son sino vanilo-

quios que disfrazan aplicaciones inmediatas de 10 propiedad sustituti-

~ (que por 10 dicho se pcdr io Ilamar mejor operativa).

Por ejemplo, no se nec esi to conocer el significado de los es-

crituras :

"2 x", " "If 2" II 3"snx I x X I

para saber que

"si "x = y", entonces "2 x = 2 y", "s n x ·sn y",
3"= Y , •••

Lo que s i se necesita poner de relieve es que 10 logica no 0-

torga el derecho de invertir los apl icaciones enunciadas; es decir,
permite escribir, perc no cancel or indicaciones iguales aderechao a

izquierda de los dos miembros de 10 igualdad.

EI derecho de cancelacion hoy que examinarlo coso por coso

y mediante cogniciones extrofio s a 10 l oqico. a menos que no se trate

de operaciones logicas.

Por ejemplo, en los implicaciones arriba enunciadas es l ici to

invertir 10 primera, cualquiera que sean los numero s x, y, 10 segundo

si x, y son ruimero s entre - /2 y + /2, 10 tercera si x, y son mimero s

positivos, 10 cuarta si x, y son nurnero s reales, •••• Cuanda se trata

de los cuatro operaciones fundamentales ejecutadas sobre los dos

rn'iembro s de uno ecucci en (con exclusion del a como factor 0 como di-

visor) toda cancelacion puede y debe pensarse 0 como obtenida por

medio de 10 operacion inversa y sucesiva s irnpl ificacion de coda miem-

bro, 0 como resultado de uno propiedad postulada para una doduopera-

cion, cancelacion que es por 10 tonto el resultado de una propiedad de

los operaciones y no de las ecuaciones.

Por ejemplo, por el derecho logico "2 x 2 y", impl ica

" 2 x/2 2 y/2 ", de donde mediante simpfificacion aritmetica

" x = y "
(Confinucrc)
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