POTENCIASDE UNPOLINOMIO
Por Alberto Rodriguez, S. I.

El problema de elevar un polinomio a una potencia dada pre-
senta un interés tedrico mds bien que practico. En cualquier caso, y
sea cual fuere el método utilizado, resulta una operacién en extremo
laboriosa cuando tanto el grado del polinomio como el exponente de la
potencia son relativamente grandes.

Varios son los procedimientos que se pueden seguir :

-El elemental de multiplicar por si mismo el polinomio tantas
veces como unidades tiene el exponente;

-El de descomponer el polinomio dado en un binomio cuyo pri-
mer término es el primero del polinomio base, y el segundo, la suma
de los restantes. Se aplica entonces la férmula para elevar un binomio
a una potencia, y en el desarrollo aparecerdn ahora potencias de poli-
nomios cuyo grado es en uno unidad inferior al grado del polinomio ba-
se, y que a su vez se descomponen en otros binomios, procediéndose
asi sucesivamente hasta llegar a potencias de auténticos binomios;

-Mediante la teoria del andlisis combinatorio, y como aplica-
cién de las permutaciones con repeticién, se prueba con facilidad que
el término general del desarrollo.
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y recibiendo todos los sistemas posibles de valores naturales en que
se puede descomponer el exponente n.

-Utilizando la férmula de Maclaurin :
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en la que f (x) representaria la expresién (1), y que requiere el célculo
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de las diversas derivadas sucesivas de dicha funcién. Por ejemplo,
en el caso de un polinomio de grado cuarto elevado a la cuarta poten-
cia, exigiria el cdlculo de dieciseis derivadas, en las que luégo ha-

bria que particularizar su valor para x =o0.

Cada procedimiento tiene sus ventajas y sus inconvenientes.
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Tal vez el mayor de éstos en los primeros sea la imposibilidad de su
aplicacién cuando el exponente ‘‘n’’ deja de ser un nimero natural.

Como elemental aplicacién de la primera derivada de un poli-
nomio y mediante el método de los coeficientes indeterminados, vamos
a indicar un nuevo procedimiento, posiblemente mas practico, y vale-

dero para cualquier valor que reciba el exponente ‘“‘n’’ .

Dado el polinomio base, siempre le podemos considerar como
una funcién de la variable ‘‘x’’, y ordenar conforme a las potencias
crecientes de esta variable. Si el polinomio careciera de tal variable,
podriamos considerar cada uno de sus términos como coeficientes de
dichas potencias crecientes de una variable auxiliar ‘‘x’’; en los re-
sultados finales bastaria hacer x = 1 para obtener la solucién desea-

da.

Sea, pues, el polinomio base grado ‘‘m’’, que deseamos elevar

a la potencia de exponente ‘‘n’’, de la forma
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(5) F'(x) = A +2 Ax + 3 AX® +. ..+ A‘~x"_1+

Derivando con respecto a‘‘ x '’ la expresién (4), y multipli-
cando luego por f (x) :
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(6) Frbgr Feolx)=/n f(x)“‘l f2(x) f(x) = n f'(x) F(x)

Los coeficientes de las diversas potencias en orden creciente
x% x], x2” Nptp xi'l, x ... del producto f (x) F’ (x) son respectiva-
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Para que la expresién (6) se cumpla independientemente del
valor de ‘‘x’’, es preciso que se convierta en una entidad, es decir,
que sean iguales en uno y otro miembro los coeficientes correspon-
ll ,’

dientes a les diversas potencias de Las diversas identidades

que iremos estableciendo segin este criterio nos permitirdn obtener
los coeficientes A. en funcién de los anteriores y de otros datos co-
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nocidos.

Con el fin de simplificar la notacién, hagamos
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El primer coeficiente A_de F (x), lo obtenemos al hacerx=o0
en la expresién (4), de donde
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Identificando ahora los terminos independientes en (7) y (8),
Q. Q. n+1 -1

a,A, = naA_ de donde A = A,a—on = Aoa_o 3

y considerando (9).
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Analogamente, para calcular A, identificamos los coeficientes
de *‘x’"en (7) y (8), y considerando luego (9) tendremos sucesivamente
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Para calcular Aq identificaremos los coeficientes de la poten-
cia cuadrada de la variable,
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Vamos ahora a calcular el coeficiente general A. de F (x); bas-
taré identificar los coeficientes de la variable de exponente {#4Y¥.
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y considerando (9), queda finalmente,
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que nos da A; en funcién de los ‘‘m’’ coeficientes anteriores, ya que
para valores de ‘‘i’’ mayores que ‘‘m’’ los correspondientes ‘‘A ' no
existen. De la observacién de (11), (12), (13) y (14) deducimos la fér-

mula que nos expresa el coeficiente general A,
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Este proceso lo hemos realizado independientemente del valor
del exponente “‘n’’. Cuando ‘“‘n’’ es un niomero natural, [‘f (K)]" ten-

dré mn+l términos, luego la férmula (15) para valores de i>mn+l los
coeficientes A; son nulos. Si el exponente *'n’’ no fuera un nimero
entero y positivo, entonces esta misma férmula nos daria los sucesi-

vos coeficientes del desarrollo en serie de f (x).

El desarrollo de las potencias naturales del binomio no es si-
no un caso particular del presente. La ley de tormacién de sus coefi-
cientes, formula de Targaglia generalizada posteriormente por- Newton
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para exponentes no enteros, es equivalente a la obtenida en (15) y par-
ticularizada para este caso.

En efecto, sea
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Aplicando la férmula (15), los coeficientes seréan
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Como aplicacién del método expuesto, y dejando al lector el
trabajo de obtener y comprobar los coeficientes, copiamos a continua-
cion el resultado de elevar a la cuarta potencia un polinomio de cuarto
grado.
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En este caso, p=5; ol I; 3:4; ) =2: l=—3,-) y aplicando
la férmula (15), un coeficiente cualquiera, por ejemplo el A1y se ob-

tendra en tuncién de los cuatro anteriores, ya calculados, y de los da-
tos conocidos del modo siguiente:
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Como el desarrollo tiene mn=| términos, en nuestro caso 17,
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los coeticientes A; paraiie se anulan. Por ejemplo,
i |
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El procedimiento general expuesto mediante el empleo de la
primera derivada del polinomio y los coeficientes indeterminados, ya
se encuentra en sus lineas fundamentales, aunque con diversa nota-
cién y desarrollo, en los primeros escritos cientificos de un matemati-
co sudamericano, el doctor Federico Villarreal, publicados en el siglo
pasado.

Sin embargo, su trabajo no es tan conocido como debiera serlo.
Y es que, como en otros muchos campos, también en éste de las Mate-
maticas el méritc de nuestros valores intelectuales permanecia oculto,
cuando no se hallaba incomprendido o asfixiado en un ambiente de in-
diferencia que afortunadamente va desapareciendo.

ALBERTO RODRIGUEZ S. I.

Granada, enero de 1957
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