
SOLUCION DE PROBLEMAS

101. La condici en necesaria y suficiente para que el producto de
todos los divisores positivos de un ruimero entero positivo

g sea igual a a2. es: 0 bien a es el producto de dos nurnero s primos di-
ferentes, 0 bien a es el cuba de un nurnero primo.

Solvcion : L1amemos D (0) el numero de los divisores positivos del
mirnero entero positivo a. Por ejemplo: D( 1), = 1 0(2):: 2, D(4) = 3,
D(12) = 6, y en general si a tiene la descompo si ci en en factores pri-
mos (vet Vol. I•• p. 33),

a " P,

entonces,

(I) 0(0.) = (tr1 +1) (Yz -1-1) •.. (rr +1).

Sec ahora P(a) el producto de los divisores positivos del mime-
ro entero positivo 0; en formula

'P(n) = T[ d
dla

Por ejemplo P(l) = 11 P(2) = 2, P(4) = 8, P(12) = 1728, y en general
se tiene, D (a.)

(2) Pea) = a ~
En efecto, con d tombien old recorre todos los divisores de a y'por
consiguiente,

-PCO)4 =(}£d ) ( J[a/d)
d/a. d Zo:

= )( a. -=
d/a.

Si ahora P(a) = l, de (2) resulta 2 = D(a)/2, 0 sea D(a) = 4. Poniendo

este valor en (1) se ve que hoy dos casos posibles:

1''' r= 1 ~1 -=3 O:p3

Z. ! If = 2 0j '" Oz = 1 a = P9
(donde p y q son dos nurnero s primos diferentes).

Inversamente, si 0 =1'3. entonces,

'P(a) ::::J..f .pl.pJ =»: z: a' y ~i a:o pC;. entonce s,

P(o) z: 1. .1"'1 . f? =- (/'1)1 := a-



So/uciones de DIrac Icideref Asac, Heraldo Sato Mata/lana.

102. Demostrar :

( n + 11.) f (Y1 ~ k - I )., •• •
n n f (Y7) =c:': )

-rJ n-l-I

So/uciones : Se demuestra 10 fOrmula par induccion sabre k. Para
k '" 0 10 formula es cierta, yo que

(;:) ':;(n + 1)n+1
Supongomos ahora que 10 formula sea cierta para un valor de k; en-
tonces,

('>1+1'+2) .c:» +(n+kn):(J?+Il~') ,(n;'k)
n 1-1 - n n 41 n

10 que demuestra plenamente 10 validez de 10 fOrmula.

Joaquin A costa Prieto.

Otras so/uciones de: Astolfo Arias, Jaime Rocha R. Alvaro Rodri.

guez, Arturo Sanchez Weiss, Oscar Vi/la Moreno.

103. Sea a un numero entero positivo y n un numero entero no.
negativo Demostrar 10 identidad,

nZ (-I)!; {"t/ ~ (_I)" r::
,k'=o

So/ucion: Se demuestra la formula por inducciOn sobre n, Para n '" 0

la formula es cierta, ya qu "

45



Supongamos ahora que la formula sea cierta para un valor de n; enton-

ces,

(_i)n+J
(~;~) =

(-1) Y1c:: + l (_J)"YI+I(~;: ) - C: I) '" (0;)J
(-J) Y7 (a;,t ) f- (-J) »«: [(~::) f (0,;:; j =
(-f) Y7 (CJ

n
-) + (-1) n~~ (~1) =

=

)(
(-I) (a.) .L (-1) '1'7+1 (a. )

)c r: / n".t z;

10 que demuestra plenamente la validez de la formula.

Jo a qu in A costa Prieto.

Observcci on. Recordamos que un coefi ci ente bi nom ina!.

,

vale cero 51 n < k , En el coso de a=n 10 formula demostrada arriba

se reduce a 10 formula muy conocida

nI (-tjl< C;) :0

~= o

Otras so/uciones de: Ignacio Arango Davila, Astolfo Arias, Jaime

Rocha R., Arturo Sanchez Weiss, Oscar Villa Moreno.

104. Sea a un num ero entero positivo y m un n umero impar po-

sitivo. Demostrar que
n1- :tL (_1.)/((:) ';70

j{ = iJ
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fa. solucion: Poniendo n = m-I en 10 formula del problema anterior,
se ve que el segundo miembro es no negativo, yo que m-l es par.

Joaquin Acosto Prieto.

20. solucion:. Los coeficientes binomiales

P~ k ~ at crecen hasta 10 mitad (vease Vol. II, P. JOJ Y despues de-
crecen. Luego tenemos los casos siguientes:

1~. m-l6"a/2; en este coso 10 sumo es positiva yo que el ultimo

termino 10es;
Q.

2~. m-I.::i"a;en este coso 10 sumo vale (1-1) = 0

0/2 .,( rn-l L:.. 0i en este coso

"1-1.

;Z (-l)Y,tj
I<~O

= X (_f)K+·Y:)
k'" rY1

En 10 ultima sumo el primer termino es positivo, los terminos tienen

signos olternodos y decrecen en valor absoluto. Por consiguiente 10
sumo es positivo.

Otras soluciones de: Astollo Arias, Jaime Rocha, Arturo Sanchez

Weiss, Oscar Villa Moreno.

105. Sea u(r, s) (r, s = 0, 1, 2,•••) una sucesicin doble de numeros,
Demostror 10 relccien (1)

L (;)u (rt.c,k/ .5 i.V)
1.1...)=1'7

jfC?) f cc (r·U. (n-p), 05-1.<(P+l1

n-1=Z (77-1) fut {rf-2 {n-p)
17=0 P (

(n J 2 .... ), ,

(J J Por razones tipogrcificas se ha cambiado 1:J notacion. Esra propo-

sicion se encuentra en el trabaio de I. M. Sheller: A class offuntions
related to harmonic functions, Dulce Mathematical Journal 21, (1954 J
Pf!' 479-489, donde se utiliza para generalizar el concepto de Juncion
a,monica.
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u Crf2 (n-?), .s fZp
~(YJ- f) I- (7'7- / ) 2c P-' f)

n

:.L (;;)U(/'fZ (n-j7), S 72;0)
;/"'0

Poniendo chore f=-1, YI-p =-,k la ultima expresi6n vale

L(;)~(rUk, S t-.,(1).
j.!fJ =)"1

Oscar Villa Moreno.

Otras soluciones ; Joaquin Acosta Prieta, Astolfo Arias, Jaime Rocha,

A I v aro Rod rig u e z , A rt u ro Sc1n c h e z Wei s s ,

106. Sea un tr icn qulo ASC, cuyos vertices es t on en una circunfe-

rencia de centro 0 y radio r , Se designan AA', BS', CC',

las alturas, por M, N, P, los puntos medios respectivos de los lades

BC, CA, AS. Las alturas se cort an en el ortocentro H y las rne di on os .

AM, BN, CP en el centro de graved ad G. Se prolonga AO hasta el

punta D diametralmente opuesto a A.

a) Hallar el corccter del cucdri ldtero HCDS.

b) Mostrar 1 ue AM es una mediana del tr ion qul o AHD y que G es

tornb ien centro de gravedad de este tr icnqulo ,

c) Deducir de 10 anterior que 0, G, H estdn en lmec recta y que

OG es un tercio de OH.

d) Sean X, Y, Z los puntos me dio s-r e spe cti vo s de HA, HB, He.

e) Mostrar que el segmento X M tiene el mismo punta medio I que
OH y que XM = r,
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f) Estudiar el cordcter del cuadrilateroMNXY y demostrar que
XM := YN =- ZP.

g) Por d6nde paso el c irculo de centro I y de radio r/2 y por que?

Alumnos del 4Q• 0';0 del Liceo Frances

Solucion,

A b) Las diagonales BC y

HD del paralelogramo HCDS

se cortan en sus puntos me-
dio s, Puesto que M es el

punto medio de BC, tam-
bien 10 es de HD y por con-
siguiente AM es una media-
no del tridnqulo AHD. EI

punto G divide el segmento AM en la raz6n 2 : 1, siendo G centro de
gravedad del tri angulo AHD.

a) HCDB es un paralegrolamo. En efecto, OC' es perpendicular a

AD por construcci6n y DB es perpendicular a AB, yo que AD es un

didmetro, Luego CH es pc-
ralelo a DB. De 10 misma

monero BB' es perpendicu-
lar a AC por construcci6n

y CD es perpendicular a AC,
yo que AD es un didmetro,
luego BH es paralelo a DC.

c) OH es una mediana del tri cnqulo AHD yo que es punto medio de

AD. Luego OH paso par el centro de gravedad G y OG:OH = 1:3.

d) Puesto que OM une los dos puntos medias de los lados HD y AD

del tricnqulo AHD, se tiene 20M = AH, 0 sea OM = HX. Par otro
lado, XH es paralelo a OM, ya que 0 y M son puntos medias de
los lados AD y HD del triangulo AHD.

e) EI cuodri lctero XHMO es un paralelogramo, ya que tiene los 10-

dos XH y MO paralelos e iguales. Par consiguiente sus diago-

nales XM y OH se cortan en sus puntas medias, que es I. Pues-
to que X y M son puntos medios de los lados AH y DH del tricn-
gulo AHD, se tiene 2 XM = AD = 2r a sea XM = r ,
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f) MNXY es un rectcnqulo- En efecto, XY es paralelo a AB, ya que
X y Y son los puntas medias de los lados AH y BH del tri dnqulo
ABH; MN es paralelo a AB, ya que M y N son los puntos medios
de los lados AC y BC del tridnqulo ABC, NX es poralelo a CH,
ya que N y X son los puntos medios de los lados CA y HA del
tridnqulc CAH; MY es paralelo a CH, ya que M y Y son los pun-
tas medios de los lados CB y HB del tr icnqulo CBH. Puesto
que CH es perpendicular a AB, la cfirmccien queda demostrada.

Por consiguiente, XM = YN, siendo las dos diagonales del rec-
tangulo. De la msima manera se ve que MPXZ es un rectcnqulo,
de donde XM = ZP.

g) Los segmentos XM YN y ZP se bisectan en el punta I, luego
el circulo Ide centro I y radio r/2 pasa por los puntos X, Y, Z,
M, N, P. Pero ese circul o tornbien pasa par los puntos A', B', C:
En efecto, XM es un didmetro del c1rculo y el cnqulo XA'M es
recto. Luego del punto A'esta situado sobre el circulo, De la
misma manera se demuestra que los puntas B' y C' tomb ien e s-
tan sabre el c1rculo.

Ob servocion , - EI circulo de centro I que paso par los puntos M, N, P;
A', B', C'; Z, Y, Z, se llama c irculo el de nueve puntos a el
circulo de EULER del triangulo ABC, 10 recta que pasa por los
puntas H, I, G, 0, se llama 10 recta de Euler.
Esta Revista publico anteriormente articulos de LUIS DE
GREIFF BRAVO y JOSEPH SCHULER sobre terno s relaciona-
dos con estos conceptos (Vease.Yol. "I., pp, 48 - 53 y pp. 54
y6J)

So/uciones de: Joaquin Acosta Prieto, Astolfo Arias, Jaime Rocha R,

AI varo Rodriguez, Arturo Sanchez Weiss, Osaar Villa Moreno.
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107. Se da una semi - circunferencia de centro 0 y didrnetro
AS = 2R. De un punta C situado sobre la semirecta OX que

pasa por A se traza la tangente CD a la semlcircunferencia.

Se pone OC = X y se considera la figura engendrada por rotaci6n

alrededor de AB.

a) Cueil es la superficie engendrada por CD ? Indicar el lugar de

sus puntos de contacto con la esfera de diiimetro AB.

b) Calcular en funci6n de R y X :

1Q• EI area total S de la superficie engendrada por CDH (designan-

do por H la proyecci6n ortogonal de D sobre OA) ;

2Q• E I area 5' de la zona engendrada por el arco AD ;

3Q• EI volumen V engendrado por el triiingulo mixtillneo ACD (for-
mado por el arco AD y los lados CD y AC).

c) Determinar el punta C de tal manera que el volumen V tenga un

valor If r3m dad. Discutir.

(Bochillerato. 10. parte. Lyon. Francia 1951).

So/ucian a)

A

CD engendra el area lateral de un cono que toca la es-

tera de dicmetro AB en
los puntas del c irculo

de radio DH, donde H es

la proyecci Sn, ortogonal

de D sobre OA. Se tie-
ne. :
DH : 00 = DC : UC
o sea

DH = R V xl _Rl Ix. I

b) 1Q• Se tiene :

S = .DH + -.Df- .oc. ;. 2. 1 2. 2./(x -r ) (R I x + r / x).

OH : aD = ou . OC

de donde
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y

HA R )1 - R / X).

Luego

5' = 2 R.HA =" R~ (l-R/X).

3Q• 5e tiene V = Vi - Vz, donde Vi es el volumen del cono engen-
drado por CDH y V.t es el volumen del casquete engendrado por
el arco AD. Ahora bi en,

Vi = 'h DH
l
. He -=:- ~ (x~- Rzt

Y.t = i lTHAz (3R. - HA) z: .': :3
1

(~RX f RZ)

Por consiguiente,

V =: : :: (x - R Y
c) Se necesita determinar el valor X tal que se tenga

Rm = (X - R):l/3 X

y odemes X debe estar entre R e infinito. Puesto que 10 funcic5n

crece de cero a infinito cuando X crece de R a infinito, existe

exactamente un valor X que satisfoce las condiciones requeri-

dos, cualquiera que sea m. Este valor X se puede determinar de
10 ecuaci6n cucdrdtico

1 Z
X - R (2 + 3m) X + R = O.

Oscar Villa Moreno
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