NOTA SOBRE LAINDETERMINACION O°
por

LUIS IGNACIO SORIANO

Los cursos elementales de calculo presentan una serie de ejer-

- ; N x .
cicios de la indeterminacién lim de f (x)g ( )cuondo f (x) y g (x) tienden
a cero simultdneamente para un valor a de la variable, y el resultado

de hallar el limite de esta expresidn casi siempre es 1.

El objeto de ia presente nota es demostrar que a este resultado

se llega siempre que f (x) y g (x) cumplan ciertas condiciones.

Supondremos que f (x) > 0 cuando a = S <x<a+d excepto
para x = a en donde se tendra f (a) = 0.

Sea limf (x) = 0; limg (x) = 0; g(a) =0y tales que existan
; X0 e X=>a
dos nimeros positivos m, n para los que

f (x)

m——— = A ( A finito y diferente de cero )
X->a|x-all

g &) = B ( B finito)

im————=
x->a|x-a m

Cuond)o se cumplan las condiciones C se tendra siempre
lim f(x)g # =91

X->0
o . f (x) e
En efecto la expresion lim podemos escribirla en la
£ (%) x>a |x-a] M
forma |ni= A + ¢ siendo & una variable que tiende a 0 cuando
|x-a
x tiende a a (x)
|gua|menteW= B+ € expresién en la que § > 0

cuando x - a

Consideremos la expresioén :

y = f(x)9 (x) que para x = a se presenta en la forma 0°

Tomando logaritmos a <(
log y=g(x) log f(x) = Ix-al (B+§&) log < |x-a|n(A+e)}
log y:(B+8‘){ nlx-al™ log Ix-al + Ix-al" |Og(A+8)}



Recordando que lim z" log z = 0 tendremos
z0

lim | =i i -al® @ [h -ql™ j
Jlim log y JL"L(B+ 8,){’!Lmanlx al” log I x c1|+x||q’mc| Ix-al™log (A+€

o sea
lim logy : B {0+0 logA} =0
X->a
de donde
y =1
Cuando las condiciones ( no se cumplen la expresién
f (x)3 (x) puede tender a un limite diferente de 1 como lo muestra el
Y(x)+ loa &
.. . og X ¥ .
siguiente ejemplo 'y = f(x) (d arbitrario ) .
en la que q, (0= 0o x“_)mo ‘P(L)
f (0) =x|Lmaf(x) =0 3 (0) :)(Ierb g(x) =0

se tiene log y = ‘(PI(:; :(i;’gd log f (x) = Y (x) + logd

Jiny 1o v = o0 4
de donde y = d

Con este ejemplo no se cumplen las condiciones (C como vamos a
verlo

f (x)

| in no es para algdn N igual a A,
x-a

Si lim
siendo A finito y diferente de cero es claro que no se cumple la la.
condicién C

flx) A ( A finito y diferente de cero) veremos que no se

Si lim

[x-a| N
cumpla la 2a. de las condiciones €. En efecto para todom > 0 se
tendrd
g (x) ¥ (x) + log ok
[x-a] M Ix=a|Mlog f (x)




De aqui deducimos

g (x) " ¥ (x) + log d
Ix-al™ Ix-al™log { Ix-al” (A+8)}
_ ¥(x) + log

Ix-al™ { nlog Ix-al+ log (A + 8)}

. ¥(x) + logd

nlx-al™ log Ix-al + Ix-al™ Jog(A+¢)

Cuando x tiende a a el numerador de la expresién anterior
tiende a logd, y el denominador tiende a cero cualquiera que sea m.

Por consiguiente no se cumple la sequnda de las condiciones ¢
g g

Sinembargo pueden no cumplirse las condiciones C y el li-

mite de f (x) 9 (%) puede ser 1, como lo muestra el siguiente ejemplo:

Sea f (x) la funcién conocida con el nombre de funcién de

AN . /x>

Cauchy queesiigualacero para x = 0 e igual € ~ para x # 0
Para g (x) tomemos g (x) = x3

3

',/X' X
Entonces y = [e J se presenta en la forma 0°
Cuando x = 0 Pero por otra parte y = e %
que tiende a 1 cuando x> 0
%2

Con este ejemplo puede verse facilmente que la funcidn tien-

de a cero con x cualquiera que sea m.

Otros ejemplos pueden encontrarse en : ‘‘Differential and Inte-
gral Calculus by Edmund Landau''. Chelsea Publishing Company New
York 1951 y en ‘‘Unified Calculus and Analytic Geometry by Earl D.
Rainville''. The Mac Millan Company New York 1961,



