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Los cursos elementales de ccl cu]o presentan una serie de ejer-
cicios de la indeterrninoc ion lim de f (x)g (X)cuando f (x) y 9 (x) tienden

a cero s irnultdnecmente para un valor a de la variable, y el resultado

de hallar el limite de esta expre s ion casi siempre es 1.

EI obj eto de la presente nota es demostrar que a este resultado

se lIega siempre que f (x) y 9 [x) cumplan ciertas condiciones.

Supondremos que f (x) > 0 cuando a - b < x < a + cS excepto
para x = a en donde se tendrd f (a) = O.

Sea lim f (x) = 0; lim 9 (x) = 0; 9 (a) = 0 y tales que existan
X-H' x ....a

do s nurnero s pos iti vos m, n para los que

I
. f (x)
101

x ....a [x - o] n

c
9 (x)

lim = B ( B fin ito)
x ....a [x- al m

= A ( A finito y diferente de cero )

Cuando se cumplan las condiciones C se rendrd siempre
lim f (x) g(x) = 1
x....a

En efecto la expre si on
f(x)

forma ---- = A + t. siendo
IX - c] m

x tiende a a

lim f (x) podemos escribirla en la
x ....alx-ajm
6 una variable que tiende a 0 cuando

9 (x)
Igualmente Ix-aim

cuando x .... a
B + t" expre si on en la que ~t .... 0

Consideremos 10 expre sicn

y = f (x) 9 (x) que para x = a se presenta en la forma 00

Tomando logaritmos f }
10gy=g(x)logf(x)= Ix_alm(B-t€,/)log L Ix-aln(A+€,,)

log y=(B+t,){ n l xv c l'" loglx-al + Ix_aln 10g(A+e)}
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Recordando que lim zn log z = 0 tendremos
z->o

limlogY=lim(B+ £,){ lim nlx-alnloglx-al+"im Ix-almlog(J\+-C"
x--+o x-+a x-+o x--+a ~

o sea

lim log y B {O + 0 log A} = 0
x ....a

de donde

Y = 1

Cuando las condiciones C no se cumplen la expre s ion

f (x) '1 (x) puede tender a un limite diferente de 1 como 10 muestra el

lI'(x) + loq do
log f (x)

y = [(x) (~ arbitrario).siguiente ejemplo

en la que
." (0) = 0 = lim tCL)x ....a

f (0) = lim f (x) = 0 9 (0) = lim
x ....a x ....a

g (x) = 0

se tiene log - _If'(x) + logo(
y - log t (x)

lim log Y = log c4
x ....a

log f (x) = 0/ (x) + logel.

de donde Y = do

Con este ejemplo no se cumplen las condiciones C como vamos a

verlo

Si lim f (x) no es para algun N igual a A,
[x - at n

'siendo A fin ito Y diferente de cero es claro que no se cumple la Ic,

condici cn C

Si lim f (x) = A ( A finito y diferente de cera) veremos que no se
[x - o] n

cumpla la 2a. de las condiciones C. En efecto para to do m > 0 se

tendra

g (x)
=

Ix-aJ m
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De oqui deducimos
g (x)-------=Ix_aim

'fI (x) + log d.

= 'I'(x) + log c(.

Ix_oilY {n log Ix-al+ log (A+ €.)}

= 'fI ( x) + log cJ.
n Ix_aim log Ix-al + l x -o l'" log (A+ €,)

Cuando x tiende a a el numerador de 10 expre si cn anterior

tiende a log fA y el denominador tiende a cero cualquiera que sea m,

Por consiguiente no se cumple 10 segundo de los condiciones C

Sinembargo pueden no cumplirse las condiciones C y el li-

mite de f (x) g [x) puede ser 1, como 10 muestra el siguie nte ejemplo:

Sea f [x) 10 [unci on conocida con el nombre de [unci on de
-1/)(."

Cauchyqueesiigualaceropara x = 0 eigual e para x f: 0

Para g (x) tomemos g (x) = x 3

[ _~1]X!
Entonces y = e se presenta en 10 forma 00

Cuando x = 0

que tiende a 1 cuando x.,. 0

Pero per otra porte y

Con este ejemplo puede verse focilmente que 10 Iuncicn

de a cero con x cuclquierc que sea m.

ti en-

Otros ejemplos pueden encontrarse en : "Differential and Inte-

gral Calculus by Edmund Landau". Chelsea Publishing Company New

York 1951 y en "Unified Calculus and Analytic Geometry by Earl D,

Roinville", The Mac Millan Company New York 1961.
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