
APLICACIONES DE LAS FUNCIONES DE MATHIEU

Conducci6n del Calor en los Alrededores de un Alambre

de Longitud Infinita

YU TAKEUCHI

Se considera un flujo uniforme y estacionario de un liquido den-

tro del cual se coloca verticalmente un alambre calentado de longitud

infinite, Como el f1ujo es undorme y la longitud del alambre es infinita,

este problema puede estudiarse en dos dimensiones. SeaV= (u, v) el
vector de la velocidad del liquidc en un punto (x, y) y T la temperatura
en el mismo punto. La ecucci on de conducci on del calor es

(1)

donde k es el coeficiente de conduce ion del calor, c es lacapacidad

calorifica y r es la densidad del l iqui do, En la ecucc icn (1) el primer

miembro representa la convecclcn debido ala trcs lcc ion del liauirlo y
el segundo miembro representa la conduce ion del calor. Para mayor fa-

cilidad, se supone que el flujo es "sin vort ice " y el liquido es "perfec-

to", a- saber,el liquido nOI es vi sco so, Enronces existe el potencial de
velocidad f

V= grad <I» , v (2)

Sea

(3)

entonces teniendo en cuenta ti f = 0, la ecuoc icn (1) puede escri-
birse bajo la forma siguiente :

(4)

Haciendo el cambio de variable

x. = r c.os 8 , 1- r sen. e
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10 ecuccion (4) se convierte en:

(5)

Si e. es el radio del alambre y oderncs se toma la dire cc ion

del fluio como eje x, entonces se sabe que el potencial de la ve lcci-
dad de un l iqui do perfecto tiene la forma:

l' = U t T + f ~cos e (6)

Reemplazando (6) en el segundo miembro de (5), se tiene:

'lw
1

-L ~ .-L 'twoT + r or + r- 'de'"

Supongamos ahora que W( r, (J ) sea el producto de una funcion de r

y una funcien de a

W(T, 6) = fUr) 6(8) (8)
Derivando (8) y reemplazando en (7) se obtiene:

EI primer miembro de (9) es una Func icn solamente de r y el segundo

miembro es uno Iuncien solamente de e , por tonto ambos miembros

de (9) deben ser ;guales a una constante (a), entonces se obtienen las

siguientes ecuaciones

rteriUl, + (a + 2 ~ cos 2 e ) e = 0 (10)

J:"lt J.R. A"' ~ ...
7rr: + + 7f - (fuL

+ ~ t r ~ft. f, )1t::::O (11)

en donde

'\ = pl.f-l. ir
En la ecucc ien (11), haciendo el cambio de variable:

= e et

(12)

( 13)
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se obtiene 10 siguiente ecuoci on

d,"'ft7?-(a + 2 ~ cos h 2 z ) R = 0 ( 14)

Como 10 temperatura del l ioui do es una funcion un ivo co y ade-

mas s imetr ico con respecto al eje x, eeo> debe ser una funcion par

y per icdi c o cuyo periodo es 2 ~ . Para Que satisfaqa esta con di c i on

a no puede tomar un valor cualquiera sino que debe tomar el valor pro-

pic de 10 ec uccion (10) :

a = a't1.. (- ~) (n = 0, 1, 2,.... (15)

y /0 so l uc ion correspondiente de (10) es :

0)(0) = ce", (9 ,-~) ( 16)

donde

orden

celL ( fJ, -1 ) es 10 "Funcion de Mathieu" del tipo coseno de

n , (Apendice 1 )

Para mayor sencillez puede suponerse Que 10 temperatura Ttien-

de a cero cuondo r tiende a infinito, a saber,

R ~ 0 , cuando ( 17)

La so luc ion de 10 ecucc icn (14) Que satisface 10 condici on (17) es :

en donde Ce1\.' Fey"" son los "Funciones de Mathieu de segundo clo-

se". (Apendice 2 )

De (16), (18) y (8) se obtie ne 10 so luc ion de este problema

.. (t) II
w(r, (J) = 1:7\:0 A'JI, Me", ('2.,-0') ce",( e. -~) (19)

a bien

donde q, z son dodos por (12)y (13) respectivomente y ~(n = 0, 1,2 •••• )

son constontes cuyos valores se deben determiner par 10 ccndici on de

10 superfic ie del alambre, 0 saber, 10 condici cn de frontera •
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Por ejemplo si se supone que 10 temperatura del l iqui do sobre

10 superficie del alambre es igual a 10 temperatura del alambre, To

(con stante} , entonces se obtiene :

T (r, 9 ) = T. cuando r = e. (21)

o bien

T (z, 9) = To cuando z = 0 (22)

Por tanto de (20) se obtiene :

(23)

Teniendo en cuenta el desarrollo de expo (-~PUI!. cos e ) en serie de

funciones de Mathieu ( Apendice 3 ) se obtienen los valores de

An- (n = 0, 1, 2, ... ) :

.2 -"fa {c.e~(O, -\ )\~

t'~"'"Me;'" (0) -1)

(24)

,

donde P-., S~""...I son constantes cuyos valores se doran en el Apendi-
ce 2 •

Como el alambre estd calentado, este irradia el calor 01 l iqui do ,

La cantidad del calor que sale del alambre es [per area unitaria en un

tiempo unitario ) :

(25)

Se supone que esta cantidad del calor es proporcional a 10 diferencia de

10 temperatura del alambre y el l iquido alejado, entonces se obtiene :
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(26)

EI factor de proporcionalidad cl es Ilamado "coeficiente de transmi-
s ien del calor por area unitaria" . De (20) se obtiene :

Subst ituyendo (27) y los va lores de AO\.dodos cnts riormente en Ia ex pre-
sion (26), se obtiene el valor de col : (Apendice 4)

If. (I) I
-t tce1~+\(O)\ M~+, (0,-\) (28)

(s.......\ )2. Me~+,(o.-\)
Por ejemplo, en el coso en que el l iquido es aire, losvalores

de c, p , k son

-3 /c = 0.24 col/g. deg., p = 1.25 x 10 g. cm!
-s

k = 5.5 x 10 cal/cm. seg. deg.
entonces

p = 2.72 seg.lcm~

Si ~E. U = 1,) por ejemplo e. = 0.01 cm, U = 3.67 m/seg. )de
(20) se obtiene :

T (r. fJ ) = .J7e. exp { ~ cos 9 - ( 1 - cos 9 )It x { 8.295

- 9.149 cos e + 4.360 cos 2 B - 1.018 cos 38 + 0.269 cos46

- 0.041 cos 5 8 + 0.007 cos 69 •.•. ,(29)

En 10 figura 1 aparecen las isotermas. En 10 figura 2 aparece 10 grCfica
de d. como funcion de q, es decir, 10 [unci on de U. Para 10 compere-
cion, tcrnbien aparece 10 grCfica de 0.53 "/E.,U ( el factor 0.53
se ha tomado por conveniencia para que dos curvas se coincidan en

pt.U = 1.5).
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APE N 0 ICE 1.

La ecuacion (10)

(10)

se llama "Ecuocien de Mathieu". Si no existiera q, sus soluciones
ser IOn

cos V7i. 8 sen fii 9 (30)

Para que satisfagan las condiciones enunciadas (so luci on per icdi co
cuyo periodo es :l.-n: ) el valor de a son:

a = n~ (n = 0, 1, 2, . .. )

En general la ecuoci on (10) tiene so luci on per iodi co si solo si I] to-
rna el valor adecuado:

a = a .... ( - , , n = 0, 1, 2, ... (31)

(32)(n = 0, 1, 2, ...

Las soluciones correspondientes son

ce'n ( 8, -1 ) (solucien par) (33)

se", (8, -I) [so luc ion imparl (34)

Si q tiende acero, a...(-\) y b... (-,) tienden an", y

ce .... (9,-1) ~ cos nO
&~ 0)

sen n 9

Como ce .... (6, -1 ) es una func icn periodica,puededesarro-
lIarse en serie de Fourier como sigue :

om. ~ ..
ce .... +,( 8, -\ ) = (.1) L.t=o

r~+1
(- 1) D,a,l"cos (.2.f + 1) 8 (36)

Estas funciones tcmbien pueden desarrollarse por medio de las funcio-
ne s de Bessel como sigue. Comparando las siguientes igualdades :
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(h = ff
Jl-oI.ea.J~t( 2 h sen s ) + 2. ~ cos.26 J.z.t- (oth sen (1 )

= '{ ~r-.a ..(.2 h sen f1 ) + J"",+J. (2h sen e )\- 4 r~JU'

L (cos.2.r e
tAea.

+ 2~cos2e(cos.J,re)

= q {cos (2r-2) 6 + cos(2r+2)~-4r·cos2r6

(31)

se puede comprobar foci Imente que el si gui ente desarro 110

2:;:o(-l)t ~: J1r(2 h sen 6 )
satisface 10 misma ecuccicn de ce~"", (8 ,-8 )

~J.61. + (a;. .... + 2 ~ cos 8 ) e = 0

(39)

Por esto

E '\ 00 r A''7Tt J
c e ....". ( e , - ~) = 2""" Lr~o (- 1 ) Zt zr( 2 h sen e (40)

donde E,,,, es una con stante. s: e = 0 en (40), se obtiene :

ee,.... (0, ...~ ) = E:t... Jlz;'
o bien

(41)

De 10 misma manera puede obtenerse 10 otra expre s ion de ce)'''''+l(e.-~)
por medio de las funciones de Besse I ..

APE N DIe E 2.

La ecuacion (14)

ft
d..1.'h - to + 2 ~ cos h 2 z ~ R = 0 (14)

puede converr ir s e en 10 ecucci on de Mathieu (10) si se hace el cambio
de variable z = i. tl .. Par esto una so luc ion de (14) es

R (z ) = ce.,....(iz,-~) = Ce", (z, -~) (42)

De (40) se obtiene :
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( - 1 {

Pero como cualquier funcien c il indri cc (funcion que satisface 10 ecuo-
cion de Bessel) satisface 10 relcc icn (37), 10 siguiente expres icn :

Fey,2.T>\.(2, - q ) = E2nl'\. '[;=0 (-1 ( A~ Y~r (2ih senh z )(44)

es tornbi en una sol uc ion de (14) para a = a~.....(-q ). De 10 misma rna-
nero puede definirse Feyz,,-.'.

Sumando (43) y (44) se

M
Ill

~",= Ce~'l>'\ + i Fey ...... =

obtiene

= E,t_ '\' 0-... L.r=:o
r .t'm \I)

(- 1) A,2.r H.z.r (2 i h sen h z ) (45)

Pero como se sabe que

(Z ~ 00 )

se obtiene el siguiente desarrollo cs intctico :

(Z -t 00 )

o bien

.l i. e.... -~(J r

Y.2tepr U e (r7oo) (46)

donde

~""= (- 1 )'>11. C e.t..... (0, - q ) c e .l.,.. (~ , - q ) / A.lo-

De 10 misma manera puedecobtener se el desarrollo osintct ico de

M~:Jz)
-(lUre (r 400 ) (47)

donde

m
5""'+1 = (-1) ce ,.."" .... (0,- q ) ce~'Jt'\,.1 (~ -Ii )/h B~""'"

J" 0 I
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APE N DIe E 3.

APE N DIe E 4.

En 10 expr e s ion (48) si se reemplaza 1t-e en el puesto dee

se obtiene :

Utilizando 10 ortonormalidad de ce",( e I -q) (n = 0,1, .. )

(50)

de (49) se obtiene :

Por tonto se obtiene 10 expre s ion (28) •
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CJl U= I, t = I

O.S
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