APLICACIONES DE LAS FUNCIONES DE MATHIEU

Conduccion del Calor en los Alrededores de un Alambre
de Longitud Infinita

YU TAKEUCHI

Se considera un flujo uniforme y estacionario de un liquido den-
tro del cual se coloca verticalmente un alambre calentado de longitud
infinita. Como el flujo es uniformey la longitud del alambre es infinita,
este problema puede estudiarse en dos dimensiones. SeaV=(u, v ) el
vector de la velocidad del liquido en un purto (x, y) y T la temperatura
en el mismo punto. La ecuacién de conduccién del calor es
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donde k es el coeficiente de conduccién del color, ¢ es lacapacidad
calorifica y f es la densidad del liquido. En la ecuacién (1) el primer
miembro representa la conveccién debido ala traslacién del licuido y
el segundo miembro representa la conduccién del calor. Para mayor fa-
cilidad, se supone que el flujo es ‘‘sin vértice’' y el liquido es “‘perfec-
to'’, a- saber, el liquido no es viscoso. Entonces existe el potencial de

velocidad ?

V= grad‘P (U:M v‘l‘t) (2)
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entonces teniendo en cuenta 8¢ = 0, la ecuacién (1) puede escri-

birse bajo la forma siguiente :

Bo- f{(3L]+@FS}w @

Haciendo el cambio de variable

X=Tcos8 » Yy =Tsen g



la ecuacién (4) se convierte en:

4o+ 43+ Tu =P8+ LB} o

Si & es el radio del alambre y ademds se toma la direccién
del flujo como eje x, entonces se sabe que el potencial de la veloci-
dad de un liquido perfecto tiene la forma:

#:U{7+ -%i}cose (6)

Reemplazando (6) en el segundo miemkro de (5), se tiene:

w L 3w _ g, £ 28

e+ 3%+ 0% = U+ S - Zhcos 20}
Supongamos ahora que W( T, 6 ) sea el producto de una funcién de r

y una funcién de 0

w(r, @) = R(r) 6G) (8)
Derivando (8) y reemplazando en (7) se obtiene:
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El primer miembro de (9) es una funcién solamente de r y el segundo
miembro es una funcidn solamente de @ , por tanto ambos miembros
de (9) deben ser iguales a una constante (a), entonces se obtienen las

siguientes ecuaciones :

£2+(a+23c0520 )@ =0 (10)
P ol Py 22 a Bute
ar+F - (FUr gt " )R=0 (1)
en donde
- Fa'ez Ul’ (]2)
En la ecuacién (11), haciendo el cambio de variable:
r=¢e€ (13)



se obtiene la siguiente ecuacién :

%—g—;—(a + 2$cos!aZZ)R=0 (14)

Como la temperatura del liquido es una funcién univoca y ade-
mds simétrica con respecto al eje x, @(@)  debe ser una funcién par
y periddica cuyo periodo es 2 ™ . Para aue satisfaga esto condicién
a no puede tomar un valor cualquiera sino que debe tomar el valor pro-
pio de la ecuacién (10) :

a=a,_ (%) (n=0,12....) (15)
y la solucién correspondiente de (10) es:

O0) = ce, (6,-%) (16)

donde ce, ( 6,-% ) es la ““Funcién de Mathieu’’ del tipo coseno de
orden n. (Apéndice 1)

Para mayor sencillez puede suponerse que la temperatura T tien-
de a cero cuando r tiende a infinito, a saber,
R —0 ,cuando  Z — oo (17)

La solucién de la ecuacién (14) que satisface la condicidn (17) es :

R(r) = Me, (2.-8) = Ce,(z.-1) + & Feya(z, ~H) (18)

en donde Cen , Fey, son las ‘““Funciones de Mathieu de segunda cla-
se’’. (Apéndice 2)

De (16), (18) y (8) se obtizne !a solucién de este problema :

w(r, §) =7 A, Me.(z,-§) cen(6,-§) 19)

o bien

PU(r+ E)cos0
€

T(r/ 9) ot Z":O A”'L M(gn.(z’_g) cen(e ’ -}) (20)

donde q, z son dados por (12)y (13) respectivamente y A, (n=0, 1,2,...)
son constantes cuyos valores se deben determinar por la condicién de
la superficie del alambre, a saber, la condicién de frontera .



Por ejemplo si se supone que la temperatura del liquido sobre
la superficie del alambre es igual a la temperatura del alambre, T,

(constante), entonces se obtiene :

T(r,0) = T, cuando r=¢ (21)

o bien

T (z,8) = T, cuando z =0 (22)

Por tanto de (20) se obtiene :

—2pUe o5 0

Z,;A,MZ‘,‘(o, “Peen(o-H=To € (23)

Teniendo en cuenta el desarrollo de exp. (=2fUL cos 0 ) en serie de
funciones de Mathieu ( Apéndice 3 ) se obtienen los valores de

A, (n = 0,1,2,...) :

2T, {cewm(o.-$}
Pan Me(:m(o ,‘1)

Az-m =

(24)

AR 2T, { Ceimy (0,9 )F
- Samy+) Me(:m (0)-%)

donde P, Sims+1 son constantes cuyos valores se dardn en el Apéndi-
ce 2.

Como el alambre estd calentado, éste irradia el calor al liquido.
La cantidad del calor que sale del alambre es (por drea unitaria en un

tiempo unitario ) :

{ s:w—"(%:l‘:) s } /+we (25)

Se supone que esta cantidad del calor es proporcional a ladiferenciade
la temperatura del alambre y el liquido alejado, entonces se obtiene :
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{ £T-b85)  edo} fame = aT, (26)

El factor de proporcionalidad & es llamado ‘‘coeficiente de transmi-
sién del calor por drea unitaria’’ . De (20) se obtiene :

50.:9 )

(_’%'_\[')e= Z A,\Me.,\(o “Peen(6.-3) (7

Substituyendo (27) y los valores de A, dados antzriormente en la expre-
sion (26), se obtiene el valor de o : (Apéndice 4)

d=2ks® T_ 10} Mer (0,-%
E zm[ (B ) MEL (0, -9

w/
.\.{Cezn+\(.0)“+ Me:,,‘,‘ (o —‘“ (28)
Guma ' Mep,,(0,-9)

Por ejemplo, en el caso en que el liquido es aire, losvalores

dec,P,kson

¢ = 0.24 cal/g. deg., P= 1.25 x 10° g./cm’
k = 55 x 10" cal/cm. seg. deg.

entonces

F = 2.72 seg./cm®

Si BEU = 1, )por ejemplo € = 0.01 cm, U = 3.67 m/seg. )de
(20) se obtiene :

T (r,e)':.v%exp{j‘cose—“-cose } {8295

-9.149 cos @ + 4.360 cos 20 — 1.018 cos 30 + 0.269cos40

~0.041 cos 50 + 0.007 cos 60 -... .(29)

En la figura 1 aparecen las isotermas. En la figura 2 aparece la gréfica
de Ak como funcién de q, es decir, la funcién de U. Para la compara-
cién, también aparece la gréfica de 0.53 VEpU (el factor 0.53
se ha tomado por conveniencia para que dos curvas se coincidan en

pelU = 1.5).

n



APENDICE 1.

La ecuacién (10)

se llama ‘“Ecuacién de Mathieu'’. Si no existiera q, sus soluciones

serian

cos Va @ , sen Yo @ (30)

Para que satisfagan las condiciones enunciadas (solucién periddica
cuyo periodo es 2 ) el valor de a son:

a = n* ('n =0, 1, 2, o0 %)

En general la ecuacién (10) tiene solucién periédicasi sélo si a to-

ma el valor adecuado :

a=a,(-%) 'n=2012...) (31)
a=ba (-9) (n=012...) (32)
Las soluciones correspondientes son :
O = ce, (0, -z ) (solucién par) (33)
O10)= se,, (8, -§) (solucién impar) (34)

Si q tiendeacero, @ (-9 ) y bn(-%) tiendena n*, y

cep, (06,-9) — cos n@
( §— 0)

se, (0,-3) = senn@

Como ce, (6,-%) es una funcién periédica, puede desarro-
llarse en serie de Fourier como sigue

Cor (0., -8 )= Ton 1) Ao cos2rd (35)

r ik

Comn(8,°8) = (11" T (1) Bow cos (2 + 18 (36)

Estas funciones también pueden desarrollarse por medio de las funcio-
nes de Bessel como sigue. Comparando las siguientes igualdades :
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:'VT )

_ALO"JJP( 2hsen® ) + 29 cos 20 Ju(Zhsen )

= z{ J”__z_(Zh sen@ )+ J,,,+L(2h senO)}-lir‘.L.

%;l(cos.?.re ) + 2 % cos20 (cos 2rf ) (37)
oo Orea e SR e

se puede comprobar facilmente que el siguiente desarrollo :

T A R Tiah sen ) (39)

r=o0
satisface la misma ecuacidon de Ceim (@ ,"8 ) :
ﬁ%+ (dym +2F%cos @ )OO =0
Por esto

cem(0,-3) = Eum Lo (-1 A Jil2hsen 6 ) (40)

donde E,, es una constante. Si 6 = 0 en (40), se obtiene :

cesm (0, =3 ) = Eosm AT

o bien

Ezm = ceam 0) / A" (41)

De la misma manera puede obtenerse la otra expresion de CC€imy (9.—%)
por medio de las funciones de Bessel.

APENDICE 2

La ecuacién (14)

‘L% ia+2%cosh2z§ R =.0 (14)

puede convertirse en la ecuacién de Mathieu (10) si se hace el cambio

de variable z = {0 . Por esto una solucién de (14) es
R(z) = cep (iz,-%) = Cen (2, 1) (42)
e (40) se obtiene :
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Ceum(2,-a) = Esn X oy (<17 Al Jir(2ih serh 2 ) (43)

Pero como cualquier funcién cilindrica (funcién que satisface la ecua-
cién de Bessel) satisface la relacidn (37), la siguiente expresién :

Feyam (2,-9) = Eam T3, (-1)7 AIF Y, (2ih senh z )(44)

es también una solucidn de (14) para @ = azm (-q ). De la misma ma -

nera puede definirse Fey,, ...

Sumando (43) y (44) se obtiene
W o R e
Me,z Cemm + i Feyum = Eam Lpog(-1) Aur (Jot iYar )
= Eam Yoy (+1) A Hy (2ihsenhz) (45)
Pero como se sabe que

H(zr (2ihsenk z) ~-i(—’)r}/—ﬂ% e’“f'{—hel} (Z0sy 00}

se obtiene el siguiente desarrollo asintético :

Mern@) ~ — i Vel Em p--h€} 30, A (23 o0)

o bien
oy 2P ~fUr
Me, (2) ~ —2=_ 46
2m W e (r>o0 ) (46)
donde
Pz”\: (-1 )mcezm (0."1)‘23“,‘ (%1'Q)/A€,‘“

De la misma manera puede obtenerse el desarrollo asintético de
)

MMZ)
L L Saist -pUT

)
Memq(z) &4 m e (r =00 ) (47)

donde

aam+|

Sy = (17 o amar (0,-0) celp., (F-§)/hB]
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APENDICE 3.

g 210, Lol e

+ —é— {CC}.‘M\(O)F‘ Crnen (e ’ —% )]

N\

(48)

APENDICE 4.

En la expresién (48) si se reemplaza T=-0 en el puesto de@

se obtiene :

2hcos i 2 Z:o[—:{l{cegm(c)sl Ce),‘)\( -6 ) %)

i —SL%vv { CCann(0) }Lcezml (-6, - 8)]

Qo

=27 [JE icem(o)}‘Ceh( 6,~3)- gfm{cgﬂ Lof e (6, “3)](

n=Q

49)

Utilizando la ortonormalidad de ce, ( 6, -q ) (n=20,1,..)

2T
So e 6,-9) cg e, -5 de =0  nxl
=% n=0 (50)

de (49) se obtiene :

S”'"’ 2hcos§

e e, (6,-§1d0 = 27 {(:e,,,\(o)}z/f’nl

R o3 W
j eﬂ\ ' Cezm,(e. _z) do = ‘2Tt{ceam+l(0)}/$“tﬂ

Por tanto se obtiene la expresién (28) .
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