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EI rnetodo que vamos a i lustror, tornbi en es aplicable a la

ecuoci on de Legendre, 0 sea que en general, se aplica a las ecuacio-
nes diferenciales de la forma:

\n" n Iln,>- dy
(ax+b)n~+ (ax+b) -_0_- +, ... ,+ (ox+b)~+y=~(x)

e x: dX"-' dx
EI metodo utilizado generalmente, para integrar las ecuacio-

nes de este tipo, consiste en hacer el cambio de variable: ax + b ",e"
con 10 cual se 103ra obtener una ecuo ci on diferencial lineal con coefi-
cientes constantes, la cual se integra por medio del rneto do de los 0-
peradores, 0 por "vcrl oci cn de los pcrcmetro s " De spues de obtenida

la ecucci cn general, tendremos que volver a reemplazar a ~ por
log (ax + b), para volver a las condiciones originales del problema.

Lo descrito anteriormente es por 10 general muy loborlo sc,
por 10 cual, presentamos o qui un nuevo metodo, que se po dr io Ilamar :

"INTEGRACION DE LAS ECUACIONES DE EULER (CQIJ<.hy) Y

LEGENDRE POR EL METODO DE LAS DERIVADAS SUCESIVAS:'

Antes de empe zor con la expo si ci on del rnetcdo, vamos a in-
troducir los siguientes conceptos :

d "y-- = y'I)d xn es la derivada de orden n de la funci on
y con respecto a ~

es 10 segunda derivada de ..i)con respec- :-
'pecto a ~
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dy
ylJ;- =

dQ Y (0\

dxo = y - r-

-I
d y

(- I)

d X -I = Y

es la pri mera deri vada de 1 con respec-

to a L

es Ia deri vada de "orden cero" de X con

respecto a L 10 sea Ia funci on mi sma 0

es la derivada de "orden menos uno"de1con respecto GL, 0 tambi en se puede
definir como la expre si on cuya primera de-
rivada es la [unci on .L

o sea

o
,

d
d -\ Y dQ

;dx -I

d dx 0

=J
X

r
dl (-I)

y~dx )
Asimismo podriamos continuar introduciendo el concepto de

dJrivada de orden "menos n". EI concepto nuevo de derivada de "or-

der negativo", no es pue s otra cosa que una integral 0

EI procedimiento que voy a exponer consi ste en buscar la

Ley de Formacion de las Derivadas (Positivas 0 Negativas) y aprove-

chando esta leYI lograr Que uno 0 varios coeficientes se anulen, con

el fin de obtener una expr es ien mas senci 110.

A continuo ci on expcndr e el metodo con algunos ejemplos
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Integrar Ia ecuaci on

+4x d Y
d X

log X+2,Y



Dbs erve se que esta acuaci 6n debe copi arse en el centro de
la hoja. Luego se obtienen las derivadas de la Ec. Dada.'y se busca
su ley de formo ci Sn (ver abajo). Una vez obtenida la ley de los co efi-

cientes trabajamos hacia arriba (0 sea, INTEGRANDO). Finalmente
hallamos esta ultima expresi6n

Ec. Dada:

Derivada de la
Ec. Dada :

Derivada de la
Ec. Anterior

t
Coefi ciente s
difieren en
2 unidades

4, 6, 8, etc.
Coeficientes se

obtienen sumando
los de las colum-
nas 2a. y 3a. de

10 Ec. Anterior

4 + 2 = 6
6 + 6 = 12

etc.
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L ' , i ob 'd ( 'I d f' , " d d °Y )a expre sron as, 0 ten I a, es segun a e rru cr on e ~f~-o :
X 2 Y:/el lo.j X d )( + C 'J d)( +C 2

2

X 2 Y = -f \°3 X - .t X 2. + C I X + C 2-

..:2.... + c.. + ~ I4 X. X:?.>7
EI anterior ejemplo es en extremo sencillo, )10 we 01 hacer

las integraciones, , los coeficientes de d-1Y y d -2.1 resultaron

ser nulo s , d)(-l dx!

~~I!l.E!~NQ. 2: Integrar 10 ecuocion :

---------------------- ----------
En este ejemplo se observa, que 01 derivar se obtiene una

simplificaci6n notable, anCiloga a 10 del Ejemplo NQ. 1 :

Ec. Dado: .

Derivada de 10
Ec. dado:

Deri vada de Ia
Ec. Anterior :

6

'1..2. d2
y -4)( .JL +6'y = 0

dX" d X

t i
Coef. difieren
en 2 unidades

-~, .2, ·0

Coef. se obtienen
sumando los de

los columnas
20. y 30.

-4+6 = +2
-2+2=+0



La ecuaci on obten idCJ,de spue s de derivar 2 veces, es :

Integrando, esta senci 110 expresi on, se 0 btiene sucesivamente :

d 3Y _ c,
dX 3 -

dZy'W =C, X +CZ

~~ =(, ~2 +CaX + ("3

)(3 C X2 C CY =CIT + 2.2 + 3 X + 4

Pero, en esta ecuaci on aparecen..!- co nstantes ar'bitrari a s, y
10 ecu~ci6n dada era sJlo del 2Q• or den, Hoy que determinar el valor
de dos de las constantes, par las condiciones del problema, 0 sea
reemplazando en 10 ecuaci6n original:

( 1 )

y luego en 10 ecuccl en derivado uno vez :

7



o
o

Combinando (1) y (2)

C 4- 0

fume10 NQ.3: Integrar la ecuacion : >< 2'/ 1\+ 'j == X '2.

=== =-= = = ::=.=

Ec, dada, comple-
tondo el termino
con coef. nul o ,

2. II ,xy+Oxy + I ==X2.
,

Deri vada de la,
Ec. dada

\Y == 2X
\I

3; =2Deri vada de Ia
anteri or expre-
sicn.

1
j

o + 1 ==

2 + 1 == 3 etc.

C, 2, 4, 6, 8 etc.
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En este ejemplo, se ve que no es posible lograr una simp lifi-

ccci on por ~ri vaci on 0 inte..9!aci o'l. sucesi vc, Se trata, en efecto de

un ejemplo, que hay que resolver por el !!lE;to~~gene~ Este con s is-
te en 10 siguiente :

a) Se !!1~ica la ecucci en original por X n

b) Se busca la ley de forrnoci Sn de las derivadas de la

ecuaci 6n cnter ior,

c) Se determina el valor del exponente "Q" por la coridi ci on

del coeficiente que se desee hacer nulo 0

En seguida se ilustra la resclucien cqu] expuesta :

Ec. dada multipli-
coda par X n

n.,.~ \I \1+ \ \)( Y+ OX Y + X n y X 1\ +2.

Derivada de 10
Ec, anterior

(
n+\n+~)X

Derivado de 10
Eco onterior

xn
+2.yIV + (20 +4-»ti}I\I+(n2. + 3n +~)X) \I = (n+i)(n-t2.)X"

1
Coefi cientes
difieren en

Coeficientes: (se obtienen del
renglon superior)

Coefo 200 columna} (n + 1) + Coefo 300
____c_~lumno_~__
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La ecucci on que aparece en la parte superior de la pagina

7a. es una lineal de primer orden , si hacemos

[ . n= - ~± ~i----
X I'l"t:~

n+3 +C,

_x_ + C I X -(n+'2.)
n+3

Integrando esta ecucci on lineal de primer orden, se obtiene :

Y I o~
= n+3 -n ( X -(n+I) + C2. 0 X n+'L

+ \ - 2 n-3

Reemplazando ~ualquier~ de los dos valores de n se obtiene :

Y+ xc.
3

Ejemplo NQ. 4: Integror 10 ecucci en :

X 2. 'III _ 2 X Y I + 2. y= X \ 0 j X--------------------------------------
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Esta ecuaci6n se resuelve por una sola derivaci6n, aSI :

x ~/ 111- OX.y II+ 0 Y I = I + 10..9 X

: . '/"'= X -2 + ,o~ ~X

Integrando ;1\ =

Integrando 11
=

Reemplazando en 10 Ec, original, se determinon los val ores

de Ias con stantes "redundantes", resul tendo :
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