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1. INTRODUCCION

Existe una gran clase de problemas matemdticos de la forma
siguiente :

Hallar un procedimiento algoritmico para determinar si dada
una propiedad T y un nimero natural n, n tiene la propiedad T o©
no. Un ejemplo completamente trivial de este género es el siguiente :
¢ Cémo se puede determinar si un nimero natural n es divisible por
3 2. Para contestar esta pregunta se puede proceder de la manera u-
sual: Escribiendo el ndmero n en su representacién decimal, proce-
der segin las reglas del bien conocido algoritmo de division por 3
y hacer constar si esta divisién termina con el resto 0 o no. Eviden-
temente, es este un procedimiento algoritmico en el sentido intuitivo
de este término. Otro procedimiento algoritmico para decidir la divisi-
bilidad de un ndmero por 3 se basa en la aplicacién iterativade la

bien conocida regla de la “‘suma transversal’’ : n es divisible por 3
si y sélo si su suma transeversal e’ divisible por 3.Se forman las su-
mas transversales sucesivas hasta obtener un nimero x menor que

10, y entonces mirar si x esigual a 0, 3, 6, 9 ono.

Estos dos ejemplos muestran claramente cuél es el cardcter
decisivo del concepto de algoritmo. Primeramente, el procedimiento
ha de ser de naturaleza general, es decir : debe ser aplicable a cada
nomero natural n arbitrariamente prefijado.

En segundo lugar, el procedimiento ha de ser de naturaleza
algoritmica, es decir, debe proceder mecdnicamente y debe producir
la decisién efectivamente en un nimero finito de pasos. Evidentemen-
te, son ésios los procedimientos que pueden ser ejecutados por una

mdquing, por lo menos en principio.

Teniendo en cuenta la gran importancia que han logrado las
grandes mdaquinas matemdticas de hoy dia, es clara la necesidad de
una teoria general de algoritmos en el sentido anterior. Naturalmente,
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la descripcién dada arriba de una algoritmo no es bastante precisa pa-
ra basar una teoria matemdtica en ella. Por eso, el primer problema de
una teoria de algoritmos serd el de precisar el concepto mismo de al-

goritmo.

En el curso del tiempo los matemdticos han logrado varias
maneras de precisar este concepto, y con sorpresa de su parte todas
estas definiciones estrictas se han encontrado equivalentes. Es este
un caso casi Gnico en la historia de las matematicas : el hecho deque
un concepto aparentemente intuitivo se pueda precisar por un Unico
concepto matemdtico. El fenémeno much o més frecuente es el que un
concepto intuitivo se desintegra en un gran nimero de conceptos ma-
temdticos no equivalentes al intentar hacerlo exacto y preciso. Por
ejemplo, para los conceptos intuitivos de una curva o de una superfi-
cie es bien conocido aue existen muchas traducciones matemdticas.
Pero para el concepto de algoritmo la situacién es muy agradable, por-
que como ya hemos indicado todas las traducciones matemdticas de

este concepto han resultado equivalentes.

Por lo demds, estos conceptos precisos de algoritmos son
mds antiguos que las grandes mdquinas matemdticas; por eso, antes
de discutirlos, vamos a considerar algunos ejemplos matemdticos que
muestran el gran interés que han tenido los matemdticos desde hace
muchos afios en una definicién exacta del concepto de algoritmo. Es-
tos ejemplos no se confinan a la aritmética, sino que se encuentran
en todos los dominios de la matemdtica. Indicaremos ejemplos de la
aritmética, del algebra, de la topologiay de la légica. Para cada una
de estas disciplinas daremos 2 ejemplos : uno simple y cldsico yun
famoso ejemplo dificil. Pero antes, observemos que es natural gene-
ralizar un poco los problemas considerados : no buscamos sélo los
procedimientos algoritmicos para determinar si un ndmero natural n
tiene una propiedad T, sino también algoritmos para determinar si
una relacién R de v argumentos tiene lugar para cualquier sistema
Ngiivers wigoNy de ndmeros naturales arbitrariamente prefijados. He
aqui los ejemplos :

ARITMETICA -
1. Determinar si los ndmeros naturales n y m son

primos entre si. El algoritmo cldsico que resuelve este problema es
el bien conocido algoritmo euclideo para determinar el médximo comin
divisor de m y n. Recordemos este algoritmo : Sean m> n, y ha-
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gamos m = a, y n = a, . Vamosa producir la serie siguiente de

divisiones con residuos

Q.-: quj + o‘l (O< CL,_((Ii‘
Ay = a0+ Ay (0< a,<aq,)
Ay 7 Qv 4yt Ay (0« Oy < CLV_‘\

Continuando hasta aue el residuo sea nulo, lo cual debe su-
ceder después de un nimero finito de pasos, ya que los residuos siem-
pre decrecen. Sea, entonces :

(l\l-) = av c1’\!

Entonces a, es el maximo divisor comin de a, y q,. Pa-
ra determinar si m y n son primos entre si, tenemos todavia que de-
terminar si a_, es 1 & no. Evidentemente, el procedimiento entero
es un procedimiento algoritmico, y muy fdcilmente puede programarse
en una maquina.

2. El famoso | do décimo problema de Hilbert es el si-
guiente : determinar si una .ecuacién diofdntica prefijada posee una
solucién en nimeros enteros. Una ecuacién diofdntica, como es bien

conocido, es una ecuacién del tipo :

n

i -
(1) E O“u-'-'\%xf 1": =0

i'I)""l "k=°

donde los 9. son nimeros enteros fijos.

U

En primer lugar, observamos que este problema de Hilbert no
tiene la forma indicada arriba, i. e. ; determinar si un nimero entero
n posee una propiedad T; pero es fécil reducirlo a esta forma. Tal
reduccién se efectia mediante una numeracién de GSDEL : en primer
lugar prefijar laecuacién ( 1) no es otra cosa que prefijar el sistema
ordenado de los (m - 1)% coeficientes o bt ; ahora bien, el
conjunto de todos estos sistemas posibles de coeficientes puede nu-
merarse de manera efectiva en tal forma ‘que conociendo el sistemaq,
el coeficiente se calcula en un ndmero finito de pasos, asi como tam-
bién su ndmero indicial en esta numeracién , y viceversa. | Una tal
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numeracién se logra haciendo corresponder al sistema de coeficientes

(Q

) el némero

... \,K

ess ®

(2) n = P:(a“’) len(nl' he{Qu)). PQ‘ aml

donde Py <pp €« < P&~ soON los ndmeros primos consecutivos,
Ugy 9@y ---- son los coeficientes O vt i ordenados segin el
orden lexicografico de todas las k-plas (igreeesig) y

1 si a> 0
(3) &(a) = 2 si a> 0
0 si a0

Evidentemente, esta numeracién posee el cardcter efectivo deseado,
porque conociendo el nimero n se puede univoca y efectivamente
determinar el correspondiente sistema de coeficientes mediante la
descomposicién de n en factores primos. Naturalmente, existen otras
muchas posibilidades para efectuar tal numeracién efectiva ; ahora
bien, utilizando uno u otro método para enumerar las ecuaciones dio-
fanticas, el problema de Hilbert se transforma en el problema siguien-
te : hallar un procedimiento algoritmico para determinar si cualquier
nimero natural n posee la propiedad siguiente o no la posee : n es
el ndmero de una ecuacién diofdntica que tiene una solucién en ndme-
ros enteros. Indiquemos que hasta hoy no se conoce ni una solucién
positiva ni una solucién negativa al décimo problema de Hilbert.

ALGEBRA -

1. Sea Z un grupo ciclico con un elemento generador
a, de orden N. Determinar si para dos ndmeros naturales n, m cua-
lesquiera, se tiene a®™ = a™. Lasolucién positiva de este proble-
ma resulta inmediatamente del siguiente teorema elemental de la teo-
ria de grupos : para cualquier elemento a de un grupo, a™ = o™ si
y sélo si n y m son congruentes médulo el orden de a. Asi pues,
el problema se reduce al determinar si n - m es divisible por N, y
para este problema ya existe el bien conocido algoritmo de la aritmé-

tica elemental.




2.  Una generalizacién del problema precedente es el fa-
moso problema de palabras (Wortproblem) de la teoric de grupos : ha-
llar un procedimiento algoritmico para determinar si dos palabras cua-
lesquiera en los generadores ay,...., a, son igudles, es decir : ha-
llar un procedimiento que nos permita decidir cuando dos productos de

potencias de los G4, + .+, 0,, con relaciénes generadoras.

(4) R’(Q-‘,u-,u,w\:Rz(Q‘,..,,a.w\ =eee = RN(Q"D"'TQ‘\) =

son iguales (e es el elemento unidad del grupo). Efectuando una nu-
meracién de GODEL sobre el conjunto de todos los sistemas de gene-
radores y relaciones generadoras, este problema se reduce al de de-
terminar si entre dos nimeros naturales prefijados existe una cierta
relacién. En el problema general delas palabras se exige, como hemos
dicho, un algoritmo comin para todos los valores de n y para todos
los sistemas de relaciones generadoras. En 1953 NOVIKOV demos-
tré que este problema es insoluble. Sin embargo se pueden resolver
algunos problemas particulares de palabras para valores particulares
de n y m sistemas particulares de reiaciones generadoras; por e-
jemplo, para n 2 1 vy la relacién a = ¢, tenemos el problema
precedente del grupo ciclico.

TOPOLOGIA .

1 Un problema cldsico en topologia es aquel que nos
pide decidir el tipo topolégico de una superficie cerrada, el cual se
enuncia asi : dados los esquemas combinatorios de sendas triangula-
ciones de dos superficies cerradas, determinar si las superficies son
homeomorfas, es decir del mismo tipo topolégico.

E! esquema combinatorio de una triangulacién no es otra co-
sa que la indicacién de sus tridngulos, aristas y vértices diciendo
que aristas inciden con tales trigngulos, y qué vértices inciden con
tales aristas. Por ejemplo, el esquema de la triangulacién usual de la
superficie de un tetraedro (que, naturalmente, es del tipo topolégico
de la esfera S") tiene cuatro tridngulos, seis aristas y cuatro vértices.
incidentes de manera bien conocida. ( figura 1).
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Otro ejemplo es la triangulacién del plano proyectivo que indicamos

aqui en en la figura 23

<
)
b B
E D
c
FlGURA A . FIGURA 2 .

consideremos el circulo delcentro A con la subdivisién de el hecha
alli. Si identificamos los puntos de la circunferencia diametralmente
opuestos, obtenemos como es bien sabido, un plano proyectivo. El pro-
blema en los casos de superficies de dimensién dos se resuelve por
un teorema clasico de la topologia algebraica : el tipo topolégico de
una superficie cerrada estd univocamente determinado por su caracte-
ristica de EULER y por su cardcter de orientabilidad. Estos a su vez
estdn determinados univocamente por el primer y el segundo grupo de
homologia y es bien conocido como se calculan éstos de manera algo-
ritmica para un poliedro. Se tiene, por lo tanto, un proceso algoritmico
para determinar el tipo topolégico de una superficie cerrada de dimen-
sién dos. Ahora bien, como el conjunto de todas las triangulaciones
es numerable, y ademds admite una numeracién godeliana, este pro-
blema pertenece al género de los indicados anteriormente:, i, e, :
determinar si dos nimeros naturales corresponden, en la dicha nume-
racién de GoDEL, a superficies cerradas del mismo tipo topoldgico.

2, Evidentemente, el problema anterior puede generalizar-
se a variedades de dimensién » 2 . Es éste el problema general de
homeomorfia : hallar un algoritmo para decidir si dos triangulaciones
cualesquiera determinan poliedros del mismo tipo topolégico. Es co-
nocido desde los albores de la topol ogia algebrdica 'que el cdlculo de
los diversos invariantes topolégicos aue pueden efectuarse mediante
una triangulacién, a saber : dos grupos de homologia, el grupo funda-
mental, el anillo de cohomologia, etc., no nos ofrece una solucién
completa del problema considerado, porque elios no constituyen un
sistema completo de invariantes. Y podré pensarse que al encontrar
nuevos invariantes efectivos se encuentra una solucién al problema.
Sin embargo, en el afio de 1958 MARKOV demostré que eso no es po-
sible, porque el problema general de homeomorfia es insoluble ; es
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decir, no existe un algoritmo del género deseado.

Logica- 1. Para la construccién de la Iégica formal en pri-
mer lugar es preciso construir un lenguaje formal, es decir, un lengua-
je exacto y con reglas sintdcticas y gramaticales precisas, porque los
lenguajes cotidianos no son bastante exactos. Existen diversos len-
guajes formales. el mds sencillo, pero a la vez el menos expresivo
de estos lenguajes, es el del cdlculo proposicional .

Saliendo de variables proposicionales P’-’Qn"“ se for-
man por aplicacién iterativa de los signos conectivos ~~ (no);

& (y); V(6;lat.vel); ﬁ (si... entonces); ¢} (siy solo

si), expresiones del tipo
- = "Q'I.V Q,), ete....

La significacién de estas expresiones para los valores de verdad (V)
6 falsedad (F) es bien conocida. También es sabido que entre ellas
existen algunas universalmente vdlidas, es decir, que toman siempre

el valor de V para toda comhinacién de valores de las variables

Pi ’Ql’““
(RV~PI=Y R
L= vQ,)
L= (@, 2R)

Ejemplos de tales expresiones son las siguientes :

Este tipo de expresiones nos plantea el problema de decidir cuando
una expresioén del cdlculo proposicional es universalmente valida (pro-
blema de la decisién}. Evidentemente existe un algoritmo para resol-
ver este problema y es facil describirlo en detalle, por medio de las
llamadas tablas de verdad (lgualmente, es claro que es posible, en
principio, construir una mdquina que haga sistemdticamente el papel
de las tablas de verdad). Y en esta forma el problema se reduce por

una numeracién 3ddelianc de las expresiones a un problema del tipo

anterior; de manera precisa, a determinar si un nimero natural arbitra-
rio corresponde al nimero de GoDEL de una expresién universalmen-

te valida.

2. Una lengua més expresiva aue la del cdlculo proposi-
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cional es la lengua de cédlculo funcional de orden uno o, simplemente,
cdlculo de predicados. Las expresiones de esta lengua se construyen
partiendo de variables de predicados de un argumento pl Qi., . de
dos argumentos P? Q%,.... etc. y de variables de individuos o su-
jetos x,y, z, - ... En primer lugar se construyen las expresiones
atémicas Pix,szsd . « - que se interpretan de la manera siguiente :

o 1

el individuo x tiene la propiedad P!

entre x 6 y existe larelacion Q%"

etc,it

Luego se forman las expresiones generales por medio de las expre-
siones atémicas, los signos conectivos del cdlculo proposicional y
los cuantificadores o (existe un), YV (para todo). Porejemplo,
el calculo de predicados contiene las siguientes expresiones :

My = Iy [ Qyx ),
MOV @Ryx = Qxy),

" e Denwiairie e o e e D Y™

Algunas de estas expresiones son también universalmente vdlidas,
es decir : validas para toda interpretacién de las variables. Por ejem-
plo. es evidente que las expresiones siguientes :

Vo )(Prx =>3x | Px)
FOMVY)(Pay) & () (0 (R2ey)

son de este género. Aunque la validez universal de estos dos ejem-
plos se ve inmediatamente, no debe creerse que la situacién sea se-
mejante en los otros casos. En efecto, el problema de la decisién pa-
ra el cdlculo de predicados (es decir ) hallarun algoritmo para deter-
minar si una expresién arbitrariamente prefijada del cdlculo de pre-

dicados es universalmente vdlida o no), es mucho més dificil que el
problema de la decisién en el cdlculo proposicional, ya que en el afio
de 1936 CHURCH demostré que el problema general es insoluble.
Este resultado fué el primero de cardcter negativo acerca de la exis-
tencia de ciertos algoritmos; mientras que algunos resultados positi-
vos (como, por ejemplo la construccién del algoritmo euclideo), ya
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tienen la edad de dos mil afos, los resultados negativos, como ve-
mos, no tienen mds detreinta afos.

Esre hecho no es accidental. Si existiese un algoritmo para
cualquier problema podriase entonces halldrsele y, en particular, po-
dria considerarse como un algoritmo sin que existiese una definicién
precisa de este concepto, ya que entonces la naturaleza algoritmica
del procedimiento hallado seria evidente, por lo menos, en el sentido
intuitivo. Pero en cambio, para demostrar resultados negativos, es
decir, la inexistencia de un algoritmo para un problema determinado,
es evidentemente necesaria una definicién precisa de algoritmo por-
que en caso contrario no seria posible delimitar, con bastante preci-
sién, el dominio de los procedimientos admisibles. Es esta la razén
por la cual los resultados negativos aparecieron después de que se
habia dado una definicién precisa de algoritmo, y no antes. Varias
definiciones fueron dadas en los afos corridos entre 1930 y 1950 por
HERBRAND, GSDEL, KLEENE, CHURCH, BEMOYS, TURING, POST,
MARKOV. Ya hemos anotado que estas definiciones han resultado
equivalentes. Por eso bastard, en primer lugar, considerar sélo una
de estas definiciones y elegimos la definicién de TURING por su
sabor intuitivo. En primer lugar, hemos mencionado muchas veces jue
por una numeracién godeliana apropicda los problemas considerados
en la teoria de algoritmos, pueden reducirse al siguiente : determinar
de manera efectiva si una relacién R de v argumentos tiene lugar
para un sistema n, ... ,, de nimeros naturales arbitrariamente
dados. Es facil ver que este prokblema, en general, es equivalente al
de calcular de manera efectiva el valor de una funcién aritmética f

en (ng «..,ny)s (Aqui una funcion aritmética de v argumentos es
una funcién f que a cada sistema de v nimeros naturales Ny ey
le hace corresponder un numero natural f(n,l, RPN

En efecto, para convencerse de esta equivalencia, tomemos
una funcién aritmética f de v argumentos, y consideremos la rela-

cién R de v argumentos definida por

(6) R(r\,ﬂ‘“...v\,v\ & n=fy, »ny)

Es claro que entonces el problema de calcular efectivamente los va-
lores de la funcién f, se reduce al de determinar si efectivamente



la relacién R tiene lugar o né. En efecto, si se tiene un algoritmo
para este Gltimo problema, entonces decidiendo si la relacién R tie-
ne lugar para (1,45 e« e gny ), (204,00 sny ), oo
después de un nimero finito de pasos se encontraria el valor de
f(ngy,yc.,ny). Reciprocamente, sea R una relacién de v
argumentos, y consideremos la funcidn aritmética definida por

1 si R(K;_,.--,V\y) tiene lugar,
0 en caso contrario.

Es claro que entonces decidir si efectivamente R tiene lugar para

Ngy =+ +,N, NO es ofra cosa que calcular el valor f(nl,, o b '"v)"

(Continuara) .
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