
PROBLEMAS ALGORITMICOS EN LAS

MATEMATICAS

por

E. BURGER
Universidad de Colonia (Koln)

1. INTRODUCCION

Exi ste una gran cI ase de problemas mcternriti cos de Ia forma
siguiente :

Hallar un procedimiento algorltmico para determinar si dada
una propiedad T y un mimero natural n, n tiene la propiedad T 0

no. Un ejemplo completamente trivial de este genero es el siguiente :
(. Corne se puede determinar si un nurnero natural n es divisible por
3 ? Para contestar esta pregunta se puede proceder de la manera u-
sual: Escribiendo el ruimero n en su representcci on decimal, proce-
der segun las reglas del bien conocido algoritmo de division por 3
y hacer constar si esta division termina con el resto 0 0 no. Eviden-

temente, es este un procedimiento algorltmico en el sentido intuitivo
de este termino. Otro procedimiento algoritmico para decidir la divisi-
bilidad de un rnime ro por 3 se basa en la opl icocion iterativade la

bien conocida regia de la "suma transversal" : n es divisible por 3
si y solo si su suma franseversal e's divisible por 3. $e forman las su-

mas transversales sucesivas hasta obtener un numero x menor que

10, y ento,nces mirar si x es igual a 0, 3; 6, 9 0 no.

Esto s dos ej emplos muestran c1aramente cudl es el ccrdcter

decisivo del concepto de algoritmo. Primeramente, el procedimiento
ha de ser de naturaleza general, es decir : debe ser aplicable a cada

numero natural n arbitrariamente prefijado.

En segundo lugar, el procedimiento ha de ser de naturaleza

algoritmica, es decir, debe proceder mecanicamente y debe producir
la decision efectivamente en un numero finito de pcso s. Evidentemen-
te, son es~os los procedimientos que pueden ser ejecutados por una

m6quina, por 10 menos en principio.
Teniendo en cuenta la gran importancia que han logrado las

grandes moquincs mcremdticcs de hoy die, es clara la necesidad de
una teorla general de algoritmos en el sentido anterior. Naturalmente,
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la de scripci en dada arriba de una algoritmo no es bastante precisa pa-

ra basar una teor io mctemdt ico en ella. Por eso, el primer problema de

una teorla de algoritmos sera el de precisar el concepto m ismo de al-

goritmo.

En el curso del tiempo los mctemctico s han logrado varias

maneras de precisar este concepto, y con sorpresa de su parte todas

estas defin i ci ones estri ctas se han encontrad 0 equi val entes. Es este

un caso casi unico en la historia de las rnotemdti ccs : el hecho deque

un concepto aparentemente intuitivo se pueda precisar por un unico

concepto motemdti co, EI Ien emeno much 0 mas frecuente es el que un

concepto intuitivo se desintegra en un gran numero de conceptos me-

ternct ico s no equivalentes al intentar hacerlo exacto y preciso. Por

ejemplo, para los conceptos intuitivos de una curve 0 de una superfi-

cie es bien conocido aue exi sten muchas traducciones mctemdtico s.

Pero para el concepto de algoritmo lc si tucci on es muy agradable, por-

que como ya hemos indicado todas las traducciones mctemdti ccs de

este concepto han resultado equivalentes.

Por 10 dernds, estos conceptos precisos de algolltmos son

mas antiguos que las grandes rndquin os moremdtico s: por eso, antes

de discutirlos, vamos a considerar algunos ejemplos motemdtico s que

muestran el gran i nrere s que hen ten i do los rncterndti co s desde hace

muchos ofio s en una definicion exacta del concepto de algoritmo. Es-

tos ejemplos no se confinan a la aritmetica,. sino que se encuentran

en todos los dominios de l o rm temdti cu, Indicaremos ej emp lo s de la

orl trnetlcc, del algebra, de la topologla y de la logica. Para cada una

de estas disciplinas daremos 2 ejemplos : uno simple y c ldsi co yun

famoso ejemplo di ficil. Perc antes, observemos que es natural gene-

ralizar un poco los problemas considerados : no buscamos solo los

procedimientos algorltmicos para determinar si un ruimero natural n

tien e una propiedad T, sino t ombi en algoritmos para determiner si

una re lcc ion R de v argumentos tiene lugar para' cualquier sistema

ni,. t- •• ,n" de numero s naturales arbitrariamente prefijados. He

cqu i los ej empfo s

A R ITMETICA
1. Determinar si los rnimero s naturales n y m son

primos entre s i, EI a 19oritmo cl csico que resuelve este problema es

el bien conocido algoritmo euc l ideo para determinar el maximo com en

divisor de m y n, Recordemos este algoritmo : Sean m> n, y ha-
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gamos m = a.., y n = a~

divisiones con residuos :

Vamos a producir 10 serie siguiente de

Q.. -= 'l. '11 + 0.1.

~,"" h~"1" q~
( 0 < o., < a.t )
( 0 < a.~ < Q2. )

Continuando hasta que el residuo sea nulo, 10 cual debe su-

ceder de spue s de un nurnero finito de po so s, ya que los residuos siem-

pre decrecen. Sea, entonces :

0.\1-1 ~ qv Q,v

Entonces a" es el moximodivisor comun de ao y a1• Pa-

ra determinar si m y n son primos entre s i, tenemos todavia que de-

terminar si a" es 1 0 no. Evidentemente, el procedimiento entero

es un procedimiento algorltmico, y muy rocilmente puede programarse

en una moquinc ,

2. EI famoso Ilamado decimo problema de Hilbert es el si-

guiente : determinar si una .ecuoci en di ofcnti co prefijada poseeuna

so luc ion en mirnero s enteros. Una ecucci on diof6ntica, como es bien

conocido, es una ecuoci on del tipo :

(1)
110.. ..x:

. I.~"'\."" 1 x.""" = 0k.

donde los a .1J..·.1.k. son numero s enteros fijos.

En pri mer lugar, observamos que este problem a de Hi I bert no

tiene la forma indicada arriba, i, e. ; determinar si un nurnero entero

n posee una propiedad T; perc es focil reducirlo a esta forma. Tal

reduce ion se efecnio mediante una nurner oci on de GoDEL : en .primer
lugarprefijar l o ecucci on ( 1) no es otra cosa que prefijar el sistema

ordenadodelos (m - 1)'" coeficientes 0(. ;ahorabien,elI"'''''conjunto de todos estos sistemas posibles de coeficientes puede nu-

merarse de manera efectiva en tal forma que conociendo el sistema,

el coeficiente se calcula en un ruimero finito de po so s, aSI como tam-

bien su numero indicial en esta numer cci cn , y viceversa. I Una tal
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numeraci6n se logra haciendo corresponder al sistema de coeficientes

( Q.. . ) el numero
"j. ••. "":.

(2 ) n =

donde Pi < Pa. < ... < Plt,,<··· son los rnimeros primos consecutivos,

a(1,)' a,a.), .... son los coeficientes a~l .. ' ~ ordenados segun el

orden Iexi cogrCifi co de todas Ias k - pi as (i'1"'" ik) y

( 3 ) E(a) = [

si a > 0

2 si a > 0
o si a = 0

Evidentemente, esta numerncron posee el ccrdcrer efectivo deseado,

porque conociendo el rnirnero n se puede un Ivoca y efectivamente

determinar el correspondiente sistema de coeficientes mediante la

descomposici6n de n en factores primos. Naturalmente, existen otras

much as posibilidades para efectuar tal numeraci6n efectiva ; ahora

bien, utilizando uno u otro rnetodo para enumerar las ecuocione s dio-

fCinticas, el problema de Hilbert se transforma en el problema siguien-

te : hall ar un procedimiento algorltmico para determinar si cualquier

ruirnero atural n posee la propiedad siguiente 0 no la posee: n es

el rnirnero de una ecuaci6n diofontico que tiene una soluci6n en nurne-

ros enteros. lndiq uemos que hasta hoy no se conoce ni una soluci6n

positiva ni una soluci6n negativa al decimo problema de Hilbert.

ALGEBRA
1. Sea Z un grupo c icl ico con un elemento generador

a, de orden N. Determinar si para dos mimercs naturales n, m cue-

lesquiera, se tiene an = aM. La soluci6n positiva de este proble-

ma resulta inmediatamente del siguiente teorema elemental de la teo-

ria de grupos : para cualquier elemento a de un grupo, at\. = a'" si

y 5610 si n y m son congruentes m6dulo el orden de a. ASI pues,

el problema se reduce al determinar si n - m es divisible por N, y

para este problema ya existe el bien conocido algoritmo de la aritme-

tica elemental.
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2. Una generalizacion del problema precedente es el fa-

moso problema de palabras (Wortproblem) de la teor ic de grupos : ha-

liar un procedimiento algoritmico para determinar si dos palabras cue-

lesquiera en los generadores al'.···' at\.. son iguales, es decir : ha-

liar un procedimiento que nos permita decidir cuando dos productos de

potencias de los a'1.' ••• ' a." con rel oci ene s generadoras.

son iguales (e es el elemento unidad del grupo). Efectuando una nu-

mer oci en de G~DEL sobre el conjunto de todos los sistemas de gene-

radores y relaciones generadoras, este problema se reduce al de de-

terminar si entre dos rnimero s naturales prefijados existe una cierta

rel ccion, En el problema general de las palabras se exige, como hemos

di cho, un algoritmo comun para todos los valores de n y parn todos

los sistemas de relaciones generadoras. En 1953 NOYIKOY demos-

tro que este problema es insoluble. Sin embargo se pueden resolver

algunos problemas particulares de palabras parn valores particulares

de n y m si stemas particulares de relaciones generadoras; por e-

jemplo, para n ~ 1 y la rel oci on aN' = e, tenemos el problema

precedente del grupo cic Ii co.

TOPOLOGIA •

J Un problema cl os ico en topologia es aquel que nos

pide decidir el tipo topo loqi co de una superficie cerrada, el cual se

enuncia o si : dados los esquerno s combinatorios de sendas triangula-

ciones de dos superficies cerradas, determinar si las superficies son

homeomorfas, es decir del mismo tipo topo l oqi co ,

El esquema combinatorio de. una tr ionqulcci on no es otra co-

sa que Ia indi caci on de sus tri angulo s, ari stas y verti ces di ci endo

que ari stas inciden con tales tri dn qulo s, y que vertices inciden con

tales aristas. Por ej ernplo, el esquema de la tri onquloci on usual de la

superficie de un tetraedro (que, natural mente, es del tipo topo l oqi co

de la esfera SI) tiene cuatro tridnqulo s, seis aristas y cuatro vertices.

incidentes de manera bien conocida. ( figura 1 ).
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Otro ejemplo es la tricnqulcci on del plano proyectivo que indicamos
cqu i en en la figura 2:

.~

<:
c

F-1C.URA 2-.

consideremos el c irculo del centro A con la subdivi sion de el hecha
alii. Si identificamos los puntos de la circunferencia diametralmente
opuestos, obtenemos como es bien sabido, un plano proyectivo. EI pro-
blema en los casos de superficies de dimension dos se resuelve por
un teorema cl dsico de la topo loq io algebraica : el tipo topo loqi co de
una superficie cerrada esrd unlvocamente determinado por su caracte-
r is ti co de EULER y por su corricter de orientabilidad. Estos a su vez
estcn determinados unlvocamente por el primer y el segundo grupo de
homologla y es bien conocido como se calculan estos de manera algo-
rltmica para un poliedro. Se tiene, por 10 tanto, un proceso algorltmico
para determinar el tipo topo lcqi co de una superficie cerrada de dimen-
sion dos, Ahora bien, como el conjunto de todas las triangulaciones
es numerable, y oderncs admite una numeroci en godeliana, este pro-
blema pertenece al genero de los indicados onter iormente. i. e.:
determin or si dos mirneros naturales corresponden, en la dicha nume-
rcci on de GeiDEL, a superficies cerradas del mismo tipo topol oqi co,

2. Evidentemente, el problema anterior puede generalizar-

se a variedades de dimension ~ 2. . Es este el problema general de
homeomorfla : hailer un olqorrtrno para decidir si dos triangulaciones
cualesquiera determinan poliedros del mismo tipo topo loqico, Es co-
nocido desde los albores de la topo l ogla clqebrdi cc 'que el ccl culo de
10s di versos invari antes topol oqi cos que pueden efectuarse mediante
una tr icnqulo cion, a saber: dos grupos de homologla, el grupo funda-

mental, el anillo de cohomologla, etc., no nos ofrece una soluci on
completa del problema considerado, porque e/los no constituyen un
sistema comp/eto de invariantes. Y pedro pensarse que al encontrar
nuevos invariantes efectivos se encuentra una soluci on al problema.
Sin embargo, en el ana de 1958 MARKOV dernostre que eso no es po-
sible, porque el problema general de homeomorfla es insoluble; es
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decir, no existe un algoritmo del genero deseado.

Logica - 1. Para la construcci6n de la 16gica formal en pri-

mer lug'ar es precise construir un lenguaje formal, es decir, un lengua-

je exacto y con reglas s intdcti ccs y gramaticales precisas, porque los

lenguajes cotidianos no son bastante exo cto s, Existen diversos len-

guajes formales. el mas sencillo, perc a la vez el menos expresivo

de estos lenguajes, es el del cdl culo propo s icioncl •

Saliendo de variables proposicionales ~.Q1""" se for-

man por aplicaci6n iterativa de los signos conectivos ,...., (no);

&; (y); V(6;latovel); ~ (si ••• entonc es }: ~ (si y solo

s i ), expresiones del tipo

~ ~ (Q1.V Q).), etc ....

La significaci6n de estas expresiones para los valores de verdad (V)
6 falsedad (F) es bien concci do, Tornbi en es sabido que entre elias

exi sten algunas universalmente vrili do s, es decir, que toman siempre

el valor de V para toda combinaci6n de valores de las variables

Pt 'Q1' . .. Ejemplos de tales expresiones son las siguientes :

( Pj, VAl tl )~ ~
11 .::::> U\ Y Q 1)

P.1~ (Qi ~P1.)

Este tipo de expresiones 'nos plantea el problema de decidir cuondo

una expresi6n del cdl cu!o proposicional es universalmente vcl ido (pro-

blema de la deci s ion) . Evidenternente existe un ol qo rrtrno para resol-

ver este probl ema y es foci I descri bi rio en detalle, por medi 0 de Ias

lIamadas tablas de verdad (Igualmente, es claro que es posible, en

principio, construir una rnocuin o que haga si sterndti cornente el papel

de las tablas de verdad). Y en esta forma el problema se reduce por

una numeraci6n ::Jodeliana de las expresiones a un problema del tipo

anterior; de manera preciso, a determiner si un mirnero natural arbitra-

rio corresponde al ruimero de Gi:>DEL de uno expresi6n universalmen-

te valida.

2. Una lengua mas expresiva Que la del cdlculo propo si-
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cional es la lengua de cCilculo funcional de orden uno 0, simplemente,

cCilculo de predicados. Las expresiones de esta lengua se construyen

partiendo de variables de predicados de un argumento p l Q1-... de

dos argumentos p~Q\ .. _.etc. y de variables de individuos 0 su-

jetos x, y, z, • En primer lugar se construyen las expresiones

at6micas p11C.,Q'11:.~ ••• que se interpretan de la manera siguiente:

" e/ individuo x tiene la propiedad pI "

"entre x 6 y existe la re/aci6n Q"-"
etc ••

Luego se forman las expresiones generales por medio -de las expre-

siones at6micas, los signos conectivos del cdl culo proposicional y

los cuantificadores ;J (existe un}, V (para todo), Porejemplo,
el cCilculo de predicados contiene las siguientes expresiones

( \J x ) (ptx. ~ ~ ~ I Q2 ~:k ),

(." L )(~'1 )(Q~~:x. ~ QL..XY ),

Algunos de estas expresiones son tam bien universalmente vCilidas,

es decir : vCilidas para toda interpretacion de/as variables. Por ejem-

plo. es evidente que las expresiones siguientes

,

son de este genero. Aunque 10 val idez universal de estos dos ejem-

p lo s se ve inmediatamente, no debe creerse que 10 si tuoci on sea se-

mejante en los otros ccso s, En efecto, el problema de la decision pa-

ra el cCilculo de predicados (es decir) hallarun algoritmo para deter-

minor si una expresi6n arbitrariamente prefijada del ccl culo de pre-

dicados es universalmente vdl idc 0 no}, es mucho mas difici l que el

problema de la decision en el cdlculo proposicional, ya que en el ofio

de 1936 CHURCH derno stre que el problema general es insoluble.

Este resultado fue el primero de ccrccter negativo ccerco de 10 exi s-

tencia de ciertos algoritmos; mientras que algunos resultados positi-

vos (como, por ejemplo 10 cons trucci cn del algoritmo eucl ideo}, ya
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tienen la edad de dos mil ofio s, los resultados negativos, como ve-

mos, no tienen mas detreinta ofio s ,

E sre hecho no es a cci dental, Si exi sti ese un al goritmo para

cuo lquier problema podr iose entonces he l ldr se!e y, en particular, po-

dr io considerarse como un algoritmo sin que exi stiese una definicion

precisa de este concepto, ya que entonces 10 naturaleza ol qor itmi co

del procedimiento hal/ado ser io evidente, por 10 menos, en el senti do

intui ti vo, Pero en cambio, para demostrar resultados negativos, es

decir, la inexistencia de un algoritmo para un problema determinado,

es evidentemente necesaria una definicion precisa de cl qorrtmo por-

que en caso contrario no serio posible delimitar, con bastante preci-

sion, el dominio de los procedimientos odrni s ibl es, Es esta la roz on

por 10 cual los resultados negativos aparecieron de spue s de que se

habia dado una definicion precisa de algoritmo, y no antes, Vor io s

definiciones fueron dadas en los ofio s corridos entre 1930 y 1950 por

HERBRAND, GoDEL, KLEENE, CHURCH, BEMOYS, TURING, POST,

MARKOV, Ya hemos anotado que estas definiciones han resultado

equi vo l ente s, Por eso bo stord, en primer lugar, considerar solo una

de estas definiciones y elegimos la definicion de TURING por su

sabor intuit ivo, En primer lugar, hemos mencionado muchas veces =1 ue

por una nurnercci on godeliana apropiada los problemas considerados

en Ia teoria de al goritmos, pueden reduci rse al s i gui ente : determ in or

de manera efectiva si una re l cci on R de v argumentos tiene lugar

para un sistema n1 '" ,nv de nurnero s naturales arbitrariamente

dodo s, Es facil ver que este problema, en general, es equivalente al

de calcular de manera efectiva el valor de una funcion aritmetica f

en (n1 ' , , ,nv)' (Aqui una [unci en cri tmefi co de v argumentos es

una funci on f que a cada 'si stema de v n umero s natural es n1. '" ,nv
Ie hace corresponder un nurnero natural f (n1, , , , ,nv) , )

En efecto, para convencerse de esta equivalenci a, tomemos

una funci on ari tmeti ca f de v argumentos, y con s i deremos Ia rei a-

cion R de v argumentos dejin idc por

Es claro que entonces el problema de calcular efectivamente los vo-

lares de I a funci on f, se reduce al de determin ar si efecti vamente
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10 re lc ci on R tiene lugar 0 no. En efecto, si se tiene un algoritmo
para este ultimo problema, entonces decidiendo si 10 reloci on R tie-
ne lugar para (l)n1..'1". ,n" ), (2,nl"" ,ny ),
de spue s de un nurnero fin ito de pasos se encontraria el valor de
f ( n 1, ... , n" ). Recfprocamente, sea R una rei ac ion de v
argumentos, y consideremos 10 [unci en cri tmeti cc definida por

(7)

si R(n..l.,"" "-ov) tiene lugar,

o en coso contrario.

Es claro que entonces decidir si efectivamente R tiene lugar para
n1, ••• ,nv no es otra coso que calcular el valor f(n1? •• ,nv)'

(Continuora) •

,
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