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Nos proponemos estudiar aqui una cierta clase de anillos en
los cuales un divisor de cero a izquierda, por ejemplo, no lo es derecha.
El problema fué propuesio durante el curso de Algebra (1963) en la Fa-
cultad de Matemdticas, Universidad Nacional, e intentamos resolverlo

en tal forma que procurase la mayor cantidad de ejemplos .
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Sean | un conjunto y A un dominio de integridad. Conside-
L
remos el A-médulo A‘ y una forma A-lineal N: A=¥ A, es decir,

tal ave :
o v I
() N(x + y) = N(x) + N(y), "x,y€A
(2 Nxx) =%N(x), YxeA®, YaeA.
Definamos en seguida una multiplicacién en A , asi:
(3) (xxy) (i) = x(i). N(y), Yiel.
Esto nos conduce de inmediato a la siguiente :
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PROPOSICION 1. Para esta multiplicacién A™ es un anillo.
Demostracién. - Verifiquemos en primer lugar las relaciones dis-

tributivas :

a) ((x +y)xz)(i) = (x + y)(i).N(z) = (x(i) + y(i)).N(z)
= (xxz((i) + (yx2)(i), Yial.

b) (z*(x + y))() = z(i).N(x + y) = z(i) . N(x) + z(i). N(y)
= (z#x) (i) + (zxy) (i), Yiel.
Por Gltimo, veamos que' esta multiplicacién es asociativa; en

efecto : yxz es la funcién tal que (yxz)(i) = y(i).N(z) para

cada ie |, es decir, N(z).y; luego (x*(yx2z)(i)= x(i).N(y*xz)=



= x(i).N(y).N(z), para cada ig!| en virtud de (2). Por otra parte,
((xxy)*xz)(i) = (x*y)(i).N(z) = x(i).N(y).N(z), para cada
i€l, lo demuestra que x*((yxz) = (x*y)xz, en |ahipdtesis de

que A es conmutativo.l

PROPOSICION 2. Si N(x) = N(y) $# 0, y x*y = y*x, en-
tonces x = y.
Demostracion. - Si x, y satisfacen lashipétesis de la proposicién,

tenemos que x(i).N(y) = y(i).N(x), paracada i€, y entonces

que x(i) = y(i), para cada i€l, yaque A es un anillo entero;

es decir, x = y.1

PROPOSICION 3. Si N no es un isomorfismo, entonces :
I e
a) todos los elementos de A™ son divisores de cero
a izquierda;

b) si N(y) # 0,y no es un divisor de cero a de-

recha.
iz -1
Demostracion. a) En efecto, como N ~(0) =% {0}, para y *+ 0
basta tomar xeN-L(O) para tener yxx = 0; luego y es un divisor

de cero a izquierda.

b) Sea ahoro yé_N—‘(O), entonces 0 = (x*y((i)=
= x(i)N(y), para cada iel, implica que x(i) = 0 paracadaiel,
porjue A es entero; luego x = 0 é y no es un divisor de cero a de-

recha .

Corolario. - Si x*N_i(O), los anuladores de x aizquierday a

derecha son (ideales) distintos.

Demostracion. - En efecto: sea x.’: {ye AIl Xky = 0} el anu-
lador a derecha de x; entonces, dado que x(i)N(y) =0 para cada
i €| implicaque N(y) = 0, resulta, que I‘f N-“'(O) £ (0).
Por otra parte, si %, :{ yE€Ar [ yxx = O} es el anulador a izquier-
da de x, larelacién y(i)N(x) = 0 para cada i€ 1, implica que

y(i) = 0 paracada i€l; es decir, ¥g = (0) .10

Observacién. - Es claro que todos los resultados son adn comple-

tamente vdlidos si tomamos un submédulo M arbitrario de Ny y una



forma A-lineal N : M —» A; esto queda clarificado en el siguiente

ejemplo
1]
Consideremos el R-médulo ¢C[0, 'I] CcR de las fun-
cione integrables en el sentido de LEBESQUE. Definiendo :
1 v
@ Gy () = x(0) §ynar, Vie[o]]

A
y recordando que N(y) = oS y(t)dt es una forma R-lineal, esto-
mos en el caso descrito anteriormente. Para verificar de manera directa

todo elmento x € [0, 11 es un divisor de cero a izquierda, basta

tomar una funcién y € cC*[O, l] = & [0, 7]-' {0‘ tal que su so-

porte sop(y) sea de medida nula, para obtener x*y = 0. La propo-
sicién 2 nos proporciona en este ejemplo un método para decidir si dos
funciones que tienen iguales sus integrales sobre [O, 1] son iguales.

Sinembargo, desconocemos el alcance de su aplicacion.
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