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Nos proponemos estudiar cqu i una cierta close de anillos en

los cuales un divisor de cero a izquierdo, por ejemplo, no 10 es derecha.

EI pr.oblema fue propue sto durante el curso de Algebra (1963) en 10 Fa-

cultad de Matematicas, Universidad Nacional, e intentamos resolverlo

en tal forma que procurase 10 mayor conti dad de ejemplos •

EIl- EIl- Ell

remos

Sean I un conjunto y A un dominio de integridad. Conside-

el A-m6dulo At y una forma A-lineal N: At.... A, es decir,

tal aue :

(1)

(2)
N( x + y) = N( x ) + N( y ) ,

'</. IN( ~ x ) = 0(, N( x ) , xE A ,

II tx, yEA

"'lXEA.

Definamos en seguida una multiplicaci6n en A, cs i :

(3) (x*y)(i) = x f i }, N(y), '1iEI.

Esto nos conduce de inmediato a 10 siguiente :
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PROPOSICION 1. Para esta multiplicaci6n A es un ani 10.

Demostracion. Verifiquemos en primer lugar las relaciones di 5-

tributivas :

a) ((x + y)*z)(i) = (x + y)(i).N(z) = (x(i) + y(i)).N(z)

= (x*z((i) + (y*z)(i), Vi&-I.

b) (Z*(x + y))C) = z(i).N(x + y) = z(i).N(x) + z(i).N(y)

= (z*x)(i) + (z*y)(i), ¥iel.

Por ultimo, veamos que' esta multiplicaci6n es asoci ativa; en

efecto: y*z es 10 funci6n tal que (y*z)(i) = y(i).N(z) para

coda iE I, es decir, N(z).y; luego (x*(y*z)(i)l= x(i).N(y*z)=
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=- x (i) • N (y) • N (z) , para coda i ~ I en vi rtud de (2). Por otra porte,

((x*y)*z)(i) = (x*y)(i).N(z) = x(i).N(y).N(z), para coda

iEI, 10 demuestra que x*((y*z) = (x*y)*z, en lahip6tesisde
que A es conm utati vo ••

PROPOSICION 2. Si N(x) = N(y) t a, y x*y = y*x, en-

tonces x = Y>

Demostracion. Si x, y sati sfacen Ias hi p6tesi s de 10 propo si ci On,
tenemos que x(i).N(y) = y(i).N(x), paracada i€,I, yentonces

que x(i) = y(i),-paracada i£l, yaque A esun anilloentero;

es decir, x = y.'

PROPOSICION 3. Si N no es un isomorfismo, entonces :

a) todos los elementos de AI son divisores de cero

a i z qui erdo ;

b) si N(y) * O,y no es un divisor de cero a de-
recha.

Deme strcc icn, a) En efecto, como N-1(0) ", {a}, para y ~ a
basta tomar XEN-L(O) para tener y*x = 0; luego y es un divisor

de cero a izquierda.

b) Seaahoro y4.N-'(O), entonces a = (x*y((i)-=

= x(i)N(y), para cad a iEI, implica que x(i) = a para coda i~I,

porque A es entero; luego x = a e y no es un divisor de cero a de-

recha ••

Corolario. Si x.N-1(0), los anuladores de x aizquierdaya

derecha son (ideales) distintos.

Demo stradon. En efecto: sea ~= { y E All x * y = a} el an u-

lador a derecha de x ; entonces, dado que x (i) N (y) = a para cada
i E I implica que N(y) = a, resulta, que ~= N-1 (O).j. (0).

Por otra parte, si %,={ yElAX/ y*x = ol es el anulador 0 izquier-

dade x , larelaci6n y(i)N(x) = a paracada iel, implicaque

y(i) = a para cada iEI; es decir, lei = (0).1

o bserved on. Es claro que todos los resultados son aun cornple-

tamente vdl ido s si tomomos un subrnodulo M arbitrario de At y una

4



forma A-lineal N M~ A; esto queda c l orifi codo en el siguiente

ejemplo
[o,i]

Consideremos el R-modulo ,£ [0, 1] C R de las fun-

cione integrables en el senti do de LEBESQUE. Definiendo:

(4) ( x * y ) ( i) = x ( i ) : ~ y ( t ) d t , Y i E [0, 1]
y recordando que N(y) = ~S y(t)dt es una forma R-lineal, e sto-

mos en el caso descri to onte-riorrnente, Para veri fi car de man era directa

todo elmento x E I:.. [0, 1} es un divisor de cero a izquierda, basta

tomar una [unci on y E £--[0,11 <£ [0, 1]- -l0~ tal que su 50-

porte sop ( y) sea de medida nul a, para obtener x * y = O. La pro po-

sicion 2 nos proporciona en este ejemplo un rnet odo para dec idir si dos

funciones que tienen iguales sus integrales sobre (0, 1] son iguales.

Sinembargo, desconocemos el alcance de su aplicaci6n.
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