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UNA APLICACION DEL TEOREMA DE LINEALIZACION DE
HARTMAN

por

Raul NAULIN

A B ST RAe T. In this note we consider the ordinary
differential equation U' = AU + ICt. U), where A is a real,
constant, n x n matrix with eigenvalues satisfying
~eA. = O. We assume that the solution U = 0 of the system
U' =A U is stable. I is a C] function, l i mu~o I (r , U) =
o and l i mu~o DI (t , U) = 0 uniformly in t CDI is the
derivate of I with respect to U). We prove that for any
Il > 0, there exists BCIl) >0 such that for solutions U], U 2

with initial conditions ~ 1, ~2, ~ 1 "# ~2, I~11 < 15 we have
limt~ooIUl(t) - U2 (t)1 e~ =00

§l. IntroducciOn. Supongamos que A es una matriz cons-
tante con n x neon coeficientes reales, cuyos valores propios
tienen parte real no nula. Consideremos el sistema

X' = AX + I(X) (1)

donde I es un campo de clase C]. En [3] Hartman demuestra un
teorema de linealizaci6n, que fundamentalmente asegura la
existencia de un homeomorfismo de IRn en sf mismo que envfa
las soluciones del sistema (l) en soluciones del sistema lineal
X' = AX.

En [4], K. Palmer, utilizando las tecnicas de la teorfa de las di-
cotomfas exponenciales, generaliz6 este resultado para los sis-
temas no aut6nomos. Reproducimos aquf textualmente su teo-
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rema, en el cual se apoya nuestro trabajo. Consideremos el sis-
tema:

X' = B (t)X + g (t, X ) (2)

donde g: lR x lRn ~ lRn es una funci6n continua tal que
(CI) Ig (t ,X )1s M, m > 0, para todo (t , X ) E lRxlRn.
(C2) Ig (t,X)-g (t,Y)1 s yIX-YI, para todo (t,X),en lRxlRn,y

't es una constante.
(C3) Suponemos que el sistema:

X'=B(t)X (3)

admite una dicotomia exponencial, es decir, que existen
una matriz de proyecci6n P (PP = P), una matriz funda-
mental de (3) que denotaremos por <1>,Y constantes positi-
vas K y a tales que:

1<I> ( t) P <1>-1(s )I , 1<1>(s ) (1- P) <I> - 1(t) I s K e ('I. (s - t), t es. (4 )

TEOREMA 1. (Hartman-Palmer, [4]). Si 4yK ~ ('I., entonces
existe una tinica June ian H ( t , X) : lRx lRn~ IRl1con las dos pro-
piedades siguientes:
(i) La funcion, H(t,X)-X es acotada enlR x lRn,
(i i) Si X (t) es una solucion del sistema (2), entonces H ( t, X( t) )

es solucion de (3).
Ademas, H es continua en lRxlRny IH(t,X)-XI s 4kMa-1,

para todo (t,X). Para cada t fijo Ht(X) :=H(t,X) es un hom eo-
'morJismode IRnen lRn.L(t,X):=H(l(x)es continua en lRxlRny si
y (r ) es cualquier solucion de (3) entonces L(t,y (t)) es solu-
cion de (2).

En nuestro trabajo daremos una aplicaci6n de este teorema a
sistemas casi lineales U' = A U + J ( t , U), donde la matriz A tie-
ne todos sus valores propios con parte real nula.

Este tipo de sistemas, por ejemplo, aparecen en la construe-
cion de la variedad central para sistemas X' = F( x), F (0) = 0,
para los cuales la matriz jacobiana de F en x =0, se puede diag-
onalizar: D F( 0) = diag(A ,B), donde todos los valores propios de
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A tienen parte real nula y todos los valores propios de B tienen
parte real negativa (ver [2]).

§2. Planteamiento del problema. Consideremos el sistema
de ecuaciones diferenciales:

U' =AU+!(t,U), UElRn (5)

donde A es una matriz constante, cuyos valores propios tienen
todos parte real nula y I :IR x IRn ~ IRn es una funci6n de clase
C! , con la condiciones siguientes:

(HI) limu-.o!(t,U) =Oylimu-.oD!(t,U) = 0 uniformemen-
te respecto at. (D! denota la matriz j acobiana de ! res-
pecto a la variable U).

(H2) La soluci6n U = 0 de (5) es estable en [0,00).

EI objetivo de esta comunicaci6n es la demostraci6n del sigui-
ente resultado.

TEOREMA 2. Sea u > O. Entonces existe 0 = 0(J.l) tal que si Ub

U2 denotan las soluciones del sistema (1) con condiciones ini-
ciales u, (0) = ~i' I~i I s 0, i = 1, 2, ~1 ~ ~2' entonces:
(a) Las soluciones U 1 Y U 2 estdn definidas en [0, 00].
(b) Las soluciones U 1 Y U 2 estan acotadas.
(c) Limt~ooIUl(t) - U2(t) Ie J.lt=oo.

§3. Demostraci6n del teorema 2. Denotaremos por U ( t , ~)
la soluci6n de (5) que en el momenta inicial t = 0 tiene condi-
cion inicial ~. Sea e > 0, entonces en virtud de la hip6tesis de
estabilidad (H2) podemos escoger 0>0 tal que cualquier soluci6n
de (5) con condici6n inicial I~I < 0 cumple IU ( t , ~)I < e par a
t ~ O. Tomemos dos de estas condiciones iniciales ~ 1 ~ ~ 2 Y
abreviemos U] (t) = U( t '~i ), i = 1, 2. Definamos

w (t): = (U1( t) - U2( t))e J.lt (6)
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en donde Il es la constante dada, en funci6n de la cual se de-
terminara posteriorrnente el valor de e y en consecuencia el
valor 8(1l). Entonces w satisface la siguiente ecuaci6n:

w' = (A(t) + J.ll)w = F(t)w (7)

donde I denota la matriz identidad y

1

F (t) : = f Df (t, U 2 (t) + S ( U 1(t) - U 2 (t ) ) d s
o

(8)

Asi, nuestro objetivo es demostrar que limr.; 00 Iw(t) I = 00. En
virtud de (8) y (HI) es posible fijar e suficientemente pequefio
para tener IF ( t) I s ~ para t ~ 0, donde ~ es un mimero pe-
quefio que especfficaremos pronto. Supongamos que nuestra
tesis es falsa, es decir, que existe N ~ I tal que Iw (r ) I :s; N.
Observemos que w(t) es soluci6n de la ecuaci6n diferencial

X' = (A(t) + Ill) X + G( Ix liN) F( t)X (9)
donde G: IR~ IR es una funci6n de clase Coo, tal que G ( t) = I si
It I s 1, G(t) = 0 si It I ~ 2 y IG (t) t s 1 para todo t en IR .
Aplicaremos el teorema 1 a (9). Debemos verificar las hip6tesis
Cl - C3 para la funci6n g ( t ,x) : = G ( Ix I/ N ) F( t) x, Y B (t) : = A

+ III :

(C 1) La funci6n IG ( Ix liN) I Ix I se anula en el abierto definido
por Ix I > 2N, por 10 tanto esta acotada por una constante
R. As! Ig(t,x)1 s ~R.

(C2) Como G es una funci6n de clase C 00 con soporte com-
pacto, entonces g (t,x) es una funci6n de Lipschitz:
Ig (t,x) - g(t,y)1 :s; ~L Ix - Y I, en donde L es una constante.

(C3) La existencia de la dicotomia exponencial (4) (con P =1)

sigue del hecho que la matriz B: = A + III es constante y
todos sus valores propios A satisfacen :Ii! e A =Il >0 .

Sea ahora ~ suficientemente pequeno para obtener 4 ~L K.« u .
Entonces existe una unica funci6n H: IR x IRn ~ IRn que satisface
las condiciones (i) y (ii) del teorema (I). As! conclufrnos que
H(t,w(t» es la soluci6n de la ecuaci6n:
14
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X' = (A + Jll) X (10)

H(t,w(t)) no puede ser la soluci6n trivial de (10). En caso
contrario deberfamos tener H (0, w (0)) = 0, pero se verifica di-
rectamente que K (t ,x) : = H( t ,0) satisface las condiciones (i) y
(ii) del teorema 1. Por la unicidad de existencia de la funci6n
que satisface estas condiciones se deberfa cumplir H ( t ,x) =
K(t,x) 10 que implica H(t,O) = O. La identidad H(t,w(t)) =
H( t ,0) = 0 nos conduce a wet) = 0, en particular w(O) = 0 10 que
contradice w (0) = ~1 - ~2 ::t O.

Pero las soluciones x ( t) no nulas de (10) satisfacen
i i mt ~oolx ( t) 1 = 00, y por 10 tanto limt~oo IH (t, w (t))1 = 00. Luego la
funci6n H ( t , w ( t ) ) -w ( t) no es acotada pues w (t) 10 es. Esto
contradice la tesis del teorema 1 que asegura el acotamiento de
H(t,x) -x.

A g r ad e c im ie n to s. El autor agradece al arbitro de este
artfculo por su cuidadosa lectura y por sus sugerencias que
contribuyeron a la elaboraci6n final de esta publicaci6n.
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