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2. - LAS MAQUINAS DE_TURING

Por lo tanto, en lugar de considerar algoritmos para determi-
nar si una relacién entre nimeros naturales tiene lugar, podemos consi-
derar algoritmos para calcular efectivamente los valores de una funcién
aritmética. Es, pues, necesario precisar el concepto de funcidn efecti-

vamente calculable. Es esto lo que efectéa TURING : da un concepto

preciso de mdquino y define una funcidn aritmética f como efectiva-
mente calculable si existe una tal mdauina para calcular el valor de f

para cada argumento.

Vamos a considerar en detalle las_mdquinas de TURING. Es
cierto que este concepto de mdauina parecerd muy particular, pero mu-
chos ensayos hechos por diferentes autores para definir mdauinas efec-
tivas mds generales que las de TURING, siempre condujeron a concep-
tos de mdquinas equivalentes a las de TURING. Ademads, el concepto
de funcién efectivamente calculable por una maquina de Turing es equi-
valente a muchos otros conceptos exactos de funcion efectivamente cal-
culatle. Por lo tanto, la particularidad y la especialidad de las mdaui-

nas de TURING son aparentes tan sélo.

Pues bien, una mdquina de TURING posee una cinta (en prin-
cipio, de longitud infinita) para escrikir sobre ella, la cual estd dividi-

da en una serie de cuadros, como se ve en la figura 3:

Figura 3



La madquina puede escribir una raya en un cuadro, o inversa-
mente extinguir una raya anteriormente escrita en un cuadro. Estd for-

mada ella por el acoplamiento de un nimero finito de mdquinas elemen-

tales, las cuales pueden ejecutar las actividades que a continuacion

les asignamos

la mdquina de marcar M—» escribe una raya en el cuadro

considerado en la cinta, en caso de que todavia no se encuen-

tre una tal raya en el cuadro;

la maquina de extincion E—* extingue la raya en el cuadro

considerado de la cinta, en caso de que se encuentre una tal
raya en el cuadro considerado; en este caso decimos que la

mdaquina marca un O;

la mdquina de corriente a izquierda |—» pasa del cuadro

considerado al cuadro limitrofe a la izquierda; y

la mdquina del corriente a derecha D— pasa del cuadro

considerado al cuadro limitrofe a la derecha. Por fin

la mdquina R( (maquina de decisién o reduccién) deterni-

na ave el procedimiento continue de unao cierta manera si se
encuentra una raya en el cuadro considerado (flecha superior),
o que continue de unc otra cierta manera si no se encuentra

una raya en el cuadro considerado (flecha inferior).

Vamos a aclarar el funcionamiento delas méquinas de TURING

con dos ejemplos : en primer lugar, la mdauina acoplada de la manera

e e )

siquiente

Esta maquina escribe sokre la cinta la serie 0101010..... Podria
pensarse aue una maquina de TURING puede solamente escribir series

periddicas de signos. Esto no es verdadero ; en efecto, la méquina



escribe la serie 0101101110.... Vedmoslo : empezando en un cuadro
vacio, la maquina escribe en primer lugar 01 y pasa en seguida al cua-
dro de la izquierda. Suponiendo ahora aue la mdquina ha escrito la se-
rie

n

~——
010110::.00: .1 (n> 1)

vamos a mostrar aue después de un nimero finito de movimientos la ma-
auina ha escrite
n ne

 oaiies, T sndiaan
010110...01...101...1

En efecto : la maquina se corre sucesivamente a la izquierda hasta en-
contrarse en el postrer cuadro vacio de la serie
n

010110+..01...1
n
——

Entonces la mdquina se correa a la primera raya del grupo  1...1

y la extingue. Luego la mdquina se corre a la derecha hasta encontrar



un cuadro vacio y luego se corre al cuadro limitrofe de la derecha mar-
cando alli una raya. Entonces, pasando al cuadro vacio de la izquierda
sigue corriéndose hacia la izquierda hasta encontrar el cuadro donde
W
5 . A
habiamos borrado la primera raya del grupo 1...1, la cual vuelve a

escribir. Pasa luego a la derecha, borrando la segundd raya del grupo
w

1 1;

; a continuacién se corre hacia la derecha hasta encontrar el

cuadro vacio limitrofe con el grupo

t—“‘"w"‘l
101...101

marcando entonces una raya; cérrese entonces hacia la izquierda hasta
"

’ . .
encontrar el cuadro del grupo  1...1 al cual le habfa extinguido la
raya, volviéndola a escribir, y vuelve a repetirse el proceso entero em-

L3
pezando por extinguir latercera raya del grupo 1...1T .Después de
n ciclos de este género, se llega a tener en la cinta lo siguiente :
“ “

AN
010...01...101...1

corriendo enseguida a la derecha para marcar una (n+1)-ésima raya.
Considerando este cuadro final, la mdquina pasa nuevamente a la jz-
quierda sucesivamente para empezar entonces el proceso que nos dard

el grupo de n+2 rayas. Y asi sucesivamente.

Damos a continuacién algunas definiciones que completan la

explicacion de las mdquinas de TURING.

sobre el argumento (ny ,.«-,ny) si en la cinta estd escrita la serie

", n, ny
P —— Py
01...701...10...01...1

y la maquina considera el cuadro en el cual se encuentra la ¢ltima raya
v

[r—
del grupo .1...1.



Definicién 2. - Decimos que una mdquina de TURING se detiene en

un_cuadro dado si la mdquina considera este cuadro y cesa sumovimien-

to.

Definicion 3. - Se dice que la mdquina ha calculado el nimero entero

n si la mdauvina estd colocada sohre el argumento n y se detiene en
- Lo
—
el cuadro correspondiente a la Gltima raya de la derecha: 071...10.
N
. g: g - . . e
Decimos también que la mdquina se detiene en 01...10
Definicion 4. - Una funcién aritmética f de v argumentos se dice

efectivamente calculable si existe una maquina de TURING que puesta

en cada argumento (nt ,++e,n,) tiene calculado el nimero f(ni, Sy n')

después de un nimero finito de pasos o movimientos de la mdquina.

Ejemplo 1. - La mdquina

—

D»>M—D—M

colocada sobre el argumento n, siempre se detiene en 0110 y por

tanto calcula la funcién f(n) = 2

Ejemplo 2. - La madguina

¥oid

D
\‘M->D >R
|—=>E—>|
colocada en el argumento (m,n) calcula la funcién f(m,n) = m + n;

en efecte, si en la cinta aparece

m n
01...101...10

y la mdquina considera el cuadro de la postrer raya, se traslada sucesi-



vamente a la izquierda hasta colocarse en el cero comprendido entre

los grupos de m y n rayas; alli hace una marca, trasladédndose Ror la

derecha al cuadro vacio limitrofe con la Gltima raya del grupo 1...1;

obteniéndose entonces en la cinta la configuracién

M+n+d
o iy,
01..3%... 10

con la mdquina puesta en el argumento m + n + |; borra enseguida la
Gltima raya de esta configuracién y retrocede entonces para ponerse en

el argumento m+ n . Aqui la mdquina se detiene.

Naturalmente, estos son ejemplos triviales de funciones efec-
tivamente calculables, pero debemos contentarnos aqui con ellos, remi-
tiendonos, para un desarrollo ulterior de la teoria de las mdquinas de

TURING y de los algoritmos en general, a los siguientes libros :

DAVIS, Computability and unsolvability, New York 1958

HERMES, Anfz&hlbarkeit, Entscheidbarkeit und Berechenbarkeit,
Berlin, 1961.

KLEENE, Introduction to Metamathematics, Ansterdam, 1952

El libro de KLEENE, a pesar de ser de temdtica mds general,
consagra un capitulo a las mdquinas de TURING y sobre todo a sus
aplicaciones a la légica y a las investigaciones de los fundamentos de

la matematica.

3. - FUNCIONES RECURSIVAS.

Ya hemos indicado que ademads de la definicién por medio de
maquinas de TURING, existen algunas otras posibilidades de definir el
concepto ce funcién efectivamente calculable. La definicién por medio
de mdquinas de TURING tiene la gran ventaja de que es muy fécil de
concebir desde un punto de vista intuitivo. Pero tomando desde un prin-

cipio el punto de vista matemdtico seria tal vez natural proceder de o-



tro modo, a saber : consignar en primer lugar algunas funciones senci-
Ilas, claramente calculables, e indicar en segundo lugar algunas opera-
ciones que transformen funciones calculables en funciones calculables,
y por fin definir las funciones calculables como aquellas funciones que
se pueden obtener por medio de un nimero finito de las operaciones in-
dicadas tomando como punto de partida las funciones sencillas antes
consignadas. Es éste el método por el cual GODEL y KLEENE han
introducido el concepto de funcién calculable, o como se dice de fun-
cidn recursiva; vamos a considerar esta definicién de GODEL-KL EENE
en detalle y a indicar los puntos principales de la demostracién de la

equivalencia entre funciones recursivas y funciones calculables segin

TURING.

Definicion_5. - Una funcién aritmética se llama primitivamente recur-

siva si se puede obtener por un ndmero finito de aplicaciones de las o-
peraciones de sustitucion y de definicién inductiva tomando como pun-

to de partida las funciones siguientes :

a) la funcién sucesor: S(n) = n+1;

K
b) la funcién de identidad (proyeccién) : Iv(nl,...,n,) = ng
(1€ kg<n);

c)) las funciones constantes : C(nl,. o sy) = C.

Aqui nos serd de utilidad recordar las definiciones de las operaciones

de sustitucién y de definicidn inductiva :

Defincion 6. - Sean hys+«++,h, r funciones de v argumentos y g
una funcién de r argumentos. Entonces la funcién f de v argumentos

definida por la relacién

f(nl,...,nv) = g(h,_(n‘,...,hv),...,hr(ni,...,nv))

se dice una funcién obtenida por sustitucién (Composicion de funcio-

nes ) .

Definicion 7. - Sea g una funcién de v argumentos y h una funcién



de v+ 2 argumentos. Entonces la funcién f de v+ 1 argumentos de-

finida por
f(ng yeee,ny,0) = 3(”1'-“1”v)

f(ni,...,nv,n+ 1) = h(ni,...,nv,n,f(nt,...,n',n))

se dice la funcién obtenida por definicién inductiva mediante las fun-

cionex g y h.

Damos ahora algunos ejemplos de funciones definidas induc-
tivamente : tomando v = 1, g(n) = n, h(m,n,t) = S(t), lafun-
cién resultante es f(m,n) =m + n. Asimismo, si v=1,g(n) =0

y h(n,m,t) =t + n, lafuncién resultante es la funcidn
f(n,0) = 0
f(nm + 1) = f(n,m) + n

es decir, f(m,n) = nm. También podemos demostrar que a partir de
la funcién producto podemos definir inductivamente las funciones

(m,n) — m™ y n —=» nl. Muchas otras funciones como

[n-m|= sg(n) =

m-n si n<m 1 si nd>»0

son también primitivamente recursivas, e intuitivamente efectivamente
calculables. Vemos, pues, que la clase de las funciones primitivamente
recursivas es bastante amplia; sin embargo, no todas las funciones e-
fectivamente calculables son primitivamente recursivas (y queremos
mostrar que toda funcion calculable es recursiva en el sentido de GO-
DEL-KLEENE). ACKERMMAN fué el primero en demostrar la existen-
cia de una funcién de cardcte efectivamente calculable pero no primi-
tivamente recursiva. La funcién de ACKERMMAN (un poco simplifica-

da) se define por las ecuaciones siguientes :
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f(O,n) =n + 1
f(m+1,0) = f(m,1)

flm+ 1, n+1) = f(m,f(m+ 1,n))

Debemos en primer lugar demostrar que este sistema de ecuaciones de-
fine en realidad una funcidn f, y que ésta es efectivamente calculable.
L a demostracién puede efectuarse por medio de induccién completa con
respecto a m. Para indicar lo esencial bastard aqui presentar, por

ejemplo, el cdlculo del valor f(2,1):

£(2,1)

f(1,£(2,0)) = £(1,£(1,1)) = £(1,£(0,f(1,0)))

f(1,£(1,0) + 1) = £(1,¢(0,1) + 1)

£(0,£(0,£(1,1)))

f(1,3) = £(0,f(1,2))

I

f(0,£(0,£(0,f(0,1))))

f(0,f(0,£(0,£(1,0))))

f(0,£(0,f(0,2))) = £(0,(0,3))

£(0,4) = 5

En segundo lugar debemos demostrar que la funcién de ACKERMMAN
no es primitivamente recursiva. La demostracién, demasiado larga pa-

ra presentarla completa aqui, se apoya en el lema siguiente :

Lema. - Si f es la funcién de ACKERMMAN, para cada funcién arit-

mética g(n ""V) existe un numero natural ¢ tal que

N
g(n,,...,nv) < f(c,n1 +tng +eoo nv)

Ahora bien, si f fuese primitivamente recursiva, la funcién
g(n) = f(n,n) = f( It (n), I:(n)) seria también primitivamente
recursiva, y por el lema existiria un ndmero natural ¢ tal que g(n)-=
=f(n,n) ¢ f(c,n) paratodo n. En particular, tendriamos f(c,c) < f(c,c),
lo cual es imposible. La demostracion del lema puede hallarse en el

citado libro de HERMES.
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La existencia de la funcién de ACKERMMAN demuestra que
la clase de las funciones primitivamente recursivas todavia no es lo
bastante amplia para contener todas las funciones efectivamente calcu-
lables. Para que ello ocurra debemos admitir otra operacién, ademds de
la sustitucidn y la de definicién inductiva, y que transforma también
funciones efectivamente calculables en funciones efectivamente cal cu-
lables. Esta operacidon se obtiene a partir del |lamado M-operador,

el cual se define de la manera siguiente :

Definicion 8. - Sea g una funcién aritmética de v + 1 argumentos
que tenga la propiedad : para todo Ng,=+=,n, existe n tal que

g(n,x,...,ny,n) = 0. La funcién f definida por

min{ n I g (‘ni,...,nv,n) = 0}

Fg:(n' jio o nip Mg )

1"

f(n,,...,nv)

se dice que funcidon obtenida de g por el ’L-operador.

Es claro que si g es efectivamente calculable, f también lo
es; en efecto, para calcular el valor f(nt ,+++,ny ) solo es necesario
calcular los valores g(n ,...,nv,O), 9(”11“'1”1111)"" hasta
encontrar el primer k tal que 9(”11"'1”‘4 ,k) = 0 (el cudl existe
por la hipotesis sobre g), con lo cual k = f(n‘,...,nv). Natu-
ralmente no es posible, en general, dar con anticipacién una cota supe-
rior al ndmero de pasos necesarios parala deteminacién de f(n., S— n‘).
Estas consideraciones hacen plausible el hecho de que la aplicacidn
del p -operador a funciones primitivamente recursivas, no produce en
general -una funcién primitivamente recursiva, sino una funcién efecti-
vamente calculable mds general. Es asi como se puede demostrar, por
ejemplo, que la funcién de ACKERMMAN se obtiene por medio de la a-

plicacién del M-operador a una funcidn primitivamente recursiva.
Ponemos en seguida la siguiente defnicion :

Definicion 9. - Una funcién aritmética se llama recursiva si se puede
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obtener por un nimero finito de aplicaciones de las operaciones de sus-
titucion, definicidon inductiva y aplicacidn del W -operador, tomando

o

como funciones base las funciones S, I':,
Un teorema fundamental de la teoria de algoritmos es entonces

el siguiente :

TEOREMA. - Una funcién aritmética es recursiva sisi es efectivamen-

te calculable por una maquina de TURING.

Demostracion. - La demostracién de este teorema es bastante larga y
aqui sélo daremos algunas indicaciones de los puntos decisivos y esen-
ciales de la demostracidn. Para demostrar que cada funcién recursiva
puede calcularse por una mdquina de TURING, se procede en principio
como hemos indicado en el caso de la funcién f(n,m) = m+n; es
decir, se construye una maauina de TURING que sea capaz de calcular
efectivamente la funcién en cuestidn.. Esta construccion no es dificil
para las funciones S, I'; , C, y lapodemos dejar como ejercicio al
lector.
En seguida se construyen mdquinas de TURING capaces de
efectuar las operaciones de sustitucién, de definicidn inductiva y de
M -operacién. Estas construcciones son dificiles en principio ya que
naturalmente exigen un esquema de acoplamiento de las mdauinas ele-
mentales bastante extenso y complicado; en todo caso, la construccién
explicita de dichas mdquinas puede hallarse en los citados libros de
DAVIS y HERMES. Una vez acabada la construccion de estas maquinas
es facil imaginarse ya como tienen que acoplarse con las mdquinas de
las funciones S, I:; y C, para construir una maauina de TURING que
efectivamente calcule una funcién recursiva arbitrariamente prefijada.
El acoplamiento no es otra cosa que una imitacién del procedimiento
por el cual se define la funcién recursiva prefijada mediante las funcio-
nes recursivas iniciales y las otras operaciones caracteristicas. Por lo
tanto, hemos prdacticamente demostrado que cada funcién recursiva es

efectivamente calculable en el sentido de TURING .



Queda por demostrar reciprocamente que toda funcién efec-
tivamente calculable por una maquina de TURING es recursiva. Para
este fin se efectia una aritmetizacion de las mdquinas de TURING por
medio de una numeracién de GOCEL. Una numeracién de GQDEL, re-
cordamos, hace corresponder a cada elemento de un ccnjunto enumera-
ble un ndmero en tal forma que la transicién de un elemento al nimero
que la corresponde, y viceversa, se efectia de manera efectiva. No es
dificil, aunque un poco extenso y prolijo, introducir una numeracién de
GODEL para las mdaquinas de TURING, y también para el conjunto enu-
merable de todas las series finitas compuestas de los signos 0 y
1, i. e., para todas las configuraciones finitas de signos que pueden
formarse en la cinta de una mdquina de TURING en un intervalo finito
de trabajo de la maquina. Esto sentado, consideramos el predicado arit-

méticode v + 2 argumentos

Ty(lk,ng,cceing, € )

el cual tiene lugar si k es el nimero de GODEL de una mdquina de
TURING que puesta sobre el argumento (n,,...,ny) se detiene des-
pués de un proceso (de un nimero finito de pasos) tal que Q es el
nimero de GODEL de la serie (finita) completa de confijuraciones es-
critas por la mdq una durante todo el proceso. El punto decisivo es el
de que por medio de una investigacién detallada del funcionamiento
de una maquina de TURING se puede demostrar que el predicado Ty es

primitivamente recursivo; de manera precisa, su funcidn caracteristica

1 sitiene lugar Ty,

/X%(k,ni,...,nv, ?) =

0 sino tiene lugar T,

es primitivamente recursiva. Ademds se demuestra muy facilmente la

existencia de una funcién U’ primitivamente recursiva de un argumen-



to con la propiedad siguiente : si @ es el nimero de GODEL de una
serie finita de configuraciones escrita en la cinta de una mdquina de
TURING, entonces U'(Q ) es el nimero de GODEL de la postrera con-
figuracién de esta serie. Ademds es fdcil ver que existe una funcidn
primitivamente recursiva U"" de un argumento con la propiedad siguien-
te : si n es el nimero de GODEL de la configuracién 01...10, en-
tonces U’ (n) = m. Pues bien, sea ahora f una funcién de v ar-
gumentos calculables por una mdquina de TURING y sea k el ngmero
de GODEL de esta mdquina ; entonces, evidentemente, para todo

(n,,...,nv) existe Q tal que

Tv(k,n,l,...,nv, Q )

N
1l

U’ (u’( PQ N § (k,n.,...,nv,Q )))

NELRTLe

]

U,v(U’(PQ'_y.nl(k,n‘,...,nv,?) -1=0))
y f es, pues, en realidad una funcién recursiva, tal como queriamos

demo strar.

(Recibido en octubre de 1962)
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