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Por 10 tanto, en lugar de considerar algoritmos para determi-

nor si una rel oc ion entre nurner os noturales tiene lugar, po derno s con s i-

derar algontmos para calcular efe<:tivamente los valores de una funci on

or i trnet icc, Es, pues, necesario preci sar el concepto de funci on efecti-

vamente calculable. Es esto 10 que efectuo TURING da un concepto

pre ci so de moquin o y define una funci6n or i trnet i co como efectiva-

mente calculable si existe una tal rnoquin o para calcular el valor de f

para coda argum en to.

Vamos a considerar en detallelas ma.mUnQ.L<iLIU~RJ.NG. Es

ci erto que este con cepto de mequi n a por ecer o rnuy parti cu Iar, pero mu-

chos ensayos hechos por diferentes autores para definir mcouin o s efec-

tivas mas generales que las de TURING, siempre condujeron a concep-

tos de rndquin c s equivalentes a las de TURING. Ademo s, el concepto

de funcion efectivamente calculable por una moou in o de Turing es equi-

valente a muchos otros conceptos exactos de funcion efectivamente cal-

culaUe. Por 10 tanto, la particularidad y la especialidad de las mequi-

nas de TURING son aparentes tan solo.

Pues bien, una mcquinc de TURING posee una cinta (en prin-

cipio, de longitud infinita) para escriLir sobre ella, 10 cual est o dividi-

da en una seri e de cuodro s, como se ve en Ia fi gura 3:

Figura 3
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La mcquino puede escribir una raya en un cuadro, 0 inv er so-

mente extinguir una raya anteriormente escrita en un cuadro. Esta for-

modo ella por el acoplamienta de un n urn ero finite de maquinas elemen-

tales, las cuales pueden ejecutar las actividades que a continuaci6n

les asignamos :

la mciquina de marcar M--+ escribe una raya en el cuadro

considerado en 10 cinta, en caso de que todavia no se encuen-

tre una tal raya en el cuadro;

la mciquina de extincion E-+ extingue 10 raya en el cuadro

considerado de 10 cinta, en coso de que se encuentre una tal

raya .en el cuadro considerado; en este coso decimos que 10
moquin o marco un 0;

fa mciquina de corriente a izquierda 1-.. paso del cuodro

considerado 01 cuadro limitrofe a 10 izquierda; y

la moquina del corriente a derecha D-+ paso del cuadro

considerado al cuadra limitrofe ala derecha. POl' fin,

/0 rndquin o R~ (maquina de decision 0 reducci en) deterni-

na aue el procedimiento continue de una cierta manera si se

encuentra una raya en el cuadro considerado (flecha superior),

o que continue de una otra cierta manera si no se encuentra

una raya en el cuadro con si derado (fl echo inferior).

Vamos a aclarar el func ionorni en to de las mcquin o s de TURING

con do s ejemplos : en primer lugar, 10 rnoqu in o acoplada de 10 rnon er o
siguiente :

~ . ,

Esta mc quin o escribe solre 10 cinta 10 serie 0101010 ••••• Po dr io

pensarse que una mcqui no de TURING puede solamente escribir series

peri6dicas de signos. Esto no es verdadero; en efecto, 10 rnoquino
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escribe la serie 0101101110.... Veamoslo: empezando en un cuadro

vo c io , la rndquin o escribe en primer lugar 01 y pasa en seguida al cue-

dro de la izquierda. Suponiendo ahora aue la rnoquino ha escrito la se-

ri e

n.
r-""-t

010110 ... 01. .. 1 (n > 1)

vamos a mostrar que de spue s de un n umero finito de movimientos la rno-

quina- ha escrito
n ,,~
,.-,~

010110 ... 01. .. 101. .. 1

En efecto : la mcquinc se corre sucesivamente a la izquierda hasta en-

contrarse en el postrer cuadro vcc io de la serie

h.
~

010110 •.. 01. .• 1

'".....-..-.,
Enton ce s la rnoquin c se correa a la primera raya del grupo 1 ••• 1

y la extingue. Luego la rncquin o se corre a la derecha hasta en"contrar
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un cuadro vcc io y Iuego se corre al cuadro lim itrofe de Ia derecha mar-

cando alii una raya. Entonces, pasando al cuadro voc io de la izquierda

sigue corri endo se hada la izquierda hasta encontrar el cuadro donde
~

habiamos borrado la primera raya del grupo 1 ••• 1, la cual vuelve a

esc ri bi r, Pasa Iuego a I a derecha, borrando Ia segun do' raya del grupo
~
1 ••• 1; a continuccion se corre hacia la derecha hasta encontrar el

cuadro vac io lim itrofe con el grupo

101. .. 101

morcando entonces una raya; corre se entonces hacia la izquierda hasta
~

encontrar el cuadro del grupo 1 ••• 1 al cuol Ie habra extinguido la

raya, vo l vi endol o a escribir, y vuelve a repetirse el proceso entero em-

~pezando por extinguir la t er cerc raya del grupo 1 ••• 1 • De spue s de

n ciclos de este genero, se lIega a tener en 10 cinta 10 siguiente :

"'" "'"r--'\ ~
010 ... 01. .. 101. .. 1

corriendo enseguida a la derecha para marcar una (n+ 1 )-esima raya.

Considerando este cuadro final, 10 mcquin o pasa nuevamente a la iz-

quierda sucesivamente para empezar entonces el proceso que nos dora

el grupo de n + 2 ray as. Y as i suce si vamente.

Damos a corrtinuoc ion algunas definiciones que completan /a

explicacion de las mdquin o s de TURING.

Q.dJ.!11fLQD 1. - Decimos que una mcquino de TURING eJilLcoL~_.sL~

sobre el argumento (nl, ... ,n~) si en la cinta esto escrita la serie

~~,~ ny

~ ~ ------.
01 ... 101 ... 10 ... 01 ... 1

6

y la mcquin o considera el cuadro en el cual se encuentra la ultima raya"'.,,--..
del grupo • 1 ••• 1 •



Definicion 2•• Decimos que una rndquino de TURING se detiene en

un cuadro dado si 10 mcquino considera este cuadro y cesa sumovimien-

to.

n si 10 mo cuin o esto colocada sobre el argumento n y se detiene en
~
01. •• 10.el cuadro correspondiente a 10 ultima raya de 10 derecha :

r.-.!!!-,.
Decimos tornbi en que 10 rndquino se detiene en 01 ••• 10

Definicion 4. - Una funci·on ori tm eti co f de v argumentos se dice

efectivamente calculable si existe una rndquin o de TURING que puesta

en coda argumento (n1, ••• , nv) ti ene cal cui ado el n umero f(n1/ ••• In.)

de spue s de un n urnero finito de pasos 0 movimientos de 10 mcquino .

Ejempfo 7. La rndquino

colocada sobre el argumento n, siempre se detiene en 0110 y por

tanto calcula 10 [unci-on f(n) = 2

Ejempfo 2. La rno quin o

colocada en el argumento (m, n ) calcula 10 Funci on. f( m, n )
en efeeto, si en 10 cinta aparece

m + n;

ft'\ "-,-......., ~
01. .. 101. .. 10

y 10 mdquin o considera el cuadro de 10 postrer roya, se traslada sucesi-
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vamente a la izquierda hasta colocarse en el cero comprendido entre

los grupo s de m y n rayas; all i hace una marca, trasl cddrido se por I a
~

derecha al cuadro vocio lim itrofe con Ia ul ti ma raya del grupo 1••• 1;

obteni endo se entonces en la cinta la ccnfiqurccion

M+"+',.-----.
01. .. 1. .. 10

con la rncquino puesta en el argumento m + n + I; borra enseguida la

ultima rny o de esta configurad6n y retrocede entonces para ponerse en

el argumento m + n. Aqui la rn dquinc se detiene.

Naturalmente, estos son ejemplos triviales de funciones efec-

tivamente cal cui ables, perc debemos conteritarnos aqui con ellos, remi-

ti endono s, para un desarrollo ulterior de la teoria de las mdquino s de

TURING y de los algoritmos en general, a los siguientes libros :

DAVIS, Computability and unsolvability, New York 1958

HERMES, Anfzlihlbarkeit, Entscheidbarkeit und Berechenbarkeit,

Berlin, 1961.

KLEENE, Introduction to Metamathematics, Ansterdam, 1952

EI libro de KLEENE, a pesar de ser de terncti co mas general,

consagra un capitulo a las rne quin c s de TURING y sobre todo a sus

aplicaciones a la I.ogica y a las investigaciones de los fundamentos de

la mcterndti co .

Ya hemos indicado que cdemcs de la defini ci.en por medio de

mdquincs de TURING,existen algunas otras posibilidades de definir el

concepto ce Fun ci.on efectivamente calculable. La defini cion por medio

de rndquin cs de TURING tiene la gran ventaja de que es muy facil de

concebir desde un punto de vista intuitivo. Pero tomando desde un prin-

cipio el punta de vista rncterncti co seria tal vez natural proceder de 0-
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tro modo, a saber: consignar en primer lugar algunas funciones senci-

lias, claramente calculables, e indicar en segundo lugar algunas opera-

ciones que transformen funciones calculables en funciones cclcul obl es,

y por fin definir las funciones calculables como aquellas funciones que

se pueden obtener por medio de un n urnero finito de las operaciones in-

dicadas tomando como punto de partida las funciones sencillas antes

consignadas. Es este el meto do por el cual GODEL y KLEENE han

introducido el concepto de [un ci.on calculable, 0 como se dice de fun-

cion recursiva; vamos a con s ider cr esta defini ci.on de GODEL-KLEENE

en detalle y a indicar los puntas principales de la demo str cci.on de la

equivalencia entre funciones recursivas y funciones calculables segun

TURING.

Definicion 5. - Una funcion ori trneti co se llama primitivamente recur-

siva si se puede obtener por un n urnero finito de aplicaciones de las 0-

peraciones de su st i tucion y de definicion inductiva tomando como pun-

to de partida las funciones siguientes :

a) la funci6n sucesor: S(n) = n + 1;

b) la funci,6n de identidad (proyecci.on)

( 1 ~ k s n ) ;

cl ) las funciones constantes: ((nl, ••• ,nll) = C,

Aqui nos sera de utilidad recordar las definiciones de las operaciones

de sustituci.6n y de defini ci.on inductiva :

Defincion 6. - Sean hl, ••• , h .. r funciones de v argumentos y 9

una funci.on de r argumentos. Entonces la funci,6n de v argumentos

definida por l o rel oci.on

f (n l' ... ,ny) = g (h" ( n1' ••• , h,,) , ••• , hr (n1 ' ••• , ny ))

se dice una funci.on obtenida por sustituci.6n (Cornpo si ci.co defuncio-

nes ) •

Definicion 7. - Sea g una fun ci.on de v argumentos y h una funci,6n
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de v + 2 argumentos. Entonces la [un ci on f de v + 1 argumentos de-

fi ni do por

J ( n\. ' ••• , nv )

f(n1, ... ,nv,n+ 1) = h(n1., ••• ,nv,n,f(ni" ••• ,n."n))

se dice 10 funci,en obtenida por definici'on inductiva mediante las fun-

cionex 9 y h.

Damos ahora algunos ejemplos de funciones definidas indue-

tivamente: tomando v = 1, g(n) = n, h(m,n,t) = Sf f }, lafun-

ci,On resultante es f(m,n) = rn + n , As i rni srno, si v = 1, g(n) = a
y h(n,m,t) = t + n, la funci'on resultantees la Iun ci.on

Hn,a) = a

f (n,m + 1) f(n,m) + n

esdecir, f(m,n) = nm. Tambienpodemosdemostrarqueapartirde

10 funci·on producto podemos definir inductivamente las funciones

(m,n) --'" m" y n _ n!. Muchas otras funciones como

n <: m

si n a
In _m/ = {n - m

m - n

si

si si n > a
son tcrnbi en primitivamente recursivas, e intuitivamente efedivamente

calculables. Vemos, pues, que 10 close de las funciones primitivamente

recursivas es bastante amplia; sin embargo, no todas las funciones e-

fectivamente calculables SOil primitivamente recursivas (y queremos

mo strar que t da fun ci on cal cu Iabl e es recur si va en el senti do de GO-

DEL-KLEENE). ACKERMMAN fue el primero en demostrar la existen-

ci a de un a fun ci on de cor octe efecti vamente cal cui abl e perc no pri mi-

tivamente recursiva. La Iun ci.on de ACKERMMAN (un poco simpl i fi cc-

da) se define por las ecuaciones siguientes :
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f(m+l,O) = f(m,l)

f(m + 1, n + 1) = f(m,f(m + l,n))

Debemo s en pri mer Iugar demo strar que este si stem a de ecuacion es de-

fine en realidad una funci6n f, y que e stc es efectivamente calculable.

La demo strcci on puede efectuarse por medio de induc cion completa con

respecto am. Para indicar 10 esencial bo s toro cqui presentar, por

ejemplo, el ccl culo del valor f(2, 1) :

= f(1,3) = f(0,f(1,2)) = f(O,f(O,f(l,l)))

= f ( 0, f ( 0, f ( 0, f ( 1, ° )))) = f ( 0, f ( 0, f ( 0, f (0, 1))))

= f(0,4) = 5

En segundo lugar debemos demostrar que la Iunci on de ACKERMMAN

no es primitivamente recursiva. La demo s trccion , demasiado larga pa-

ra presentarla completa cqui, se apoya en el lema siguiente :

Lema. - Si f es la [unci on de ACKERMMAN, para cada funcion ori t-

rneti co g(n1, ... ,ny) existeun num ero notur ol c tal que

Ahora bien, si fuese primitivamente recursiva, la funcion

g(n) = f(n,n) = f( I~(n), I~(n)) ser io f ombi en primitivamente

recursi vo, y por el lem a exi sti ria un n umero natural c tal que g ( n ) ~

=f(n,n) < f(c,n) paratodo n , En particular, tendriamos f(c,c) ( f(c,c),

10 cual es imposible. La demo strocion del lema puede hallarse en el

citado libro de HERMES.
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La exi stencia de 10 funcion de ACKERMMAN demuestra que

10 close de las funciones primitivamente recursivas todav!a no es 10
bastante ornp l ic para contener rc do s las funciones efectivamente calcu-

Iobi es, Para que ello ocurra debemo s admi ti r otra operaci On, odemris de

10 sus ti tuci on y 10 de definicion inductiva, y que transforma tombi en

funciones efectivamente calculables en funciones efectivamente calcu-

lables. Esta op er oci on se obtiene a partir del Ilamado ~-operador,

el cual se define de 10 manera siguiente :

Definicion 8. - Sea 9 una Iunci on ori tm eti co de v + 1 argumentos

que tenga 10 propiedad : para todo

g(n1, ... ,ny,n) = O. La [unci on

f(n\, ••• ,n,,) = min{ n I 9 (n1, ... ,nv,n) O}

n.1, ••• ,n\( existe n

definida por

tal que

= fl9 : (n I ,"', nv )

se dice que funcion obtenida de 9 por el r-operador.

Es claro que si 9 es efectivamente calculable, tcrnbi en 10
es; en efecto, para calcular el valor f (n1 ,"', nv) solo es necesario

calcularlosvalores g(n , ••• ,nv'O), g(n!, ••• ,ny,l), ••• hasta

encontrar el primer k tal que 9 (n l' "', nv ,k) = 0 (el cual exi ste

por 10 hip ote s l s sobre g), con 10 cual k = f(n
t

, ••• ,nv)' Natu-

rclmente no es posible, n general, dar con cnti ci pcci on una cota supe-

rior 01 nurnero de pasos necesarios parala determinaciOn de f(n" ••• ,n).

Estas consideraciones hacen plausible el hecho de que 10 aplicaciOn

del ~ -operador a fun ci ones pri mi ti vamente recur si vas, no produce en

general·una func ion primitivamente recursiva, sino una funcion efecti-

vamente cal cui able mas general. Es as! como se puede demostrar, por

ejemplo, que 10 Iun ci on de ACKERMMAN se obtiene por medio de 10 0-
p li c cci on del fJ--operador a una funci on primitivamente recursiva.

Ponemos en seguida 10 siguiente defnicion :

Definicion 9. - Una funcion ori trneti co se llama recursiva si se pue de
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obtener por un n urnero finito de cpl icaciones de las operaciones de sus-

ti tu ci on, definicion inductiva y opl iccci cn del ".-operador, tomon do

como funciones base las funciones 5, I~, C.

LJn teorema fundamental de 10 teor io de algoritmos es entonces

el siguiente:

TEOREMA .• Una funcion ori tmeti co es recursiva sisi es efectivamen-

te calculable por una rncouin c de TURING.

Dernostracion .• La derno struci on de este teorema es bastante largo y

cqu i solo daremos algunos indicaciones de los puntos deci sivos y esen-

ciales de 10 derno str oci on, Para demostrar que coda Funci on recursiva

puede calcularse por una moqui no de TURING, se procede en principio

como hemos indicado en el coso de 10 funcion f(n, m ) = m + n; es

decir, se construyc una mo cuin o de TURING que sea capaz de col cul or

efectivamente la [un ci on en cue stion •• Esta con strucci on no es dif ici l
~
IV 'para las funciones 5,

Iector.

C, y 10 podemos dejar como ejercicio 01

En seguida se construyen rnoqui nos de TURING capaces de

efectuar las operaciones de sus ti tu ci on, de definicion inductiva y de

f-A--operacion. Estas construcciones son diflciles en principio yo que I

naturalmente exigen un esquema de acoplamiento de las rnoouin o s ele-

mentales bastante extenso y cornp l i codo ; en to do coso, 10 cons tru cci on
expl ici to de dichas mdqui nos puede hallarse en los citados l ibro s de

DA VI S y HE RMES. Una vez acabada Ia con strucci on de estas mdqui n as

es focil imaginarse yo como tienen que cco pl or se con las mcquino s de

las funciones S, I~ y C, para construir una rnoqu ino de TURING que

efectivamente calcule una [un ci cn recursiva arLitrariamente prefijada.

EI acoplamiento no es otra coso que una imitaci On del procedimiento

por el cual se define 10 fun ci on recursiva prefijada mediante las funcio-

nes recursivas iniciales y las otras operaciones caracterlsticas. Por 10
tan to, hemo 5 prricti cam ente demo strado que cada funci.on recur si va es

efectivamente calculable en el sentido de TURING.
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Queda por demostrar reciprocamente que toda Fonci on efec-

tivamente calculable por una mcqui n o de TURING es recur si vo, Para

este fin se efec tuo una cri trneti zoci on de las mcquin o s de TURING por

medi o de una nurner oci on de GOCEL. Una num er ccion de GODEL, re-

co rdorno s, hace corresponder a coda el emento de un conjunto enumera-

ble un n urnero en tal forma que 10 tron s i ci on de un elemento 01 nornero

que 10 corresponde, y viceversa, se efectuo de manera efectiva. No es

dif ici l, aunque un poco extenso y pro li ]o, introducir una numeroci on de

GODEL para las mdquino s de TURING, y tornbi en para el conjunto enu-

merable de todas las series finitas compuestos de los signos 0 y

1, i , e., para todas las configuraciones finitas de signos que pueden

formarse en 10 cinta de una rnoqui n o de TURING en un intervalo finito

de trabajo de 10 rnciquinc. Esto sentado, consideramos el predicado or it-

rneti co de v + 2 argumentos

el cual tiene lugar si k es el n urnero de GODEL de una rnoquin o de

TURING que puesta sobre el argumento (n 1,0 •• , ny) se detiene des-

pue s de un proceso (de un n urnero finito de pasos) tal que ~ es el

n urnero de GODEL de 10 serie (finita) cornp l eto de confi jur ocion e s es-

critas por 10 maq Lina durante todo el pro ce so , EI punto decisivo es el

de que por medio de una investigaci.6n detail ada del funcionamiento

de una mdquin o de TURING se puede demostrar que el predicado Tv es

primitivamente recursivo; de manera precisa, su func i cn caracteristica

~){1Sl ti ene I uqcr Tv

'X 1'v ( J n 1' ......I n'V' I

si no tiene lugar Tv

es primitivamente recursiva. Adem os se demuestra muy facilmente 10
existencia de una funcion U' primitivamente recursiva de un argumen-
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to con 10 propiedad siguiente : si \:l es el nurn ero de GODEL de una

serie finita de configuracioncs escrita en 10 cinta de una rnnqui no de

TURING, entonces U' (~ ) es el n urnero de GODEL de 10 postrera con-

figuraci:6n deesta serie. Adernd s es focil ver que exi ste una Iun ci.Sn

primitivamente recursiva U" de un argumento con 10 propiedad siguien-
~

te : si n es el nurnero de GODEL de 10 configuraci6n 01. •• 10, en-

ton ce s U" (n) = rn, Pues bi en, sea ahora f una fun ci-on de v ar-

gumentos calculables por una rndquin o de TURING y sea k el n urnero

de GODEL de esta rncquin o ; entonces, evidentemente, para todo

(n" ••• ,ny) existe C( tal que

y

yes, pues, en realidad una funci.6n recursiva, tal como queriamos

demo str or ,

(Recibido en o ct o b re de 1962)
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