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POLINOMIOS ORTOGONALES RELACIONADOS CON
PROBLEMAS ESPECTRALES

por

JAIRO CHARRIS CASTANEDA,* GUSTAVO SALAS Y VICTORIA SILVA

ABSTRACT. Some Systems of orthogonal polynomials related
to the Chebichev polynomials and to spectral problems are
considered. One of the systems presents embedded eigenval-
ues. Their orthogonality measures an their spectra are de-
scribed in detail. Basic material is explained.

SUMARIO. Se consideran tres sistemas de polinomios ortogo-
nales relacionados con los polinomios de Chebichev y con
ciertos problemas espectrales. Uno de tales sistemas presenta
valores propios interiores al espectro. Las medidas de ortogo-
nalidad y los espectros de los tres sistemas se estudian en
detalle. Se describe el material bédsico necesario.

§1. INTRODUCCION. En [6], T.S. Chihara (v. también [5]) ha
estudiado el sistema de polinomios ortogonales {S,(x)} definido
por las relaciones de recurrencia.

x82p(x) =S82p41(x) +aS2,.1(x),
x82,(x) = 8S2p49(x) +bS8y, (x), n >0, (1.1)

y las condiciones iniciales

S_l(x) = 0, SO(x) =1, (1.2)
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Se supone que a, b > 0.

Relaciones de recurrencia de la forma (1.1) han aparecido re-
cientemente en el estudio de diversos procesos en fisico-quimica
(Slim [17], Wheeler [20]), y corresponden a tri-diagonalizaciones
del Hamiltoniano que describe el proceso (Broad [4]; Heller,
Yamani and Reinhardt [9], [10]), con respecto a bases apropiadas
del espacio L2. Los polinomios {S,(x)} son el sistema ortogonal
asociado a la matriz de Jacobi resultante de tal diagonalizaci6n.

En este articulo estudiaremos dos sistemas {P,(x)} y {Q,(x)} re-
sultantes de cambios en las condiciones iniciales de {§,(x)}. Asi,
{P,(x)} serd el sistema determinado por (1.1) para n 2 1 y por las
condiciones iniciales

Py(x)=1, Px)=x, Pyx)=x2-bc, ¢>0 13)
(nétese que S,(x) = x2 -b) mientras que {Q,(x)} estard dado por
(1.1) para n2> 1y por

QO(x)=1, Ql(x)=x, Qz(x) =cx2-c¢b, c>0 (1.9)

Tales cambios corresponden a variaciones en el estado inicial del
proceso y representan la bdsqueda de condiciones iniciales que
determinen la existencia de concentraciones espectrales, valores
propios sumergidos en el espectro continuo y polos de resonan-
cia. Permiten ademds estudiar en detalle, en un caso relativa-
mente simple, el efecto de perturbaciones de rango finito sobre
el espectro de un operador lineal autoadjunto, lo cual constituye
su principal interés desde el punto de vista matemético.

Si bien los fenémenos esperados no se encontraron, los polino-
mios determinados por (1.3) y (1.4) tiene algunas propiedades
interesantes. Las investigaciones en torno a ellos condujeron,
adem4s, a un sistema {R,(x)} que si presenta caracteristicas pe-
culiares (puntos de masa interiores al espectro) y que puede des-
cribirse, como {§,(x)}, {P,(x)} y {@,(x)}, en términos de los poli-
nomios de Chebichev. Aunque ignoramos si tal sistema se rela-
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ciona con procesos fisicos, ha motivado toda una seric de inves-
tigaciones sobre las perturbaciones que conducen a resultados
curiosos que esperamos presentar en un futuro proximo.

En la seccion N°2 estudiaremos las nociones bdsicas relativas a
los polinomios ortogonales y las matrices de Jacobi.  Aprove-
charemos la ocasién para mejorar y completar algunos resulta-
dos de [5]. En la Seccién N°3 revisaremos brevemente las propie-
dades necesarias de los polinomios de Chebichev. Las Secciones
N°4 y N°5 estardn dedicadas a los sistemas {P,(x)} y {Q,(x)}, y la
N%, a los {R,(x)}.

El presente articulo se originé en los resultados obtenidos por V.
Silva en su tesis de maestria y por G. Salas en su trabajo de espe-
cializaci6én, ambos dentro del Programa de Postgrado en Mate-
méaticas de la Universidad Nacional de Colombia en Bogota.
Algunas de las ideas en que se basan fueron presentadas durante
el XIII Congreso Nacional de Matematicas, Bogotd, Agosto de 1987,
y una generalizacién del sistema descrito en el §6 fue presentado
por el primer autor en la primera conferencia Ruso-Americana
sobre teoria de la aproximaci6n, Tampa, Florida, marzo de 1990

§2. MATERIAL BASICO. Un sistema de polinomios reales
{P,(x)} es un sistema ortonormal (S.0.N.) si

1) Para todo n 20, p,(x) tiene grado n y su coeficiente de méaximo
grado es positivo, kjp, es positivo. Ademds, py(x) = 1.

2) Existe una medida positiva p, soportada por el eje real, tal que

r“pm(x)pn(x)du =8, m,n 20 (2.1)

—o0

Se dice en tal caso que {p,(x)} es ortonormal con respecto a p 'y
que p es una medida de ortonormalidad de {p,(x)}.

Si {p,(x)} es un S.O.N., entonces {p,(x)} es una base (algebrai-
ca) del espacio C[x] de los polinomios complejos. Esto implica que

existen nimeros reales ap,bp, n2> 0, Unicos, tales que
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b, >0, n21, (2.2)

y que
Xpp(X) = bpyp1Pns1(X) + aupp(x) + byppy 1(x), n21, (2.3)

donde

_ _ X -4y
pyx) = 1, py(x) = b, (2.4)

De hecho, a,, b, estdn determinados por

2
ap = _[:x Py (N)d W, by g = I:x p, (X)p, ., (x)dn

n> 0, y se verifica ademés, a partir de (2.5) y con bg = 0, que

(2.5)

al +b} +bl = _r x2p2(x)dpn, n 20. (2.6)

En general existen muchas medidas p para las cuales (2.1) sa-
tisface (v.[6], p.73). Sin embargo, si el soporte Suppp de p es aco-
tado, p es unica, como se deduce del teorema de aproximacién de
Weierstrass (v.[5], p.99). La condicién de acotacién del soporte
implica, en virtud de (2.5) y (2.6), que existe una constante M>0
tal que

la,!<M/3, bn+1 <M/3, n20. 2.7

Supéngase ahora que {p,(x)} es el sistema de polinomios rea-
les dado por una relacién de recurrencia de la forma (2.3) con
condiciones iniciales (2.4). Supéngase ademds que (2.7) se satis-
face, lo cual haremos en todo lo que sigue. La matriz tridiagonal,
simétrica e infinita

ao b1 O
J= by a1 b2 0 ... (2.8)
0 b2 a2 bz ...
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se denomina la matriz de Jacobi de {p,(x)}. Sea £,(C) el conjun-
to de las sucesiones complejas {x,In >0} tales que

z Ix, I2 < +oo, (2.9)
n=0
Con el producto escalar
{xa}, {yn) = 3 Xa¥ns (2.10)
k=0

£,(C) es un espacio de Hilbert.
Sea {e,Iln >0} la base can6nica de £2(C): e, = (Bon, &1n, Son, -)s
n > 0. El operador lineal L: £3(C) - Z£2(C), definido por
Le,=b, 1p1+a,e, +bye, ;g n 20, (2.11)

y extensién lineal continua (suponemos que bgp =0, e_; = 0), es un
operador autoadjunto acotado, con

LI < M, (2:12)

y cuya matriz, con respecto a {e,}, es J. Se dice que L es el opera-
dor de Jacobi de {p,(x)}, y se verifica ficilmente por induccién a
partir de (2.3) y (2.4) que

L)} eg = ey, nx0 (2.13)
Para todo n 20, sean J =1, J;=[ag],
[ag 40 - 0 0
b by, - 0 0
1 91-22 5, 0
= AT © o of @19
0 0 SR | an-lJ

donde JA,, es infinita. Como se demuestra en [5], p.85, los valores
propios de J, son las raices x,;<x,;<-:- <X, , de p,(x), y estén
todos en [-M ,M]. Como J, es simétrica, existe una matriz unitaria
Up, tal que
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Xnl 0
Xn
UndnUn= " . (2.15)
0 Xnn
Si
& U 0
; { n ] (2.16)
0 0
entonces
Xn1 :
AT A A~ : 0
UnJnUn= : (217)
0 Im |
[ WA 0 L0

La relacién (2.17) puede escribirse (v.[5], p. 108) en la forma

A n ~

Jn= 2 Xnkunank, (2.18)
=1

donde

S e el

Hny = a1 ’ (2.19)
Y p2
i=ofi Gnp)

F,, = u,ﬁ")(uk(n))T, (2.20)

siendo uk(n) la k-ésima columna de U,, y

Fo=| F 0. (2.21)
0 0

Si se define entonces
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(0, X <X

£ )
oAbl B 1 4y S e TS NE L k21, (2.22

1=

I xenn,

E,x es una resolucién de la identidad, continua por la derecha

para J,, asi que si es L, el operador de £2(C) cuya matriz de
Jacobi con respecto a {e,} es J, entonces

Ln = [ xdE,,. (2.23)

- 0o

Sea o,(x) = (Epxeq; €0). El principio de selecciébn de Helly ([6],
p.53) permite escoger una subsucesion {out} de {o,} la cual es
puntualmente convergente hacia una funcién o: R — R. La fun-
cibn o es no-decreciente y, sustituyéndola por la oy =
limg_,o.0(y+€), si es necesario, se puede suponer que © es conti-
nua por la derecha. Es ficil verificar (v.[5], p. 109) que, bajo las
hipétesis (2.7), la medida p, definida para toda funcién continua
con soporte compacto por

E}‘du = f:{(x)do(x) ) (2.24)

(donde la integral de la derecha es una integral usual de Rie-
mann-Stieljes) tiene soporte Suppp contenido en [-M ,M]. (Obsér-
vese que o es constante fuera de [-M,M] y que (v.[6], p.54)
- 00 +oco
[ fau =1im [ f0)de,,@) (2.25)
- o0 k —o0 -00
para toda funci6én continua f sobre R).

Como se demuestra en [5], p.108, si k + j < n entonces

fpk (X)pj (x)do, (x) = 8. (2.26)
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Por lo tanto,
rpk(t)pj(t)du = lim rpk(t)p,-(t)dcm(t) =8kj. (2.27)
- 00 1 —oo - 0o

Entonces {P,(x)} es un S.O.N., con medida de ortogonalidad p,
cuyo soporte estd contenido en [-M,M].

Por otra parte (v.[S], p.111), si {p,*(x)} es el sistema de poli-
nomios reales definido como {p,(x)} por (2.3) para n 2 1 pero con
las condiciones iniciales

po(x) =0, pi(x) = 1/by, (2.28)
entonces
* n
Wy +e dg, (t
.I_)!Z_(_x_) pat —Z W i 29} e __gﬂg, xe[-M,M] (2_29)
I’n(x) k=1 xnk -X -ooX't
asi que
p *(X) iy t
fim 2o = [€5 rMe (2.30)
k—)oopnk(x) = X-t

La relacién (2.30) fue establecida en [5], p.111, y es todo lo que se
necesita usualmente en las aplicaciones. Demostraremos, sin

embargo, que, en realidad,

limp"—(x) = ”M, x e [-MM), (2.31)
n —oo B;(x) —eo X -1

y que la convergencia es uniforme en compactos de C-[-M,M].
Esta demostracién fue omitida en [5].

La relaci6én (2.31) se conoce como el Teorema de Markov y se
demuestra usualmente recurriendo a la teoria de las fracciones
continuas. La demostracién que sigue, basada, con algunas co-
rrecciones, en ideas producidas por M.E.H. Ismail en [11], es,
esencialmente, analitico-funcional.
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En primer lugar, es importante observar la siguiente relacion,
conocida como la identidad de Abel (v.[5], p.83):

by +1 [P,. (Pp+1 (X) =P n+1 (X)py (x)} =1, n=20. (2.32)

La relacién (2.32) se verifica facilmente por induccién a partir
de (2.3), (2.4) y (2.28). De (2.32) se obtiene que

Pyat® PR@ 1 1
Ppu@ P,@  bus1 p@pP, @

, z ¢ [-MM]. (2.33)

Ahora, el desarrollo en serie de Laurent en la corona Izl > M del
miembro de la derecha en (2.33) comienza con cyu4q-z727-1. Esto
implica que los coeficientes p®, de zJ-1,j =0, 1,2, ---, 2n, en los
desarrollos de Laurent de p,,*(z)/p,,(z) Y Pny1(2)/pn+1(z) en la
misma corona, coinciden:

u}") = u§n+1)’ j=0,1,:--, 2n, (2.34)

Pero, de (2.29) se deduce que

*( = i
Pa® ZZ-_]-I r tdo,(t), 1zI>M , (2.35)
pn(z) j=0 =00
asi que
'J)(n) = footjdcn(t)q j =0’ 11 S Rt ) 2" (2.36)

De (2.36) se concluye que

4oo 400
[Tpden = | ptdoum 2.37)

para todo polinomio p(x) cuyo grado sea < m+n. Esto implica que
lim rp(t)don(t) =lim r p(t)dop,(t) = r p()du (2.38)
n—oeo %-o0 k —eo - 00 - 00

para todo polinomio p(x).
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para todo polinomio p(x).

Volvamos ahora a (2.31). Sean K un compacto de C-[-M ,M] y
ag< -M <M < b tales que Kn[ay, by] =@. Como la funcién 1/(x-t)
es continua en K x[ag bgl, dado € > 0 existe, en virtud del teorema
de aproximacién de Stone-Weirstrass (v.[21]), un polinomio
p(x, t), de grado, digamos; m, tal que

<e. (2.39)

Sup
K x[ag b,]

- p(x,t)

xX-1

Se deduce que para xeK y k>n>m,

* b l * b
Pnts) [ odu(n)| _ [Pl [ ‘px.nydo, ()| +
p,)  ay x-t] Py ) a,
by by bo boauqr)
jaop(x,t)dc'n(t) - LOP (X,I)dGnk(f )+ LOP (X,t)dO'nk(t) -J.aO 7

Como el segundo término de la derecha es nulo se obtiene, de
(2.29), (2.37) y (2,39), que

b
% b 0 0 od op,(t)
Py (x) _J’ Od},l(t) <eg J do, ()| + Jﬂp(x,[yjo-nk(t) _Jjo.ﬂt_
ao X =

Py (x) a, x-1 a

Jb"_"_‘i"ﬁ(’_) ] f"Ml < ¢ [0a(bg) - on@p)]
a

ay X -t o X -t

+€e(0o,,(bgy) - o,,(ay))+sup sup
A W LHO zek telag,bgl

1 jbo 0
1| Yo 2o ® = ) dony(e)

ap

Como el miembro de la derecha es < 2e [0(bg) - 6(ag)] cuando
n -, se deduce que el de la izquierda tiende a 0, uniformemente
en K, cuando n > . Esto demuestra (2.31).

La funcién x(z) definida por
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(2.40)

donde el limite exista (lo cual ocurre si ze¢ [-M,M]), se denomina,
por buenas razones (v.[5], p. 105), la fraccion continua de
{p,(x)}. Los polinomios {p,*(x)}, que juegan un papel importante
en la teoria de los polinomios ortogonales, se denominan, por ra-
zones obvias, los polinomios numeradores del sistema {p,(x)}.

Sea ahora Evy el operador de Z2(C) definido por

o | Y

Eye, = Z{‘[Npk(t)%(t)dp(t)Jej, k =01, - (2.41)
j=0

y extensién lineal continua. Obsérvese que Ey=0 si y <- M, Ey=I si

y> M. Es también féacil verificar que limY_)p+IIEYx -Epuxll =0y

que EyE, = Eq, o = min {y.u}. En particular EYZ = Ey. Como

Y
(Evyepse;) = J‘_Npk(t)pj(t)du(t), (2.42)

se deduce, en particular, que

y
(EYeO;eo): ‘[wdp = o(y) (2.43)
y, mais generalmente, que
d(Eye; €)= pp(Y)pj (Ydo(y). (2.44)
Dado que entonces
fjd(E'Yek e ) = fmvpk(v)pj(v)do(v) (2.45)

00 +oo
=bk+1 rpk+1(Y)Pj(Y)dO(Y)+ ay J K (Vpj(v)do(y)

)
+ by J_gk -1(Npj (v)do(y)
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= bip+1 8k+1,j + a; Skj + by Sk-l,j

= (bk+16+1 + are + by ek_l;ej)

= (Lek;ej),

se concluye que {EylYeR} es una resolucién de la identidad para
L, continua por la derecha, y que la medida espectral de L,
d(EyeO;eO), es p (lo anterior constituye, en esencia, una demos-
tracién del teorema espectral para los operadores de Jacobi).

Ahora, Suppp =CpuPp, donde Cp, denominado el soporte con-
tinuo de p, es el conjunto de los puntos de incremento continuo
de o, es decir, de los puntos Ye R en los cuales o es continua y o(y;)
< o(yy) si. Y1 < ¥ < v,. Por otra parte, P p, denominado el soporte
puntual, es el conjunto, necesariamente enumerable, de puntos
de discontinuidad de o, es decir, de los puntos Ye R tales que o(y)-
o(y-0) # 0. (Aqui, 6(y-0) = limg 0+ o(y-¢)). Claramente

o(y)- o(y-0)= p({y), 7reR (2.46)
Por lo tanto, pu({y}) # 0 si y s6lo si ye P p.

Como se demuestra en [5], p. 96, el espectro o(L) de L coin-
cide con Suppu, oc(L), el espectro continuo de L, coincide con Cy,
y op(L), el espectro puntual, conjunto de los valores propios de L,
es P.

Por definicién, una sucesién x = {xp In 2 0} de numeros
complejos es un vector propio de L para el valor propio y si y sélo
sixe £y(€), X #0y L(X)=yx. En virtud de la definicién de L, esto
ultimo es equivalente a que

YXn = bns1Xn41 + AnXn + buxn, n20 (2.47)

(donde by =0, x.; = 0), asi que
Xn = xopn(y). n>0 (248)
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Noétese que entonces xo # 0. Por lo tanto, y es un valor propio de L
siy s6lo si X piy<+ .
n=0

Demostraremos ahora un resultado, generalmente atri-
buido a Chebichev, el cual no se demostr6 en [5]. La demostra-
ciébn se basa en el andlisis funcional, y evita todo uso de la teoria
de fracciones continuas, de las desigualdades de Chebichev y, en
general, de las técnicas propias del problema de los momentos (v,

(11, (2], [16D).

TEOREMA 2.1. Un punto estd en Py si'y solo si

ZP:(Y) < oo, (2.49)
n=0
En tal caso,
n({y})h =o(y) - o(y - 0) =-——£ . (2.50)
z Pn
n =)

Demostracion. Como hemos dicho, ye Py si y solo si yes un valor
propio de L. Por lo tanto, ye P, asegura que (2.49) se satisface.
Reciprocamente, si (2.49) se satisface, {p,(y)l n 20} es un vector
propio de L, como se deduce de (2.3), y ye Py. Obsérvese que (2.48)
implica, en particular, que el subespacio Ny(L) de £2(C) generado
por los vectores propios de L para y, es decir, Ker(L - yI), tiene
dimensién uno, y que {p,(y)} es una base. Escribamos ;Yz
{pn(7)}. Es facil ver ([21], p.309) que limg 50+Ey-¢ ;Y existe para
todo x e £2(C) (en el sentido de la norma). Escribiremos Eqy. X=
lim8_,)()+E'Y_s; y Ey.0 asi definida es una proyeccién ortogonal tal
que EyEy=Ey0Ey=Ey si p< v, Ey.0Eyp= Ey.0 siy< p. Se tiene
(v.[21], p.319) que (EYEY_O); _-_;para todo vector propio X para
Y. En particular, (Ey-Ey0) X Y =x y» de lo cual se obtiene que

" > Y 2
|Ix7ll2= Y p2(y) = 1lim f d (Exy; Xy) (2.51)
n=0 o i

47



CHARRIS, SALAS Y SILVA

Por otra parte, Eyp (L) = p(L)Ey para todo polinomio p(x) (v.[21],
pag.311), y de

+

- 0o

— o2 - — +oo - —
(p(L)ny;EB=f p(r)d(E,ny;y)=f p(NAETT) (2.52)

se deduce que
d(p(LYEyX; Y) = p(t)d(E4X:Y). (2.53)

Como

Y N > Y
fd(E,x,;y,)= S pa(n) pmmf d(Erensem)  (2.54)
n

m,n=0 i

y ex = pi(L)ey, (2.13) permite concluir que

Y 5 it Y
fd(E,xy;yy)= T pay) pmmj Palt) pm(t)d(Ereoie0) (2.55)
K m,n=0 K

Entonces

- gl he %

S pin=lim| d(E:xy;yy)J ) pf(y)p»%(y)‘{o(y)-o(v-@)},(z.sm

n=0 TR ‘m,n=0 ’

asi que

‘ 1
o(y) - o(y-0) = p({y) = =

> p,2(1) 257
n=0

Esto demuestra el teorema. O

Sea {P,(x)} un sistema de polinomios que satisface la relacién de
recurrencia

Py (x) =(A,x + B,,)Pn(x) - GFB_1 (x). n2=1, (2.58)

donde A,, B, son nimeros reales, y las condiciones iniciales

Py(x) = 1, P (x) =A,x +B,. (2.59)
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Supdéngase que
Cn+1 AIH'] An > O, n= 0. (260)
Entonces

n -1
kn=(Ao/An)Cr-.Ca= [] (ACken)/Aks1>0,  (2,61)
k=0

y se verifica inmediatamente que el sistema de polinomios
py (x) =B, () kn n >0 (2-62)

satisface la relaciéon de recurrencia (2.3) y las condiciones ini-
ciales (2.4), con

an =-By[An, bn+i =\/Cl+1/AnAn+l , n 20 (2.63)

{p,(x)} es, por lo tanto, un S.O.N. con respecto a una medida p, (la
cual tendrd soporte acotado si (2.7) se satisface). Entonces,

[ By OB (dh= kybua: m.n 20 (2.64)

Se dice que {P,(x)} es un sistema ortogonal de polinomios
(S.0.G.) con respecto a py que pes una medida de ortogonalidad
para {P,(x)}.

Los polinomios numeradores {P,,*(x)} de {P,(x)} se definen
mediante (2.58) para n 2> 1, con

Px) = 0, P{tx) =Ag. (2.65)
Se verifica que
Prx) =Vknpt(x). n 20, (2.66)
asi que
.
X@) = lim ; ((: = [T e tMML 2u67)

Si p es una medida con soporte compacto en R,
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1 [ dp@) (2.68)

n(z ;' TEsu
Ma) = omd 7ot PP

es una funcién analitica de z, denominada la transformada de
Cauchy-Stieltjes de p. La medida p puede recuperarse, a partir de
ﬁ(z), mediante la férmula de inversién de Stieltjes (v.[5], p.112;

(4], [12]):

+ oo +oo( ~
f fx)d u(x)=ll’mf ‘u(x +i¢g)-pux+ ie)}f(x)dx, (2.69)

3
L e—>0/-

vidlida para toda funcién continua f en R. Si

Y
oy = _[ du (2.70)

es la funciéon de distribucién de p, entonces

+ oo .

o(y)=11’mj {u(x+ie)-u(x+ie))dx. (2.71)
e 0%- o

De (2.31) se deduce que si p es la medida de ortogonalidad de

{P,(x)} entonces X(z) = -2niﬁ(z), ze [-M ,M],

_[f(x)du(x) = lim ﬁrm{X(x-ie)-X(x+is)}f(x)dx, (2.72)

€0+
y
: 1
o(y) =£11_) +2—f {X(x-i€) - X(x+ €) Jdx, (2.73)
NOTA 2.1. Sean
Xe(x) =X(x-ie)-X(x+ie) (2.74)
y
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P(x) = S lim X(x) (2.75)
en los puntos donde el limite exista. Claramente @(x) = 0 si
x¢ [-M,M]. Supbngase que ¢@(x) existe en casi todo punto de un
intervalo acotado [a,b] y que X (x)l < C = c(a,b) para casi todo xe
[a,b] y todo € < €g(a,b). Del teorema de convergencia de Lebesgue
([15], p. 36} se deduce que ¢ es integrable en [a,b] y que

oo
[Fan = [Fooseodx (2.76)

para toda funcién continua con soporte compacto en (a,b). Mis
generalmente, si / es un intervalo abierto en el cual @¢(x) existe
para casi todo x €/, y si para todo subintervalo cerrado [a,b] de I
es posible escoger c(a,b) y €o(a,b) como arriba, entonces ¢ es
integrable en I/ 'y (2.76) vale para toda funcién continua con so-
porte compacto contenido en /. En efecto, si [a,b] S  entonces
¢(x) 2 0 para casi todo xe [a,b]; si n6, seria posible encontrar un
subconjunto compacto K de [a,b], de medida de Lebesgue positiva,
tal que @¢(x) < 0 para xe K; pero entonces, de lo anterior,

wKkK) = er(x)eﬁ(x)dx <0, (2.77)

donde C (x) denota la funcién caracteristica de K; esto es absurdo.
Como es posible escoger una sucesién {f,} de funciones conti-
nuas tales que 0 < f(x) <fp+1(x) <1 para todo xel, que el
soporte de f, sea un subintervalo cerrado de 7, y que fu(x) —» 1,
xel, se deduce, del Teorema de Levi ([15], p.32), que

tim [ 7 0du = wa).
n—po v _

asi que ¢ es integrable, con

I:Zadu = u).
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Obsérvese que el argumento anterior no exige que existan c,
€0 > 0, tales que X (x)i<c sixel y& <gy.

Bajo las circunstancias anteriores se concluye que InPy=®
y, si ¢(x) > O para casi todo xe/, que I <Cy. Sil = (-M,M) entonces
¢(x)dx es la parte absolutamente continua de p. Si ¢(x) > 0 para
casi todo xe (-M,M)y p({tM}) = 0, entonces Cy = Suppp = [-M ,M].

El conjunto D de los puntos aislados de Suppp se denomina el
soporte discreto de p. Es claro que Dy < Py,. El siguiente criterio
es util para determinar si un punto yestd en Dy, y el valor u({y}).
Para su demostracién, vedse [5], p.114.

TEOREMA 2.2. Un punto yestd Dy en si 'y solo si es un polo
simple de X(z). En tal caso,

n({y}h = Res(X,y). (2.78)

DEFINICION 2.1. Un punto de masa de p interior a Suppu se
denomina un punto de masa sumergido.

Si yes un punto de masa sumergido de p,yePy-Dy. SiL es un ope-
rador de Jacobi de {P,(x)} entonces 7y € %yy € op(L).

Los polinomios numeradores {P,,*(x)} de {P,(x)} cumplen otro
oficio importante. En efecto, cualquier sistema de polinomios
{Q,(x)} que satisfaga (2.58) para n 21 puede escribirse en la
forma

0,(x)=AP,(x) + BP,*(x), n>0 (2.79)

con
A =Q,(x) B = ﬁ(glm S QuPI(X)).  (2.80)

Si {Q,(x)} satisface (2.58) para n >0 (con C, arbitrario) entonces
B = 0; y si ademds Q,(x) = 1, entonces Q,(x) =P, (x), n> 0. La re-
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lacién (2.79) resulta del hecho de que {P,(x)} y {P,,*(x)} forman
un sistema linealmente independiente de soluciones de (2.58),
como se deduce de la relaci6n

B (x)  By(x)
* =P, (x)f;zil(x) - Py (X)P,*(x)
P B (%)

n

(2.81)
=A0C1.--Cn, n20

otra de las formas de la identidad de Abel (v. (2.32)).

§3. LOS POLINOMIOS DE CHEBICHEV Estableceremos ahora
férmulas para las fracciones continuas de los polinomios de
Chebichev que serdn itiles en el futuro. A pesar de que existe
una extensa bibliografia sobre los polinomios de Chebichev, ra-
ramente se dan estas férmulas explicitamente. Introduciremos,
también, algunas funciones especiales que necesitaremos en las
préximas secciones.

Los polinomios de Chebichev se primera clase {T,(x)} estdn
dados por la relacién de recurrencia

2X Tp(x) = Tyy (X) + Ty (X), 720 3.1)

y las condiciones iniciales

To(x)=1, T,(x)=x. (3.2)
Los de segunda clase, {U,(x)}, por
2xUn(x)=U,,+1(x)+U,,_l(x), n=0,
Uy(x) =1, U;(x) = 2x. (3.3)

Obsérvese que

T, (x) = Upy () n20 (3.4)

(es costumbre suponer que P_,(x) =0, n =1, en cualquier sistema
ortogonal {P,(x)}). Por otra parte,
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U *(x) = 2U,_,(x), n>0. (3.5)

En la determinacién de las fracciones continuas de {T,(x)} y
{U,(x)} usaremos el siguiente resultado:

LEMA 3.1. (Darboux). Sean f(z) =3, =0anz", g(z) = 3, =0anz", y
supongase que f(x)y g(x) tienen radio de convergencia
0 < R< 4o,y que h(z) = f(z) - g(z) es continua en {z : 1zl <R}.
Entonces

a,,=b,.+o(11;) (3.6)

Una demostracién del Lema 3.1, consecuencia inmediata del
teorema de Riemann-Lebesgue, puede encontrarse en [5], p.116,
donde se dan referencias acerca de las diferentes extensiones y
miultiples aplicaciones del denominado método de Darboux.

Como se verifica inmediatamente a partir de (3.1) y (3.2),

2T = T 3.7
y

YU, n = 1—21——2 . (3.9)

fogur zt +t

Sean
(z 1)1/2= lz 11 - el/2Arglzl) (3.9)

donde -m< Arg(zx 1)< T,y

(2- 1) =(ee1) " (1) " (3.10)
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1/2
La funcién (22 - 1) es evidentemente analitica para
z€C-(-0,1], y puede prolongarse analiticamente a C-[-1,1] (pues
es continua en (-, -1)). Se tiene que

1/2 .
(22-1) =Yz2-1,ze R,z 21;
(3.11)

172
(zz-l) =-Yz2-1,ze R,z <-1
Ademais,

1/2
(x2-1) =iV1-x2, -1<x<1, (3.12)

con

1/2
2
1,-,,,+((x:ie) -1) =+iV1-2%, -1<x<1.  (3.13)

€50

Sean ahora

a(z)=z+(z2- 1)”2, B(z)=z-(zz— 1)”2, (3.14)

asi que o(z) + B(z) =2z, a(z)B(z) = 1. Es claro ademés que

a(x) - Bx) =2id1-x2, -1<x<l, (3.15)
y que
lim a(x +i 9 = a(x), lim B(x+e) =Px), -1<x<1, (3.16)
e->0+ e—0+

mientras que

lim a(x -jg) =B(x), lim Px -ie) =a(x), -1<x<1.(3.17)
g0t e0+

Se verifica también que IB(z)l < la(z)l, con IB(z)l = la(z)!l si y solo si
ze [-1,1], en cuyo caso la(z)l = IB(z)l = 1. Las funciones a(z), B(z)
son entonces analiticas en € - [-1,1] y IB(z)l < la(z)l para z en este
dominio.

Con o = a(z), p = B(z), (3.7) puede escribirse
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- 1- zt
In (2)tH = —=—=—'5 3.18
; " t-0) (¢ -P) (3.18)
Esta es una funci6n analitica de f para Izl < IBl, y tiene en # =B un
polo simple. De la misma manera se concluye que (Bla)—(ztﬂﬁ) es

también analitica para Izl <IBl y tiene en ¢t =B un polo simple.
Como

1-2zt ) 1-zB _ az -1
(t-a)(t-PB) B-0(t-B  (B-o) (-

es continua para Izl <IBl cuando z ¢ [-1,1], ¥

h(z,t) =

1-2B  _ 1-Bz ¥ con-1,n
(B-0) (¢ - @) o - ,Z()

se deduce que

1
T,(z) =L_-%_ B—n-l % 0[w], (3.19)

asi que

BTy (z) ~ ﬁﬁﬁ'l, n oo, zeg [-1,1]. (3.20)

(La expresién a, ~bp, n — o, significa que limy_ye an [b, =1).

Un argumento enteramente andlogo demuestra que

BnUn(Z) Nﬁ'ﬁ'l, n oo, zel[-1,1] (3.21)

Por lo tanto, la fraccién continua T(z) de {T,(x)} es

- B :
T(2) =T e 2 LI (3.22)

Esta es una funcién analitica de z para z¢ [-1,1]. De la misma ma-
nera se verifica que la fraccién continua U(z) de {U,(x)} es

U(z) =2B(z), z ¢ [-1,1], (3.23)
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y es analitica en C-[-1,1].
Noétese que

. . 2
pa 2 [i-x2 _
{U(x - ig) l.J(x+1e)}= - l-x4; ~ 18X 8], (3.24)
2nl 0, Ixl >1,

=li
p(x) el—'f'o

es continua sobre R.

Como WUg(x)l =1U(x - ie) - U(x + ie)l <40V1 +e2silxl<slye<1 (la
estimativa es burda), la medida de ortogonalidad p de {U,(x)} re-
sulta ser absolutamente continua, y estd dada por

du(x) =%. Y1-x2.C(x)dx, (3.25)

donde C(x) es la funcién caracteristica del intervalo (-1,1). Ané-
logamente se comprueba que la parte absolutamente continua de
la medida de ortogonalidad v de {T,(x)} es

1 .C(x)dx, (3.26)
V1 - x?

Como Suppv & [-1,1], entonces Py < {x1}. Pero
Tn(-]) = ('IYI’ Tn(l) = 1, (3.27)

mientras que ko = 1, k, = %. Entonces }:::()Tnz(il)/kn es diver-
gente, asi que Py =9 y v es absolutamente continua.

Las relaciones de ortogonalidad para ({T,(x)}y {U,(x)} son en-
tonces

- . tpnazl (3.28)
J':”Tn (X)) (x)dv = Lomn, m.n #0 , :
y
r«Un (X)Up (X)dp = dmn»  m, n 20. (3.29)

Por lo tanto {U,(x)} es un S.O.N., pero {T,(x)} no lo es (el S.O.N.
correspondiente a {T,(x)} es to(x) = 1, £,(x) = V2 T,(x),n21).
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Relaciones trigonométricas elementales muestran, por otra
parte, que

Tp(cos6) = cosn 6, U,(cos6) = Mn_-;l_)_g , 0<06<mn. (3.30)
sen

Un estudio detallado se los polinomios de Chebichev puede en-
contrarse en [13], [14], [18].

§4. EL SISTEMA ({P,(x)}. Consideraremos en esta seccién el
sistema ortogonal definido por

XPop(x) = Pops1(x) + aPop-1(x)
(4.1)
XPp4+1(x) = Papt2(x) + bPop(x), n21,
Po(x)=1, Py(x)=x, P,(x)=x2-bc, ¢>0, 4.2)
Eliminando P,(x) y Py,42(x) de (4.1) se obtiene que

(x2 - @ - B)P2p+1(x) = Popss(x) + abPypy(x), n21, (43)

y si
;n(X)= 1 — P2+ 1(x), n20, (4.4)
Yab
entonces
2WPW(X) = Prs () + Paa(x), n2 1, (4.5)
donde
w = wix) = "27"/.3—7?9. (4.6)

Por lo tanto, de (2.78) y (3.5),
P.(x) = AUL(w) + BUn.1(x), n20, (4.7)

y, puesto que Po(x)=xy
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Pix) = x> - bex - ax,
Vab

se obtiene, de (2.79), que

A = X, B=£l'_CM.x_ (4.8)

Se deduce que

Pop +1(x) =(‘[;; )'x '[Un (W)+£1_J_—Cb-lé 'Un-l(W)J , n>0 (4.9)
a

y mediante (3.3), (4.1) y (4.9), que

Panx) = (Yab) ¢ [U,.(w)+{—v1_—wi+a}U,.-1(w)}, n>0 (4.10)

ab &

Un célculo similar da, para los polinomios numeradores P,*(x),
las expresiones

P;,,(x)=(Vab) Un(w)+-L— Un-1(w)|, n20, (4.11)
Vab
J
. n-1
Pzn(x)=(Vab) X Un-1(w), n20. (4.12)
Observemos que para ¢ = 1, es decir, para los polinomios

{S,(x)}, (4.9) y (4.10) se reducen a

S2n+1(x) = (m)n -x Un(w), n20,
San(x) = (Vab) - [Un(w)+\/'§? Un-l(w)], n20,

que coinciden con las expresiones dadas en [S], [6]. En cuanto a
los polinomios numeradores S,,*(x), estos coinciden, evidente-
mente, con los P,,*(x), n 20. La fraccién continua S(z) de los po-
linomios {S,(x)} es entonces

(4.13)
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) z Una(w) Z_.B(w)
S(z)= lim S24(2) _ 1im Yab_Unw) _ Yab , (4.14)
D=0 §24(2) n_)ml+ a Un1(w) 1+v_g—-'ﬁ(w)
b Un(w) b

como se establecié en [5].

De la misma manera se llega a que la fraccién continua P(z)
del sistema {P,(x)} es
Z

* B(W)
P(z)=lim li:z"((z))= vab (4.15)
z - 2
n—e Py, c[1+ L ((d-0)22 4). B(W)]

Jab = ¢

0, lo que es lo mismo,

*
P(z)= tim P2ns1(2) _ a . (4.16)
n—e Pop41(2)

y un célculo simple muestra que

P(z) = . 4.17)
¢ [l+ lc-c -zS(z)]

donde S(z) estd dado por (4.14). Esta es la forma mds conveniente
de P(z). Si

M=(Na V5. -Wa -4o1)U(Wa Vo147 +45). (4.18)

P(z) tiene un conjunto continuo de singularidades esenciales en
M 'y es analitica en C - M, excepto, tal vez, por polos simples, u-
bicados sobre el eje real. Como ademéds el soporte de la medida de
ortogonalidad p de {P,(x)} estd contenido en [-N,N], donde

N = nfx(b Jev Y ¥Va (4.19)

’

se deduce que estos polos estardn colocados en uno de los interva-

los [-N, Va-Vb), (-Wa-Vbl, Na-Vbl), Wa+ Vb, N] (obsérvese
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que N >Ya +b). Nétese que N =Va+Vbsic =1, y, como se de-
muestra en [5], S(z) tiene, si a > b, y solo en tal caso, un polo
simple en z = 0. Los polos de P (z), si alguno, estardn entonces
ubicado en z = 0 y en los puntos fuera de M donde se anula el de-
nominador D(z) de P(z) en (4.17):

DZ)=c+(1-¢)z85(z2)=0. (4.20)
Sea ahora
¢(x) =lim {P(x -ie) - P(x +ie)} 4.21)
€0+

en los puntos donde el limite exista. Claramente ¢(x) = 0 para
x¢ [-N,N], y un célculo basado en las relaciones

. 1 J b
lim ——(S(x -1e}-5(x Xig) j=r——— N1-w2,xeM(4.22)
e 2mi ,ab Ax

sli_f)rb_,_S(x-its)=S(x), gi_l)n0+S(x +ig) = S(x),

védlidas para tales valores de x (v.[5]), muestra que

bc? Vi-w?2 xeM. (4.23)

9(x) = ;
awab 1x1 lc+(1-c)xS@)I12
Como, de (4.22),

Im(c +(1- ¢)xS(x)) =l(c—‘/_'_——1m. J1-w2, xeM, (424)
ab

se deduce que D(x) =c + (1 - ¢)xS(x) no se anula en este conjunto.
Por lo tanto, ¢(x) es continua en M. Por otra parte, D(il\/z - \/;I)
=0siazbyc= (Vb -Va )/Vb. En este caso, sin embargo, ID (012 =
(1 + w) F(x), donde F(+Wa-Vbl) = 2. Por lo tanto, ¢/M es con-
tinua en £1Va-Vbl. Sia=b, lim,_oo(x) = UnVa, y ¢/M es tam-
bién continua en 0. Un raciocinio similar demuestra que ¢ es
continua en i(\/—a—+\/_b_), y es fécil concluir, de lo dicho en la Nota
2.1, que ¢ es integrable en M y que
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+ oo

+o00
fdp =f f@x)p(x)dx (4.25)

para toda funcién continua f, con soporte compacto contenido en
M.

Se deduce que @g(x)C(x)dx, donde C(x) es la funcién caracteris-
tica de M, es la componente absolutamente continua de p. Ade-
més, puesto que @(x) > 0 en M, se deduce que M < Cy, el soporte
continuo de M.

En cuanto a D, el soporte discreto de p, éste estd contenido en
{0} U {xeR -M : D(x) = 0}, y Py, el soporte puntual, serd un sub-
conjunto de D, U {il\/z - \/E i—(‘/—a + ‘f;)}. Demostraremos ahora
que +Wa - \/_bgl y t(\/; + \/7) no soportan masas de p. Para este
propésito necesitamos observar, como se deduce de (4.1) y (4.2),
que

er(x)Pn (x)du = kn Smnv myn 2 O’ (4.26)

donde
ko= 1, ki1 = bc; kan= c(ab)”, kan+1 = cb(ab)”, n21, 4.27)

de tal manera que el sistema ortonormal {p,(x)} asociado con
{P,(x)} es

P2n(x) - P2n+1(x) ) (428)

Py, (x) = i D x) =
i Je(apys: N Jeb@ab)”

TEOREMA 4.1 El soporte puntal Py es puramente discreto;
es decir, Py = Dy. En particular, 0 ¢ Py si a=»b

Demostraciéon. Sea xg = +1Va -Vbl, asi que wo = w(xg) = -1.

De (4.9) se deduce, teniendo en cuenta que U,(-1) = (-)(n+1),
que si a # b entonces
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- ~(d-c)b
Pan+1 (Xg) =‘/£—C_);-.x0.|:n +1 ‘/;). n :I, n>0. (4.29)

Si C=M, p.2n+1(xo)=m-. Si c#L_Cb =X - I
0 Veb

Vo
PP N G ) Wy EIN ¢ 1.2 e (4.30)
ch [ VE

En ambos casos g,opzz“l(m) diverge, y xo& Pp. Supéngase ahora
que a = b, asi que xo = 0. De (4.10) se deduce que

p2a(0) = (-1)”«6-[n(1 -a)+ 1], (4.31)
de lo cual

p2n(0) ~ (-1)"¥e(1 - @)n , a# 1; p2a(0) ~(-1)"Vc,a=1. (4.32)

En ambos casos Y p7:(0) diverge, y O¢ Py.

n=0

El argumento que demuestra que i(\/a+‘fb—) no porta masa de
p es enteramente similar.

COROLARIO 4.1.Cy =M.

NOTA 4.1. Obsérvese que Cy =[-2\f5 ,2\/5 ]sia=b.

Describimos ahora Dy .

TEOREMA 4.2. Sia #b, el conjunto D es como sigue:
(1) 0<c<1l,a>b;Dy={0}.
(2) 0<c<l,b>a;
Du=¢sic2(\/—a +\IF)N7; G
Dy = {%Y}, donde 0 <y<\b -Va,sic<(a +Vbo )N b .
(3) c¢>1,a>b;Dy={0}.
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(4) c>1,a<b;
Du=¢sicz(\/; +\/F)/‘/F;
Dy ={y'},dondeNa +Vb<y' <N,sic>Na +Vb )Nb .
Demostraciéon. De (4.16) se deduce que los posibles polos de P(z)
estdn colocados en z = 0 y en los puntos fuera de M donde

(c-1)B(w)="Ya/b. (4.33)

Ahora,
Bw(0)) = B(- (a + b)/2\ab) = Vb/a si b<a,

B(-(a+ b)/2Nab =-Vaib si a<b.

Por lo tanto,

0, a<b

limz P(z) = ’ (4.34)

z- 0 L, b
a-b+ch

Esto permite concluir, en virtud del Teorema 4.1, que OeD siy
solo si a > b, cualquiera que sea c. Obsérvese que de (4.34 se de-
duce, cuando ¢ =1, que

limz §(z) = 0: suefD (4.35)

Z—a
a-b  g>p,
a

como se estableci6 en [5], p.123. Examinemos ahora las distintas
posibilidades:

(1) La relaci6én (4.33) es imposible en este caso, pues
IB(w)l <1 para cualquier valor de w.

(2) Sic =1, (4.33) es imposible. Si 1 > c= (b -Va )Nb .
entonces 1/(c - I)VWS -1, lo cual hace (4.33) imposible si
xe(Va -Vb,0) U 0, Vb - Va), o sea, si we (-(a +b)/2V ab, -1), ya
que entonces PB(w) > -1. Tal relacién es también imposible si
xe[-N, Ya - Vbl U Va + Yb], N], 0 sea si w > 1, pues B(w) > 0.
Entonces, Dy = ¢. Por otra parte, sic< (\[_ -_\/F )/‘/F entonces -1 <
1/(c - IWalb <Nalb =p(-(a+ b)/2Nab ), y deberd existir
woe (- (a +b)/2Vab , -1) tal que B(w) = 1/(c - 1)V a/b. Como B(w)
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es creciente en tal intervalo, tal valor w(y es unico. Sea entonces

ve (0, \/_b_- \/;) tal que w(y) = wy.

Las demostraciones de (3) y (4) siguen las mismas lineas, ob-
servando ahora que 1/(c -1)\/;7—5 > 0 'y, por lo tanto, que
(—I\/_(; \/E 0) v (O, Wa \/E) estard libre de masas en tal caso,
mientras que las habrd en [-N, ~Na- \/b_] (V) [\/Z + \fb_,N] si y sélo si
1/(c - IWa/b < 1.

De la misma manera se verifica que

TEOREMA 4.3.Sia = b, el conjunto D\ es como sigue:
(1) si0<c<2,Dy=9,
(2) sic>2,Dy= {#y'}, donde Na+Vb <y <N.

NOTA 4.2. Obsérvese que Oe D siy sélo sia>b.Sia=b, 0eCy.
Sia < b, 0¢ Suppp.

Resumiendo se tiene el siguiente teorema, cuya demostracion
es consecuencia de lo anterior y de algunos cdlculos simples.

TEOREMA 4.4. La medida de ortogonalidadp de {P,(x)} es
como sigue:
(1) O0<c<1,a>b. Entonces

dp(x) = ¢(x)C (x)dx + pd(x)dx, (4.36)

donde p¢(x) estd dada por (4.23) para xe;ly por ¢(x) =0 para
xeR-M,C(x) es la funcién caracteristica de M, 8(x) es la medida
de Dirac en 0,y
po=—b-a (4.37)
b-a+ ch
(2) O<c<L,b>a,cz (\/_B—-\/;)/‘/; Entonces p es absoluta-
mente continua y

dp(x) = g(x)C (x). (4.38)
(3) 0<cS1,b>a,c<(\/3_-\[2)/\]_b_. Entonces
dp(x) = g(x)C (x) dx + py{8(x - y) +8(x +7)}dx, (4.39)
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donde d(x £ v) es la medida de Dirac en t v,

= C bl- p.
y \/l_c< (1-¢)-a)

1 (Q-0’b-a

My = Res(P(2), ) =

(4) c>1,a>b. Entonces
dp(x) = g(x) C(x)dx + pod(x)dx.
(5) c¢>l,a<b,c<(Na +Vb)/N'b . Entonces
dp(x) = g(x) C(x)dx .
(6) c> 1,a<b,c>(\f; +\/3_)/\/7. Entonces

du(x) = ¢(x) C(x)dx + py{8(x - ¥) + 8(x + v }dx,

donde
Y = C b@0-c)-a)
VI -C
y
2
My = 1 _b(c-l)-a.
2(c-1) b(c-1D+a
(7) a=b.0<c< 2 Entonces
du(x) = o(x)C (x)dx.
(8) a=b.c>2. Entonces
du(x) = g(x)C (x) dx + py{d(x - ¥) + 8(x + ¥')}dx,
donde
Y=4q S<—a
1-¢
y
_c(c -2
Py = =——— =2
4 2(c - 1)

20 -¢) (1-¢)b-a

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)

(4.44)

(4.45)

(4.46)

(4.47)

(4.48)

(4.49)

(4.50)

COMENTARIO. Como se mencioné en la introduccién, el
cambio (1.3) en las condiciones iniciales de {S,(x)} que deter-
mina el sistema {P,(x)} corresponde a un cambio en las condi-
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ciones iniciales del proceso descrito y, por lo tanto, del corres-
pondiente Hamiltoniano. La matriz de Jacobi, de {S,(x)} es J,
como en (2.8), con a,=0n20,y

ban=+va, bms1=Yb, n20. (4.51)
La de {Pn(x)} es
bi=Ybc, bum=+va, bmi1=Yb, n>1. (4.52)

yap =0,n2 0. EI cambio en las condiciones iniciales representa
una perturbacién de rango 2. Ambas matrices presentan a M
como espectro continuo y tienen a 0 como valor propio aislado
cuando a > b. Este valor propio corresponde en tal caso a un es-
tado ligado (bound - state) que desaparece cuando a =b. En el
caso de {P,(x)} aparecen, cuando a<byc < (\/F- Va )/\/7. 0
c>(\/—; +\[b_)/\/7, dos valores propios aislados, que pueden en-
tenderse como un desplazamiento del valor propio 0. Sin em-
bargo, no se introducen estados de resonancia (por ejemplo, va-
lores propios interiores al espectro) ni, de hecho, ningin tipo de
concentraciones espectrales (por ejemplo, valores propios en los
extremos de los intervalos que constituyen el espectro continuo).

§5. El sistema {Q,(x)}. Tal sistema estd dado por

xQ2n(x) = Q2n + l(x) + aQZn - I(X), (5 l)
xXQ22+1(x) = Q2n+2(x) + bQ24(x), n21,

y las condiciones iniciales

Qo(x)=1, Qi(x)=x, Q2x)=(1+¢) (x2-b), c>-1. (5.2)

Nétese que el caso ¢ = 0 fue considerado en la Seccion N°4.

Tal como en la Seccién N°4, se verifica que
(x2 -a- b) Q2n+ l(X) = Q2n+ 3(X) + abQZn- l(x)» n>1, (53)
y que si

Dy = @20+ 1(X)
On(x)=2=2222"2 n20, (5.4)
({ab)"
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entonces, con w dado por (4.6),

~ 2
0n(x)=x|Unw) + cX2=b . U, _1(w)], n>0, (5.5)
ot e )
0O Sse¢a,
Q2 1(x) = (Vab)"x - |[Un(w) + cX2=b . U, _1(w)|, n20, (5.6)
Yab

De (3.3), (5.1) y (5.6) se deduce ademds que

O2(x)=
(5.7)
(VE)"[< 1+¢) XZF-:U,..I(w)m f_x_zv@_b;‘)b ~Un-2(w)}, n>0.
a a

Un argumento similar da, para los polinomios numeradores,
las relaciones

Q3n+1(x)=m)"[un<w)+c-x2;b-un.x(w)J
v—a—b (5.8)

Q'En(x)=(m)""x[(1+c)U.,-1(w)+c v;i'-un.z(w)}, n>0.

La fracciéon continua serd entonces

14€224b B(w) a(w) + cz’+b
z) =1 Yab =1 Yab 5.9
Az) , (5.9
@ < a(w)+2cw+cVa/b

2
14cZ=b B(w)
Yab
como se deduce de (5.6) y (5.8). En (5.9), a(w), B(w) estdn dadas
por (3.14). Si M es como en (4.18), Q (z) tiene singularidades no
aisladas en todo punto de M, y es analitica en C -M, excepto,
posiblemente, por polos en z = 0 y en el subconjunto D de R-M

donde
D(z):=w+ 21—[a(w)+ CW/bl]=°' (5.10)

c
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Obsérvese que O¢ D, pues w(0) = -(a + b)/2Vab y a(w(0)) = ~Nab si
azb,oaw()) = ~Nblasib>a.

Sic20, D(-Wa-Vb1,Na-Vb, ya que w, a(w) > 0 para
xe R-(MUD). Esto era de esperarse, pues si v denota la medida de
ortogonalidad de {Q,(x)},

Supp Vg[-ﬁ—v—b—,ﬁ+ﬁ]. c20. (5.11)

Si-1<c<0,D=DguD1UD.1, donde Do=(-Wa-Vbl , Wa -Vbl),
Dic(Va +Vb ,N), yD_.1 =-D1<[-N, Na -Vb). Aqui,

N=méx(“/—a—,ﬁ
1+c¢

Daremos ahora condiciones que garanticen que D # @¢. Obsér-
vese que D =¢@sic = 0, como se demostr6 en la Seccién N°4.

+1b. (5.12)

TEOREMA 5.1.Sic>0,D #¢siy sélo sia/b > [2c+1)/c]2. En
tal caso D = {xy}, donde 0 <y < Va-b.
Demostracién. Si Va/b < (2c+1)/c entonces (1/2c)(-l+c\/m)
< 1, lo cual implica que w + (1/2¢)(o(w)+cVa/b < 0 para
we (-(a +b)/2\/;;, -1), es decir, para ze (V?-\/_a \f;-\/;). Entonces
D = ¢. Por otra parte, si \/a/b > (2c+1)/c entonces D (0) =
-(1/2)(Nb/a +Va/b) < 0, mientras que D (Va-Nb) = -1 +
(1/2¢)(1+cNa/b) > 0, asi que debe existir ye (0, Y a-Vb) tal que
D(y) =0. Como D (x) es creciente en este intervalo, y es unico.

NOTA S5.1. El valor y puede obtenerse resolviendo la ecuacion

w(x)+-21—[a(w(x))+ c\/bz]=o. (5.13)

c

Esta es una ecuacién de segundo orden en w y bicuadrada en x.

TEOREMA 5.2. Si -1 <c¢ <0 entonces Do = 9.
Demostraciéon. Es claro que Do = ¢ sia =b.
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Si a > b entonces D (0) = (-1/2)(N b/a +(1/c)V a/b) > 0. Como D ( x)
es creciente en (0, W a-\/—b_|), entonces D (x) > 0 en este intervalo.

TEOREMA 53.85i-1<c¢<0,D1#9siy solo siNa/b > -Q2c+1)/c.
En tal casoD1 = {y'}, donde Ya +\b <y <N.
Demostraciéon. La condicién es equivalente a que

D(+a + VE)=1+.1_[1 +c\/hZ] > 0.

2c

Por otra parte

Dx)=w+ ;—c[a<w> + cv;i] e

cuando x — e, y es una funcién decreciente de x en [\171 +b, +00)
Entonces, debe existir y’ > Va + Vb, dnico tal que D (y’) = 0.
Claramente ¢y’ < N.

COROLARIO 5.1.S5i -1<c <0,D # ¢siy sélo siNa/b >
-(2c¢ +1)/c, en cuyo caso D = {xy’}. donde Va+Vb< Y <N.

COROLARIO 5.2.8i-1 <c < -1/2 entonces D = {xy’}, con ¥y’
como en el corolario anterior.

El espectro discreto Dy de v es entonces un subconjunto de
DU{0}. Mas precisamente:

COROLARIO 5.3. El conjunto Dy = {0} es como sigue:
(1) ¢ =0. Entonces Dy = {0} sia>b,psib<a.
(2)  ¢>0. Entonces Dy =g sialb< 1;Dy= {0} si1<Valb <
(2c+1)/c; Dy = {0, +y}, 0 <y <Va Vb, si Va/b > Qc+1)/c.

(3) -1<c¢<0. Entonces Dy =g siValb < 1, -(1+2¢)/c.
(4) -1 <¢<0. Entonces Dy = {0}, si 1< Ya/b < -(1+2¢)/c.
(5) -1 < ¢ <0. Entonces Dy = {iy‘}.con\/;+\[5_< Y £ N, si
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-(1+2¢)/c < Valb < 1.

(6) -1 <¢ <0. Entonces D, = {0, Yy}, con ¥’ como en (5),

Si W> 1, 1+2¢)/c .
Demostraciéon. Todo lo que queda por ver es que Oe Dy sia > b y
s6lo en este caso. Ahora, si a = b, Oc M, asi que 0¢ Dy. Podemos
suponer entonces que a # b, asi que 0 es, a lo sumo, un polo de
Q(2). Como a(w(0)) = Va/b sia >b, a(w(0) = -Vbla si a <b, se
deduce de (5.,9), que

0, b,

Ifm zQ(z)J as<

z—>0 _G;L, a>b.
a+ cb

Por lo tanto v tiene en 0 una masa, cuyo valor es

v({op=-2a-b (5.14)
a+ ch

si y sélo si a > b.
En cuanto a Py, se tiene que Py<SD vu{tl\/; - \/H i(\/_a + \/7)_)}, y

recordamos que Dy =gsic=0ya<b,Dy,={0}sic=0ya>b. En
este caso, Py =Dy. Mads generalmente:

TEOREMA 5.4. Py = Dy. Es decir los puntos x1 =+(Na +\Vb) y x5
=+Wa - Vbl no portan masas dev.
Demostracién. Obsérvese en primer lugar que

j+wQ}n(X)Qx(X)dﬂ=K,,5m,,, m,nZO, (515)

donde

Ko=1, Ki=b; K2n = (1+¢)(ab)", Kan+1=(1+c)b(ab)", n 2 1. (5.16)

Por otra parte, de (5.6) se deduce, teniendo en cuenta que
wi(x) =1y que Up(l) =n + 1, que
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Gon +1(x1) = (ﬁ)"xl[n ¥1 & c(va... 2).,,]
g (m)"x.[n {1 $ c(\/bZ+ 2)>+ 1].

Por lo tanto,

’

Qon+1(x1) _ X1 "/1=_2g+1
YK2.41 Y(1+0)b Vb ¢

mientras que

Gon+1(x1) X1 [1+c
VK21 Y1 + 0)b

a4+2
b

].,, @, 2c+1
’ b C

o o2
En ambos casos > Qo1 (X)) diverge.
n=0 Koan+:

La demostracién para x; = +Wa - Vbl es esencialmente la mis-
ma, usando (5.7) en lugar de (5.6) cuando a = b, y observando que
Up(-1) = (-1)" (n + 1), como se deduce, por ejemplo, de (3.30).

NOTA 5.2. Obsérvese, en particular, que O¢ Py cuando a = b.

Describiremos ahora la parte absolutamente continua de v. De
(5.9) se obtiene que

¢(x)= lim Qx - ie) - Q(x + ig)
Ko 2mi (5.17)

_(+0b 1 w? e
2
Wab ¥l [(1420)w +cValb] +1-w?

Nétese que

2
L(x)= [(1+2c)w +cVa/b] +1-w2>0, xeM,

de lo cual ¢(x) es continua en M- {0}, excepto si \/a/b = (2c+1)/c,
en cuyo caso L(il\/_a -\bl) = 0. En este caso
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L(x)=(1+ wF (x), xeM,
donde F(xIWa-Vbl) =2y

¢(x)=(1+c)b. Y1-w2  _ (1+o)b (1-w)2(14w) 2, xeM,
wVab | (1+w)-F()  zlabF (x) )

es integrable.  Obsérvese finalmente que si @ = b, en cuyo caso
OeM ,

lim ¢(x)=1+c
x—3 0 wya.

Esto permite concluir que @(x) es, en todos los casos, integra-
ble en M. Los argumentos expuestos en la seccién N°2 permiten
entonces demostrar que

TEOREMA 5.5. La parte absolutamente continua de v es ¢(x)
es ¢(x)-C (x)dx, donde ¢(x) estd dada por (5.7) para xe M y por
@(x) = 0 para xe R-M, y C(x) es la funcion caracteristica de M.

El Corolario 5.3 y el Teorema 5.4 permiten entonces describir
completamente a v. Obsérvese que el valor de la masa que v tiene
en los puntos ty es

U+a)b V1-w? oy ¥eab (5
{w +(1+2(3)Vw2-1:\(2 2Yab

v({£yh) =

COMENTARIO. La matriz de Jacobi de {Q,(x)} estd dada por
an=0,n20,y
bi=Yb, ba=4[—8—; b =1a, bamr=Yb, n>1,
l1+c
y representa una perturbacién de rango 2 de la matriz de Jacobi
de {Sn(x)}. El operador de Jacobi correspondiente presenta un
desacoplamiento del valor propio 0, pero, también, tres estados
ligados simultdneos, lo cual no ocurre con el de {S,(x)} ni con el
de {P,(x)}.
1%



CHARRIS, SALAS Y SILVA

§6. El sistema {R,(x)}. Este estd definido por
XR2a(X) = R2ns1(x) + —BF2 . Ryp y(x),
4(n+1

XxR2n+1(x) = Rans2(x) + -1 _ . Ry,(x), n20,
4(n+2)

con condiciones iniciales

R.1(x) =0, Ro(x) = 1.

(6.1)

(6.2)

La eliminacién de R2,(x) y R2,+2(x) de (6.1) conduce a que

(x2-1h)R 20 41(x) = Ran+3(x) + %Rzn-l(x), nz0,
4

asi que los polinomios

En(x) =4"R2n+1(x), n20,

satisfacen

Ra(x)=0, Ro(x)=x Ri(x)=4x-2x
y

2WRW(X) = Rus 1(X) + Ru-1(x), n20
donde

w=Ta(x)=2x%-1.
Por lo tanto, de (2.78) y (2.79),
Ra(x) = xUn(w), R2ns1(x) = L. xUn(w), n20.
4

Por otra parte, si

En(x)=—1_ R;n-f](x)y "2 00
4n

entonces ‘E,,(n} satisface (6.6) para n > 1, mientras que

Rox)=1, Ri(x)=4x?-3/2.
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De (2.78) y (2.79) se deduce nuevamente que
Ru(x) = Un(w) + ;_Un.l(w);

3 (6.11)
Roans1(x)= Zl'n'[U"(w) + ;—Un.l(w)], n>0.

La fraccién continua R(z) de {R,(x)} es entonces

=L ¢ ol | 1 Unaa(wW)|_1 1
R(z)—ll_)nlzll+2 Un(w)] Z[1+ B(w)] (6.12)

w=2z2 - 1. Aqui B(w) estd dado por (3.14). Esta es una funcién
analitica de z para ze¢ [-1, 1], y

p(x) = lim L {R(x-ie) - R(x+ie)

e 0% 2mi (6.13)
L{T-2, xe [-1, 0)u(0, 1],
0, X¢ ['lv 1]

la cual es integrable sobre R. De lo discutido en la Nota 2.1 se de-
duce entonces que la parte absolutamente continua de la medida
de ortogonalidad p de {R,(x)} es @(x)dx, y queda por determinar
si Oe Py,.

Obsérvese que

+ oo
I Rm(X)Rn(x)dp=KnOmn, mn20. (6.14)
donde
RN, L 3 HBERY RIS LEge Y, ) (6.15)
4n+1 4n+3
2 (n+1) 2
Si
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ra(x) = B2 50, (6.16)

VK,

ran(0) = (-1)'a/——2 . n>0, (6.17)
(n+1)(n+2)

como se deduce de (6.1), (6.8), (6.15) y de U,(-1) = (-1)"(n+1).
Como r2, + 1(0) = 0 entonces

entonces

r2(0)=2 — 1 -9 (6.18)
,EO ,E‘O (n+1)(n +2)
asi que Oe Py y
u({O})=%. (6.19)

Por lo tanto

‘TEOREMA 6.1. La medida de ortogonalidad p de {R,(x)} es
du=1; V1-x2C(x)dx + L 8(x)dx, (6.20)

donde C (x) es la funcién caracteristica de [-1, 1] y 8(x) es la me-
dida de Dirac en 0. Suppp = [-1, 1], y 0 es un punto de masa
sumergido en .

COMENTARIO. El operador de Jacobi L de {R(x)}, el cual estd
dado por la matriz de Jacobi (2.8) con

an=0: by=L. [n+2 p =L [n+l .50, (6.21)
2 n+1 2 n+2

tiene entonces un valor propio, 0, interior de o(L). Solo recien-
temente se ha encontrado, en forma mads o menos explicita, sis-
temas ortogonales con tal propiedad (v. [8]). Creemos que nues-
tro ejemplo es el mds sencillo que existe.
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