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1. - Ecuvacion general.

Se considera un vertedero (véase figura 0) cuyo perfil estd

determinado por las siguientes condiciones :
(1) kase: x = -a
(2) pared de derecha: y = 0
(3) pared de izquierda : y = Y(x) cuando -ag¢x<0
y = y(x) cuando 0¢ x<h
(4) ~o0 < Y(-a), Y(0), y(0)< +c0

Se plantea el problema de encontrar la relacién funcional que

existe entre y(x) y Y(x) si el caudal C es una funcién lineal de h
C = k(h + pa).

Se tiene sucesivamente :

.
C = k(h + pa) = Sf(x)(zg(h - x))%dx
“O
B v
= jY(x) (2g(h - x)) dx + Sy(x) (2g(h - x) {%ix
“Q [}
w (° 0
- (2g)‘S Y(x) (h - x) 4 + (2g)"*S )i = o dx
o 0
Cuando h = 0 tenemos :
0
oy = (29)”28 Y (%) (-x) Zdx
-

y despejando k,

(o]
k= 2ofpa* § ¥ 00 (-x) "
('Y
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y por tanto :

b 4 ° 14 °
gy(x) (h = x) 2dx = (h + pa) (pa)-' SY(x)(-x) X - SY(X) (h -—x)‘ézdx
0 <o -0
0 » *#
y SY(x)((h & gl & pellie 5) R | pa ) dx
-~
0
= SY(X)((h /pa + 1) (-x) - (h ——X)% dx
“G
'y
g Sy(x)(h 5 Ry
r

es decir, la funcién y(x) debe satisfacer a la ecuacién integral (ecua-

cion de Volterra de primera especie ) :

A ° -V,
K%x)(h-x)%dx = JY(X)((h/pa+ ])(-x)i(h—x)Vde
[+] -a

que es la relacién funcional buscada entre y(x) y Y(x) (en forma im-
plicita). Para resolver esta ecuacién se multiplican ambos miembros

por 2 vy se derivan con respecto a h :

n -y, ° -4
Sy(x)(h—-—x) *dx = SY(X)(Q(-X)Vz/pG-(h - x) ) dx
(7]

i

de donde, multiplicando ambos miembros por (u — h) e integrando
con respecto a h entre 0 y u, tenemos
w L w 9

g((u m)'”fy(x) thoex) ) dh = S((u-h)—v" SY(X)(z( AR (5 T
8 ° B ~a

y permutando las integraciones con respecto a x y a h en el primer

miembro,

“w, w i w0 ‘ ) _
(Mx) g((h-x) (o7 e = § (000 20050 = (h-x) (0= b ek

0
0 x “o



y recordando que
“w

= S((h B T 1)

x

tenemos
“w
“ 4 7] R R/
Sy(x) X = (g gY(x)(Q(-x) /pa -(h = x) )(u—=nh) dxdh)/=
o -~
Derivando ambos miembros con respecto a u

y(©) = D, S S Y00 (2(-x)"%/pa = (h = x) ) (u = h) “dxdh) /e
0

‘o
de donde, permutando las integraciones con respecto a h y a x y de-
rivando debajo del signo de integracidn

0 w
= {o, wa)(z( %)%/ pa = (h-x) % (u-h] € )dh) dx
°

y ejecutando la integracién con respecto a h

I

°
S K ‘pa =2(R/2 - fn‘*(-x/u)‘))dx/?t’

Y(x) D, (4(-xu) .

y(v) X

“~G

= S‘ Y(x)Dk(A(- xu)vz,/pa — 2ct¥(-x/u )vz) dx /x

-
0
= S-Y(x)(x/u)‘(Q/pu-% (x-U)-‘)dX
-e
de donde, cambiando x en -Xu,
o
y(u) = Jt"jY(-xu)x"‘(-ux-u)“ (2(=uX=u)/pa + 1)(-uv)
Qfry,
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]
n"S YX) X1 /(X + 1) - 2w/pa)dX

Qf1e
5 ;
= x“s Y(-Xx0) X% 2w/pa - 1/(X + 1))dX
L
y finalmente, cambiando X en z% y u en x,
amrV2
y(x) = Zﬁ.‘ g Y(-xzz)(2xzz/pa - 22,/(22+ 1))dz
(]

que es la relacién funcional buscada entre y(x) y Y(x) en forma ex-
plicita. Es conveniente encontrar el perfil de algunos vertederos espe-

cificando Y (x).

2. - Vertederos tipo Y (x) = b.
y(x) = 278 b(ct*(x/a)¥2- (x/O)-vz(P—2,/3)/P)
= 27 b(ct*(x/c)®~ (p—2/3) ™/ pxte)
Si se tiene en cuenta la condicién (4), y precisamente que y(0) es

finito, se ve que p debe ser igual a 2/3, con lo cual se tiene la so-

lucién conocida (vertedero Sutro)
’ -~ £ ‘/2
y(x) = 270 - b cfix/a)
(vease figura 1) con la respectiva expresion del acudal

C = (2(29)2ba¥2 /3)(h + 2a/3).

3. - Vertederos tipo Y(x) = b + cx.
(a/x )Yz
y(x) = 28"\ (b - c22x)(2x2 /pa =1 + 1/(22 + 1)) dz

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooo
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- 2]€|(b fn"(o/x)vz+ c(x tn¥(a /x)v"~ (ax)vz) +

(a®(ca/3 —b) (p = (10b - 6ca)/(15b —5ca))/px™e)).

En seguida se ve que si se quiere que y(0) sea finito (e igual a L) se
necesita que se anule el tercer término del paréntesis y entonces p tie-
ne aque ser necesariamente igual a (10b « 6ca) /(15b = 5ca), con lo

cual se tiene la solucién deseada :

y(x) = 20 a((b/a) cr¥(x/ o)+ c((x/a) ct*(x/a) %= (x/a)%)).
con la respectiva expresion del caudal

C = (b~ac/3)a®29)2(h + a(10b — 6ca)/(15b — 5ca))

Si en particular se toma ¢ = =5t /a, entonces la expresion del cau-
dal es

C = 8ba#(29)%(h + a)/3

(véase figura 2), es decir, ‘‘un caudal proporcional directamente a la
altura total’’.
En este caso la ecuacién del perfil dado es y = (=5b/a)x + b y la

del perfil encontrado

yx) = 2 7' ct*(x/ Q) 4(5(x/ )%/ (x/a)% + 1 — 5 (x/a))
y la base b¥ esté dada por
b = y(-a) = 6b

Cuando ¢ esigual a 0, es facil verificar que este segundo vertedero

se reduce al primero.

4. - Explicacion de algcunas notaciones.

Usamos las notaciones t®, ct¥ etc., en vez de las acostum-

bradas Arctn, Arccot, etc..
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