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Se considera un vertedero (vec se figura 0) cuyo perfil esro

determinado por los siguientes condiciones:

(1) ~ase: x = -0

(2) pored de derech a: y = 0

(3) pored de izqui erda: y = Y (x) cuando -0 < x < 0
y = y (x) cucndo 0< x< h

(4) - 00 < Y (-0), Y (0), y (0) < + 00
Se plantea el problema de encontrar 10 rel c ci on funcional que

existe entre y(x) y Y(x) si el caudal C es una funci on lineal de h

C = k (h + p o },

Se tiene sucesivomente :
t..

C = k (h + pc) = ) f (x)(2g (h - x))tI) dx
-0..

= ry (x) (2g(h - x) )hdx +
-0.

t"
) y(x) (2g(h - x) rdx
o

c..
~ ~(

x) ax + (2g) J y(x)(h - x) dx

o
Cuando h = 0 tenemos :

o
kpa = (2g)tl1~ Y (x) ( -x )1Iz.dx

-0..
y despejando k,

o
Wa -1 ( "h

k = (2g) (p o) ) Y (x) ( -x ) dx
-0.
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FIGUtA 0
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y por tanto :

(l if.
~y(x) (h - x) 2dx =
o

-.(h + p o) (pc)

o
( ~z i,f

= } Y(x)((h + pa)(-x) - path - x) )/ (po) dx
-a

o
( i12 1h

= ) Y(x)((h /pa + l)(-x) - (h -x) -) dx
-6.

i.
( lf2= ) Y [x) (h - x) dx
o

es deci r, Ia func ion y(x) debe sati sfacer a Ia ecuaci on integral (ecua-

cion de Volterra de primera e spe ci e ) :

que es 10 rel cci on funcional buscada entre y(x) y Y(x) (en forma irn-

plicita). Para resolver esta ecucc i on se multiplican ambos miembros

por 2 y se deri van con respecta a h :

.l..( -v~
o ) y(x) (h - x ) dx =

o
( ~ -Slz
) Y(x) (2 ( -x ) 2/ pa - (h - x) ) dx

-'"
de don de, multiplicando ambos miembros por (u _ h)-J/e e integrando

con respecto a h e itre 0 y u, tenemos

'\I,. L '\of. 0

\ ((u - h) -Vzfy(x) (h - xf'h dx) dh =Q\ ((u ~ h)-'ll. ~ Y (x) (2( _x)vz/pa - (I-J -x)Yjdx)dh
e 0 ~~

y permutando las integraciones con respecto a x yah en el primer

miembro,

~\ ~ '\I,. 0-lit V~ - -iii
(y(x) ~((h-X)(U-h)) dh)dx =J\ (Y(x)(2(-x) :;pa-(h-x)~)(u-h) dx)dh

o J' -r.-
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y re cor don do que

7f = '1'J ((h _ x)(u _ h))-1/2dh
J.

tenemo s

v-
'\l ( or liz -I/z.-~J y(x)dx = () ) Y(x)(2(-x) Ipa -(h - x) )(u-h) dxdh)/7C

o -0-

Derivando ambos miembros con respecto a u

"" ° -1/t.-~
y(u) = D.,.,( ~ ~ Y(x) (2(_x)lIz/pa -(h-x) )(u-h) dxdh}/n

o _ ....

de don de, permutando las integraciones con respecto a h y a x y de-

rivando debajo del signo de integrad6n

o '\A.

(( 1/2 -'1:-1/,
y(u) = j D'I..()Y(x)(2(-x) Ipa -(h-x) Z(u-h)Z)dh)dx/,7C

-(.I.. 0

y ej ecutando Ia integraci on con respecto a h

o

y(u) = ~ Y(x)D",,(4(-xu)Vl./pa -2(Jt/2 - tn....(-x/u)~))dxl7\

-'"

=
o
( ~ v.
) Y(x)D14,(4(-xu) Ipa - 2ct--(-x/u)Z)dxlx

o

= If-'S Y(x)(-x/u)~(2/pa + (x-ur')dx

-0.

de don de, cambiando x en -Xu ,

o

y(u) = Jel J Y(_Xu)XVz(_uX_u)l (2(-uX-u)/pa + l)(-u)dX

CAl1.\.
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FIGURA 1.
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o

= It-I ~ Y(-Xu)X
Vz

(l/(X + 1) - 2",';po)dX
(J,(1A,

o
= Jet) Y(-Xu)X'k(2IA./po - 1/(x.+ l))dX

0./...

y finolmente, combiondo X en zl. y u en x,

("he)ve

y(x) = 2JC' ~ Y(-xz~ )(2xz2./po

o

que es 10 rel cci on funcionol buscodo entre y(x) y Y(x) en forma ex-

pl ici to, Es conveniente encontror el perfil de algunos vertederos e spe-

ci fi con do Y(x).

y(x) = 2Jf'1. b(ct~(xlo)JI~ (xlo,-"'(p-2/3)/p)

Si se tiene en cuenta 10 con di ci on (4), y precisomente que y(O) es

fi n ito, se ve que p debe ser iguol a 2/3, con 10 cuol se ti ene 10 so-
I uci on conoci do (ve'rtedero Surro )

-. ~ It..y ( x) = 2 IT . b ct \ xl 0) <.

. (veose figuro 1) con 10 respectivo expr e s ion del ooudol

c = (2(2g)~bo~(' 13)(h + 20/3).

3. - 'Lertede!:p_ULE...~_YJ_~.L.==~_L.~x_.
(Q./ll p'z.

y(x) = 2'X.-
e

~ (b - cz2 x)(2xzl/po -1 + 1/(z'2 + l))dz
o

a " 0
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-I 'It '12 "I 'h liz= 2/C (b tn (a/x) + c(x tn (a/x) - (ax) ) +

(av2(ca/3 - b)(p - (lOb - 6ca)/(15b -5ca))/px""I.)).

En seguida se ve que si se qui ere que y(o) sea finita (e i9ual a L) se

necesita que se anule el tercer termirio del por en t e s i s y entonces p tie-

ne que ser necesariamente igual a (lOb -6ca)/(15b -Sea), con 10
cual se tiene la so lu ci on deseada :

y(x) = 2£la((I:,/a) ctClC'(x/a)Jiz+ c((x/a) ct4-(x/o)Y"_ (x/a)~)).

con Ia respecti va expresi on del caudal

C = (b - ac/3) alt(2g)li(h + a( lOb - 6ca)/(15b - 5ca))

Si en particular se toma c = -5b/a, entonces la expresi6n del cau-

dal es

.1 YoC = 8baz(2g)Z(h + a)/3

(veo se figura 2), es decir, "un caudal proporcional directamente a la

al tura total".

En este caso la ecuuci on del perfil dado es y = (-5b/a)x + b y la

del perfil encontrado

y(x) = 2 If' b ct·(x/a)'I.l(5(x/a)~/ d(x/a)~ + 1 - 5 (x/a))

y la base boW'e s to dada por

b"" = y ( -o ) = 6b

Cuando c es igual a 0, es focil verificar que este segundo vertedero

s e reduce al pr i rnero ,

4. - J_'PljE~~Lon de alC'unas not~~iones.

Usamos 10 notaciones tn", ct., etc., en vez de las acostum-

bradas Arctn, Arccot, etc ..
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