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UNA SOLUCION VIA EL METODO DE YAMABE DE UN
PROBLEMA EN EL EXPONENTE CRITICO DE SOBOLEV

por

G. GARCIAl, H.H. GOMEZ2

J. R. QUINTER03 y C.RODRIGUEZ4

§1 Introducci6n. En este articulo se probara que el siguiente
problema semilineal elfptico con valores de frontera:

t1u + AU + uluI2*-2 = 0, en n C lRn(n ~ 5), A > 0
(1. 1)

u = 0, en an.
con n C lRn(n ~ 5), A > 0, tiene una soluci6n u no trivial.

Este problema es muy interesante porque en 2* = 2n/(n - 2), el
exponente crftico de Sobolev, la funcional asociada con esta
ecuaci6n no es Palais-Smale y el caso no puede abordarse direc-
tamente por metodos variacionales [Ni, p.277]. En [B-N] se de-
muestra que el problema 1.1 tiene una soluci6n positiva en n,
siempre y cuando 0< A< AI. donde A I es el primer valor propio del
Laplaciano en n, superando por primera vez la carencia de
compacidad. En [C-F-P] se prob6 que el problema 1.1. tiene una
soluci6n no trivial para cada A > O. Con un enfoque diferente,
[A-S] probaron un resultado similar.
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En este trabajo probaremos por otro metoda el resultado de
[C-F-P]. EI metoda es el utilizado por primera vez en [Ya] para
abordar el conocido Problema de Yamabe. Consiste en estudiar la
familia de problemas que se obtiene reemplazando el exponente
crftico 2* que aparece en 1.1 por un mirnero menor. Teoremas
tipo paso de montana permiten demostrar la existencia de infini-
tas soluciones antes del exponente crftico (Vease, por ejemplo,
[G-G-Q-Rl] donde vemos que este resultado se deduce del trabajo
de [R 1]); es natural, pues, conjeturar la existencia de infinitas
soluciones en el exponente crftico. En este trabajo demostrare-
mos que la solucion con la energfa mas baja efectivamente con-
verge cuando nos aproximamos al exponente crftico, a una solu-
cion no trivial de 1.1.

En [G-G-Q-R3] sugerimos una idea que podrfa conducir a la de-
mostracion de que soluciones de energfa mayor definen efecti-
vamente una familia infinita de soluciones de 1.1.

Los autores agradecen las conversaciones que sobre este pro-
blema han tenido con J. Escobar de Indiana University.

§2. Preliminares. En adelante 0 denota un :dominio acotado en
R n con frontera suave, n ~5, '·Ip denota la norma del espacio de
Banach Lp(O), (p z I), yHo1(O) es el completado de COOO(O) con
respecto a la norma

(2.2)

Sea

. {r 2 l'"f )(n-2)/n }S =lnf Jo1V<p1 dx / .r:> :CPEH~(O) - to} .

la mejor constante de Sobolev para la inclusion de HJ(O)' en
L2*(O) donde 2* = 2n/(n-2) es el exponente crftico de Sobolev
([Au] [Tal).
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Sean <Il1.<Il2 ... ; Al < A2 ~ A3. .... tales que

en n,
en an,

2l<Ilj12=1 Y IV<Ilj 10 =I<Ilj I =Aj. Adern as, {<Ili }jEN es un a base ortogon al
de HJ(n).

Sean Po> OYXoEn tal que B2po(xO) cn; y sea O<e<po un rui-
mero que se determinara mas adelante. Definamos la funcion

donde ",(x) es una funcion continua a trozos y no decreciente de
Ix-xol. tal que ",(x) == 1 en Bpo(xo), ",(x) == 0 en ci-B 2Po(xO)' 0 s ",(x) s
1 en n, IV",I <1/po cuando Po s IX-xo' ~ 2Po y

n-2

""xo(x) =[ ,2 + 1:_XOI~-2-

Dado A>O, definamos ko= min i k : A<Ak} y

q> k = Pr .1 <p(x)
E, 0 (<Ill' <Il2, .. , <Ilk - l)L ~ .

o 2(Q)

Puede verse en [G- G- Q- R 2] que q>E, k 0 ~ O.Sea Hlk 0 =( <P I, <P2
<Pk 0 -1' <PE,ko) y tomemos un conjunto ortogonal de funciones

tales que

Definamos

donde

(

q>.

ej = qJE:, ko

qJi

l~i~ko-l

i = ko

ko + 1 s i s m
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N6tese que dim Hkm = m - k + 1

Supongamos que l~q s n+2/n-2 = qo; sea Lq = {u EHJ(Q): Iulq+ 1
=l}y Lq,km =Hkm nLq.

Consideremos la energfa asociada con L'1 + A, definida por

Puntos crfticos de E'A,km tipo minimax cuando 1< q < qo se pueden
encon trar variacionalmente asf [R2]:

Cq.k,m = E'A(Uq.k.m) = sup{minUE AE'A(U):AE ~}

donde ~ = {A C Lq,lm : y(A) ~ m - k +1, A compacto y simetrico de
H 01- {O }}, con m ~k ~ k 0 y y (A) denotando el Indice topol6gico de
A (ver [F-R]). Los valores crfticos Cq,k,m tambien se pueden ca-
racterizar como

Cq.k.m = E'A(Uq.k.m) = in!{maxuEAE'A(U):A E ~}

donde ~ = {A:A C Lq,1m,y(A) ~ k,A compacto y simetrico de H 01 -
{O}} (ver R2, p.50).

Ademas los puntos crfticos Uq,k,m (m ~k ~ k 0) satisfacen la igual-
dad

fn~q.k,m .V'~dx - AfnUq,k,m ~dx

= C f kJ Iq - 1 U Y dqkm n q ik i m q.k.m· ~ x (2-3)

para todo ~EHlm' Por otro lado se tiene:

iEOREMA 1. Sim~k~koyl~q~qo' entoncesCq.k.m ~

Cq,k.m+1 > O.
Demostraci6n. Ver Teorema 10 y observaci6n final en [G-G-Q-
Rl].
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OBSERVACION. Si k zko, entonces

Cq.k.k = maxUE2.q.k EA(u) Y Cq,k.m s Cq,k,k, m ~ k .

donde Iq.k = Iq.kk. Definamos

Cq,m = infm Cq.k.m, 1 s q ~ qo·

De la observaci6n se sigue que

Cqo.ko ~ maxu E 2.qo.k/A(U)

Modificando los argumentos usados en [C-F-P] se puede demos-

trar:

LEMA 1. Si e< Po (popequeiio), entonces maxUE2.q.k EA(u) < S.
Demostraci6n. Para obtener este resultado utilizOa~os la de-

sigualdad

< S + cen-2 pt-n - Ai; e2 +c en-2 pt +cen -2/2 Pt '
2

ICPE'ko
I2*

tomando e = rP/2 (ver [G-G-Q-R2], [Es]).
°

Concluimos los preliminares caracterizando los valores crfti-

cos tipo mfnimax de EAILq

TEOREMA 2. Si kzko y 1sq <qo entonces E)../:Iq posee un punto
crftico Uq,kE Lq tal que C k = E)..(u k)' Ademas, satisface la igual-q, q.
dad

fQvuq.k .V~dx-I.kuq,k ~dX=Cq.kfQIUq.klq-lUq.k ~dx (2-4)

para todo ~E H/( Q).
Demostraci6n. Ver [G-G-Q-Rl, observaci6n final].
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§3. El Metodo de Yamabe. Para cada 1 s q < qo y k ~ ko hemos
encontrado U q .k E H deo) que satisface la igualdad 2.4. En esta
secci6n vamos a extraer de la sucesi6n {u q ,ko} una subsucesi6n
{Uqi,ko} j con qj ~qo' la cual converge debilmente a una funci6n
UqO,k 0 en H 01(0). Tambien probaremos que UqO,kO satisface la
igualdad

r r f qo-2
JoVuqO,ko.v'C,dx-AJifqo'ko~dX=CqO,kO oluqo,kol Uqo,ko~dx (3.5)

para todo ~E Hi( !2).

Sin perdida de generalidad asumiremos que m(Q) = J0 dx = 1.
Primero probamos algunos resultados tecnicos,

LEMA 2. Si m:?ko y q>p entonces Cq,ko,m s Cp,ko,m·
Demostraci6n. Sea 11: Ip ~ liJ el homeomorfismo impar 11(U) =

~.Iu l;:l+l entonces

Cp, leo, m ~ sup
ACLp,lm

y(A) ~ m - ko + 1

sup
ACLp,lm

y(A) ~ m - ko + 1

mi nE ~(TJ(u»'lu!~ + 1
ueA

Pero como lulq+1_~ lulp+1 = 1 Y Y(11(A» = y(A),

Cp,ko,m~ sup minE~(TJ(u»~ sup minE~(TJ(u»
ACLp,lm ueA ACLp,lm ll(u)eA

y(A) ~ m - kO+ 1 y(A) ~ m - ko + 1

~ SUp min E~(TJ(u» ~ Cq, ko, m.
ll(A)cLq,lm ll(u)eA

y(ll(A» ~ m - leo + 1

Del Lema anterior y el Teorema 1 se sigue que,

COROLARIO 1. Si m :? ko y q > p, entonces 0< Cq,ko s Cp,ko'

Un resultado basico para la demostraci6n del teorema princi-
pal es el
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LEMA 3. Lim Cq ko = Cq k'
q-+qo' o' 0

Primero demostraremos un resultado de caracter general.

TEOREMA 3. Supongamos que J: [a,b] x A ~ R es continua,

donde A es compacto, entonces La funcion:

definida por JA(q) = minl-lEAJ (q,u) es continua.
Demostraci6n. Sea qn ~q. Probaremos que JA(qn) -+JA(q). De la
definici6n de JA, para cada n , existe UqnEA. tal que.

JA(qn)=J(qn.Uqn)$:J(qn.U) paratodo UEA. (3.6)

Como [a,b]xA es compacto, existe {nk} C{n} tal que.

(qnk ' uqnk) -+ (q, Uq)

y

Tomando limite cuando k -+00 Y usando la continuidad de J.

Demostraremos que JA(q)=J(q,Uq). Para ello supongamos que
JA(q) =J(q,li) .De fa definici6n de JA Y 3.6.

J A(qnk) = J(qnk.unk) s J(qnk' Ii);

de donde

lfm1A(qn/c) = Jtq, Uq) s Jt q, U).
Ic-+-

Por otro lado se tiene que.

J A(q) = J (q, Ii) s J (q. Uqnk ).

Tomando limite cuando k -+00,
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Por 10 tanto, J (q, Iiq) =J (q, u) .Realmente hemos probado que para
cada qn ~ q existe q nk tal que

Para concluir la prueba supongamos que limk~ 00 J (qnk) =L. Cla-
ramente IL 1< +00, Sea {qnk'} C {qnk}' Entonces limk' ~oo JA (qn k) =L. U-

tilizando 3.7. se sigue que

lfm JA(qnk') = h(q).
k' -+~

Demostraci6n del Lema
racterizaciones de Cq,ko,m

cuando 1<q ~qo y m ~ko' Por

3.4. Del Teorema 3 y las dos ca-
se sigue que C q ,ko .m es continua

10 tanto,

Cq,ko = in! cq k mm ' 0'

es semi continua superiormente. Como C q ,kO es decreciente en q

el resultado se obtiene.

EI siguiente Teorema da el criterio de Aubin [Au] para encon-
trar ' soluciones no triviales al problema 1.1.

TEOREMA 4. 0 < Cqo, ko < S.
. Demostraci6n. La primera parte de
puede ver en [G-G-Q-R2, Teorema 2].
que

la desigualdad C qO,kO > 0 se
Para la otra parte notemos

Del Lema 1, maXUELq,lkoE).,(u) < S; de modo que, 0 < CqO ,ko < S.

TEOREMA 5. Si 1s q < qo ' fa sucesion {Uq,ko} q es acotada en

Ho1(n).
Demostraci6n. Tomando ,= U q ,ko en la igualdad 2.4. obtene-
mos:

88



UNA SOLUCION VIA EL MEfODO DE YAMABE DE ...

2
Alu q. kol~

q+lIVuq k I = + cq .ko IUq, kolq +1• 0 2

2= AIUq k I + Cq,ko0' 0 2

s A + Cq. k 0

dado que m (0) = 1 Y C q- ko es decreciente en q.

TEOREMA 6. La sucesion {Uq,k o}q posee una subsuc esion
{Uq. k }; que converge debilmente a uq k en Ho 1(.0) cuando

" 0 o· 0
qj -+ qo'

Por el Teorema 5, {Uq ,ko } es acotada en Hoi (0) y par 10 tanto
es relativamente compacta. Entonces existe una subsucesion

{uqO:kO) j Y UqO:kO.E Ho 1(0) tales que

(i) uq j.k
O

-+ UqO.kO debilmente en H 0
1(0)

(ii) fuertemente en Lp(O)Uq j.kO -+ Uq O,kO
(iii) uq lkO -+ UqO.kO c.t.p. en(Q)

cuando qj -+ qo .

Puesto que Uq1k
o

es un punta crftico de E),h:'qj tenemos que:

IUq.lq.+l = 1, Y por 2.4.
, 1

r 0 or '\ r r = C r Iu I
q

j- 1 .U . t
JQvUqj,ko,v"-"'JQUqj,ko'" qj,koJQ qj.ko <-«:

para todo ~E Ho 1(0). Del teorema 3.45 de [Au] se sigue que
IUq. k Iqj- 1.Uq. k converge debilmente a IUqo k ,qo-l UqO,k en

" 0 " 0 ' 0 0
Lqo+l/qo(Q), pues

q' 1 I Iqo - 1 0IUq,kol'- .Uqj.kO-+ Uqo,ko -.UqO.kO c.t.p en

Y
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=

s CIVuq. k Iqj
I' 0 2

s C '(por el teorema 5).

Si hacemos qj --'fq(). utilizando (i), (ii), lema 3, y la observacion
anterior obtenemos:

rro~q k .V~_).,r "« k .~=Cq k r IUq k ,qo-l.Uq k .t,k. 0' 0 In 0' 0 0' 0 In 0, 0 0, 0

De los Teoremas 4 y 6 podemos deducir el

TEOREMA 7. La funcion v« k '" O.0, 0
Demostraci6n. Como sabemos: Cqo' ko = limq-+qo Cq 'ko < S.
existe ql < qo tal que para q 1 s q ::;;q0 se tiene que Cq ,ko < S.
tomando ~ = Uq, ko obtenemos

Luego,
De 2.4.

IVUq,k 0 I~ - ).,Iuq,k 0 I~ = Cq,k 0

. Luego

2 2
).,Iuq,kol2 = IVuq k I - Cq,ko, 0 2

2 2
)"Iu q .k 012 ~ S Iuq,kolqo+l - cq,ko

~ S - C kq, 0

> O.

Del Teorema 6 (ii), UqO.kO --'f UqO.kO fuertemente en L2(Q), en-

tonces IUqo.kOI2>0. AsfuqO.kO ",0.
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TEOREMA 8. (Teorema Principal). EI problema 1.1. posee
un par de soluciones no triviales.

Demostracion. Sea VqO,ko = [CqO,ko] l/qo-l UqO, ko' Entonces
~qo' ko satisface la igualdad

In VVqo, ko . VC - A. Invqo,ko . C = fn'vqo,ko ,qo-l . Vqo,ko' ~,

para todo C E Ho1(n). Por 10 tanto Vqo,ko es una soluci6n debi l no
trivial del problema 1.1. La regularidad de esta soluci6n es con-
secuencia del lema de Brezis-Kato [Br, p.l78]. N6tese que -Vqoko
es tambien una solucion del problema.
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