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UNA SOLUCION VIA EL METODO DE YAMABE DE UN
PROBLEMA EN EL EXPONENTE CRITICO DE SOBOLEV

por

G. GARCIA!, H.H. GOMEZ2
J.R. QUINTERO? y C.RODRIGUEZ*

§1 Introduccién. En este articulo se probard que el siguiente
problema semilineal eliptico con valores de frontera:

Au + Au + ulul2*-2 = 0, en Q CRMn=5),A>0

(1.1)
u =0, en Q.

conQ C R*(n=5), A > 0, tiene una solucién u no trivial.

Este problema es muy interesante porque en 2* = 2n/(n-2), el
exponente critico de Sobolev, la funcional asociada con esta
ecuacién no ¢s Palais-Smale y el caso no puede abordarse direc-
tamente por métodos variacionales [Ni, p.277]. En [B-N] se de-
muestra que el problema 1.1 tiene una solucién positiva en Q,
siempre y cuando O<A<A;. donde A;es el primer valor propio del
Laplaciano en €, superando por primera vez la carencia de
compacidad. En [C-F-P] se prob6 que el problema 1.1. tiene una
solucién no trivial para cada A >0. Con un enfoque diferente,
|A-S] probaron un resultado similar.
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En este trabajo probaremos por otro método el resultado de
[C-F-P]. El método es el utilizado por primera vez en [Ya] para
abordar el conocido Problema de Yamabe. Consiste en estudiar la
familia de problemas que se obtiene reemplazando el exponente
critico 2* que aparece en 1.1 por un nimero menor. Teoremas
tipo paso de montaria permiten demostrar la existencia de infini-
tas soluciones antes del exponente critico (Vedse, por ejemplo,
[G-G-Q-R1] donde vemos que este resultado se deduce del trabajo
de [R1]); es natural, pues, conjeturar la existencia de infinitas
soluciones en el exponente critico. En este trabajo demostrare-
mos que la solucién con la energia mds baja efectivamente con-
verge cuando nos aproximamos al exponente critico, a una solu-
cién no trivial de 1.1.

En [G-G-Q-R3] sugerimos una idea que podria conducir a la de-
mostracion de que soluciones de energia mayor definen efecti-
vamente una familia infinita de soluciones de 1.1.

Los autores agradecen las conversaciones que sobre este pro-
blema han tenido con J. Escobar de Indiana University.

§2. Preliminares. En adelante Q denota un dominio acotado en
R™ con frontera suave, n25, |-l denota la norma del espacio de
Banach Lp(Q), (p21), yHol(Q) es el completado de C,°(Q) con
respecto a la norma

i/2
luly = (IQIVu I2dx) ) (2.2)

Sea
cinfd 0 o2 2n/(n-2),, "D/
S mf<JQ|v¢| dx / UQq; n/(n )dx) : PeH () - {0)

la mejor constante de Sobolev para la inclusi6én de HOI(Q)- en
Ly*(Q) donde 2* = 2n/(n-2) es el exponente critico de Sobolev

([Au] [Ta]).
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Sean @1,9; ...; A <Ay < A3,

.., tales que

{-A(pi = L@ en Q,

% =0 en 0Q,
lp;1,=1 y IV®; Ig =I9; | =1;. Ademis, {?; },_, esunabase ortogonal
de H)(Q)-

Sean py> 0y x,e Q tal que szo(xo) CQ;ysea O<e<p, un ni-
mero que se determinard mds adelante. Definamos la funcién

Pe(x) =y(x)ugyx (X)

donde wy(x) es una funcién continua a trozos y no decreciente de

Ix-xol, tal que y(x) = 1 en Bpo(xo), y(x) = 0en Q-szo(xo), 0<yx)<
len Q, IVyl<1/p, cuando p, < lx-x,1 < 2pyy

n-2
€ 2
“exo ™) =| €2 4 1x-xol?
Dado A>0, definamos ky= min{k: A<hi}ly

? = Pr 1 x).
Puede verse en [G-G-Q-R2] que Q¢ k, 7 0.Sea Hyy (=(¢1. ¢2

(Pko_l,(pe ko) y tomemos un conjunto ortogonal de funciones

{(pk0+1’¢)k0+2""} g— H()I(Q)'
tales que

A A 1
Hig o = @po+1-Pho+2 - Ly
Definamos

Him = (€ks€k+1m €m)s

o 1<i<ko-1

e = ¢£,k0 i=k0
‘(p,‘ ko+ 1<i<m
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Nétese que dim Hgpm =m — k + 1

Supongamos que 1<g < n+2/n-2 = q; sea Zq = fy eHOI(Q): lulg+ 1
=1}y Zgum =Him NZ, .

Consideremos la energia asociada con A + A, definida por

Ex(u) = IVuly - Mul, ue HY(Q)

Eykm = ExlHpp, -
Puntos criticos de E) km tipo minimax cuando 1<g<g, se pueden
encontrar variacionalmente asi [R2]:

cq,k,m =Ex(ug k,m) = sup{minye AEx(u):A€ ¥}

donde ¥ ={A CXgim:7v(A)2m-k+1, A compacto y simétrico de
Hol- {0}}, con m2k >k ,y y(A) denotando el indice topolégico de
A (ver [F-R]). Los valores criticos cgkxm también se pueden ca-
racterizar como

cqk,m =ExUgk,m) = inflmaxye AEA(u):A€ G}
donde § ={A:AC Zq 1m>Y(A) 2 k,A compacto y simétrico de HO1 -
{0}} (ver R2, p.50).

Ademiés los puntos criticos ugim (m 2k =k,) satisfacen la igual-
dad

J o qhm Ve = A fug g tdx

- -1
= Cq'k’mjnqu’k'mlq uq,k'm.Cdx (2_3)
para todo (e Hy,. Por otro lado se tiene:

TEOREMA 1. Sim>k2kyy 1< q<gqg entoncescy; , 2

Cqkm+1 > 0.
Demostracién. Ver Teorema 10 y observacién final en [G-G-Q-

R1].
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OBSERVACION. Si k >k, entonces

Cq.k.k=mdxye 3g.k Ey(u)y cqg.k,m < Cqkk» m 2k
donde gk = Xgq,kk- Definamos
cqm =infm cqhkm. 1<4<qo.
De la observacién se sigue que
Cqo.ko < méxuezqo’kOE;‘(u)

Modificando los argumentos usados en [C-F-P] se puede demos-
trar:

LEMA 1. Sie< py (pypequeno), entonces mdxue)_-q «. Ex(u) <.
. Ho%o
Demostracién. Para obtener este resultado utilizamos la de-

sigualdad
Ex(®e.x )
—6—20 < S+cen-2p2n. Ac €2 +cen-2 p} +een-2/2 2
I I
(pg,ko 2 *

tomando € =p"/% (ver [G-G-Q-R2], [Es)).

Concluimos los preliminares caracterizando los valores criti-
cos tipo minimax de Ek'Zq

TEOREMA 2. Si k>k, y 1<q <q,entonces E/I/Zq posee un punto
critico ug ke Xq tal que Cok = El(“q,k)' Ademds, satisface la igual-
dad

e
/_Q qu,k .VCdx-l'/‘;uq,k Cdx=cq /Q qu,qu ugk Cdx (2-4)

para todo (e H(Q).
Demostracién. Ver [G-G-Q-RI1, observacién final].
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§3. El Método de Yamabe. Para cada 1<g< qyy k2 ko hemos
encontrado U4 k€ HOI(Q) que satisface la igualdad 2.4. En esta
secci6n vamos a extraer de la sucesién {uq’ko}una subsucesién
{uqi,ko},-con gi >4y, la cual converge débilmente a una funcién
Ugorko €N HOI(Q). También probaremos que ug(,ky satisface la
igualdad

-2
jgwqo,ko-Vﬁdx'lfgé‘qo’kocdx“qo.koJ’Q'”qo,ko'qo Uqo,koLdx (3.5)
para todo teHl(Q).

Sin pérdida de generalidad asumiremos que m(Q)=dex = 1.
Primero probamos algunos resultados técnicos.

LEMA 2. Sim2ko y q>p entonces Cqkg,m < Cp,kg,m-
Demostraciéon. Sea n: Y —» Y7 el homeomorfismo impar n(u) =
plu I"I1+1entonces

Cp, ko, m 2 sup minE(u) 2 sup minE;.(n(u))-Iu[iH
ACZp,lm ueA ACZp,lm ueA
YA)2 m-ko+ 1 YA)2 m-ko+ 1

Pero como lulgs1 2 lulpsyr =1y y(n (A)) = y(A),

Cp, ko, m 2 sup minEa(n(u)) 2 sup minEn(u))
ACZP. In ueA ACZP. Y i (u)eA
Y(A)2m-ko+ 1 Y(A)2m-ko+ 1
> SUup n(t;'nE;_(n(u)) 2 Cq, ko, m-

n(A)CZq, im nu €A
Y(n(A) 2 m- ko + 1

Del Lema anterior y el Teorema 1 se sigue que,

COROLARIO 1.Sim 2ky y q > p, entonces 0< cq,kq < Cp,ko-

Un resultado bédsico para la demostracién del teorema princi-
pal es el
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A3 Li = .
LEMA 3 q_z)zco €q.ko = €4 gk,

Primero demostraremos un resultado de cardcter general,

TEOREMA 3. Supongamos que J: [a,b]xA — R es continua,
donde A es compacto, entonces la funcion:

J,: [a,b] > R

definida por Jy(q) = minyeAJ(q,u) es continua.
Demostracién. Sea ¢, —¢q. Probaremos que Ja(g,) »Ja(g). De la
definicién de J4, para cada n, existe ug, €A, tal que,

Jalgn) =J(qn ,uq,)<J(qn,u) paratodo ueA. (3.6)
Como [a,b]xA es compacto, existe {ng}C{n} tal que,

Gny Ugn, ) = (g, ug)

Ja(qny) = J @np uq,,k)
Tomando limite cuando k—e y usando la continuidad de J,

lim J, ( ) =J(q,ug)
k — A ny 1

Demostraremos que J,(q)=J(q,uq). Para ello supongamos que
Ja(q)=Xq.w).De la definicién de Jay 3.6,

JA(CInk) =J(qnpling )< J(qng>u )
de donde
1imJa(gny) = J(q, ug) < J(g, B).

k —oo
Por otro lado se tiene que,

JA(‘I) =J (‘I’E) <J @, uq,,k ).

Tomando limite cuando k—oe

J (@0 =J @) <] (q.ug)
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Por lo tanto, J (q,u4) =J (q,u).Realmente hemos probado que para
cada g, — g existe g, tal que

nu_,)n“ J4@n) =J4(q) - (3.7

Para concluir la prueba supongamos que limg_. J (qn)=L.Cla-
ramente |L|<+e. Sea {gn,} C{gn,}. Entonces limg' o0 JA(q,,k) =L. U-
tilizando 3.7. se sigue que

lim JA(an') = JA(‘])

k' e

Demostracion del Lema 3.4. Del Teorema 3 y las dos ca-
racterizaciones de cq kg,m S€ sigue que Cq,kg,m ©S continua
cuando 1<q <q,y m <k,. Por lo tanto,

Cq.k, =infc
q 0 m q,ko,m

es semicontinua superiormente. Como cgq ko ©S decreciente en ¢
el resultado se obtiene.

El siguiente Teorema da el criterio de Aubin [Au] para encon-
trar soluciones no triviales al problema 1.1.

TEOREMA 4. 0<cgy, ko < S.
"Demostracién. La primera parte de la desigualdad cgq ko >0 se
puede ver en [G-G-Q-R2, Teorema 2]. Para la otra parte notemos

que
Cqooko = Cqo.kosko = maxuezll,lkoE}»(u)-

Del Lema 1, maxye Ea(u) < S; de modo que, O< cgg kg <S-
2q.1kg q0 ko

TEOREMA 5.Si 1< g <qq,la sucesion {ug kolq e€s acotada en
Hl(@).
Demostracién. Tomando { = ugk, en la igualdad 2.4. obtene-
mos:
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q+1

2 s, 2
|qu,kol2 = )»qu,kol2 +Cq,ko|”q’ko|q+1

2
xluqo’kolz + Cq,ko

IA

)\, + quk()

IA

A +C1’k0

dado que m(Q) = 1y cq, ko es decreciente en ¢.

TEOREMA 6. La sucesién {ug,k,lq posee una subsucesion
{uqi,k0 }i que converge débilmente a Ug ok €N H, 1(.(2) cuando

q; = 4y

Por el Teorema 5, {uq,ko} es acotada en HOI(Q) y por lo tanto
es relativamente compacta. Entonces existe una subsucesion

1
{“qoy.koy},- Y Ug g ko€ H, (Q) tales que

(i)  Wg,kp = Uggk,  débilmente en H, (@)
(ii) Ug kg™ Uqgkg fuertemente en LP(Q)
(iii) Ug, kg™ Ug kg c.t.p. en(Q2)

cuando ¢; > 4 -
Puesto que ug i, €s un punto critico de Exl):q_ tenemos que:
1
qullql+1 = 1, y por 24

- q;- 1
jQqul,ko Vg' XJ‘Quqz’kO C - Cq‘_,ko JlQqul,kol U q"ﬁko. C_

para todo {eH, 1(Q). Del teorema 3.45 de [Au] se sigue que

qi-1 <hi qp-1
qui,k e Mgk, converge débilmente a quO,kOI Ugyk, ©N
Lgg+1/q(Q)> Pues
gi-1 q0-!
qufkol i '“qi"‘o_) qu0"‘0| Hg kg ctp en Q
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q; qi
g ke " lgy 1/, 4 q; ko 'q; (g +1)

IA
s
S
k-
(=]
Q
(=}
+
—

IA
a
<
=
=
o~
o—
Lo

< C'(por el teorema 5).

Si hacemos g¢; —»qo utilizando (i), (ii), lema 3, y la observacién

anterior obtenemos:

- -1
J’quo»ko'vc- ; Quqo’ko' ¢ = “44,ko Qluqo,ko ! 'uqo, ko’ ¢,
para todo CeHOI(Q).
De los Teoremas 4 y 6 podemos deducir el
TEOREMA 7. La funcién Ugy ko # 0.
. Luego,

Demostracién. Como sabemos: cq o= limg—q, Cqk,< S
existe ¢y<4q, tal que para g; < g <q se tiene que Cg,kq < S

tomando § = ug, g, obtenemos

2 2 _
|qu,k0|2 - Muq,kolz =Cq.k,

De 2.4.

- Luego
Mug ks = Vg ks = €q.kg
Muq,koli > Sluq’kolgo_'_l‘ Cq.k,
2. A Egkg
> 0.

Del Teorema 6 (ii), Ugg ko = “qq kg fuertemente en Lp(Q),en-
tonces quo’k 0I2 >0. Asi Ugo. ko #0
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TEOREMA 8. (Teorema Principal). El problema 1.1. posee
un par de soluciones no triviales.
3 1 -
Demost.raclén. §ea Y90,k = [qu,kO] /90 luqo, ko' Entonces
Yaor ko satisface la igualdad

v p qo-1
J’QV”qo’ko-VC ".[g”qo,ko-C-JQ'”%»ko' Uk &

para todo CeHol(Q). Por lo tanto Ugo,ko €S UNA soluciéon débil no
trivial del problema 1.1. La regularidad de esta solucién es con-
secuencia del lema de Brezis-Kato [Br, p.178]. Nétese que Yok
es también una solucién del problema.
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