6. - _Un conjunto no enumerable de medida nula.

Sea R = { &, ;%5000 0y Xy, -} el conjunto de todos los ni-
meros racionales del intervalo [0, 1] . Para cada x, € R considere-
mos la vecindad abierta Vk n del centro x, y radio ]/(2'“.? n).
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Definimos
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Es claro que entonces
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Ademads se tiene la sucesidn
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Por tanto,

0= m(R) g ﬁ A < mA™) = 4
h=,
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paratodo n = 1,2,.... Es decir, A = A tiene medide nula.
w3
Intuitivamente A sélo parece contener los elementos de R
ya que los radios de las vecindades que aparecen en (1) decrecen
cuando n crece y en definitiva parecen quedar Unicamente los centros
de estas vecindades; es decir, parece que A se redujeraa K. Sin
embargo mostramos en seguida que A contiene un nimero no enumera-

ble de nimeros irracionales al mostrar que A no es enumerable.

En efecto: supongamos que A es enumerakle. Sea entonces
. 41 .
| una componente conexa del conjunto A ; como | esun conjun-

.
to no enumerable existe por lo menos un x € | tal que
(-]
(n)
x¢ A
n=,

. . " ,
Es decir, existe un entero n tal que x & Al ) . Por tanto, existen
por lo menos dos componentes conexas diferentes de A" que estdn

contenidas en |, ya que A o5 denso en toda parte de [0, ]].
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Sean lo, lg, estas dos componentes (I 2 I, , lg; ver figura 1)

De la misma manera existen dos componentes diferentes de
A€8) (s>n), loo |o| , tales que estdn contenidas en lg y también
dos componentes de A% (t5n), ly0 144 Que estdn contenidas en

ly - De manera recurrente obtenemos las siguientes sucesiones de in-

tervalos :
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De acuerdo con (3), es evidente que la interseccién (total) de

RS, SR

Figura 1.

cada una de las sucesiones que aparecen en (4) (por ejemplo,
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no esvacia y estd contenida en A. Ademds, un elemento de A no
puede pertenecer a dos intersecciones del tipo (5), dada la construc-
cién de las sucesiones. Por consiguiente, hemos estaklecido una co-
rrespondencia entre las sucesiones de intervalos que aparecen en (4)
y puntos del conjunto A. Pero el conjunto de las sucesiones que apa-
recen en (4) es equivalente al conjunto de todos los nimeros del sis-
tema binario; luego no es enumerable, lo cual contradice la hipétesis

de que A es enumerable.
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