
SOLUCION DE PROBLEMAS

109. Para un nurnero real x, sea sgn x = x/I x I, si x t 0, y

sgn x = 0 si x = O. Demostrar la identidad

(1) (sgn x)(l + sgn(x - y)sgn y) = sgn y + sgn(x-y)

~/uci6'!o - Dividamos el proLiema en varios casos :

a) si x = 0, el primer miembro de la igualdad es cero, aSI co-

mo toml ien el segundo, per que

sgn y + sgn ( x - y) = sgn y + sgn ( -y) = O.

b) Si y = 0, tanto el primero como el segundo rni ernbro de la

igualdad se reducen a sgn x.

c) Si x, y :t 0 y sgn x = sgn y, tenemos:

sgn x + sgn ( x - y ) (sgn y) (sgn x) = sgn y + sgn (x - y ) ( sgn x) =

= sgn x + sgn ( x - y) = sqn y + sgn ( x - y )

d) Si x, y i 0 y sgn x * sgn y, tenemo s que con si derar to-

davla dos casos: sgn x = 1 y sgn y = -1. Si sgn x = 1, tene-

mos que el pri mer miembro se reduce a 1 - sgn( x - y) = 1 - 1 = 0,

porque deLe tenerse que x - y '> 0 (ya que sgn x =F sgn y); y el

segundo miembro devi ene -1 + sgn(x-y) =-1 + 1. Si sgn x = -1,

el primer miembro se reduce a -1 - sgn(x-y) = -1-(-1) = 0, ya

que sgn(x-y) = -1 (porque de otra manera sgn x = sgn y), yel

segundo en 1 + sgn ( x - y) = 1 + (- 1) = O.

La reunion de 0), b), c) y d) demuestra pues la identidad (1).

JOSE FRANCISCO CAICEDO.

122. - Demostrar que para n > 4 se tiene

2~ 2> n

~oluc;6n. - Se demuestra por induc ci cn completa sobre n: para n = 5,
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tenemo s Ia desi gual dad

2 5 = 32 "> 5 2 = 25

Supongomos que 10 formula es va/ida para n = k, y demostremos la

validez de ella para n = k + 1. Tenemos la rel oci eo

l'\,

(1) /< = L. (~)» 1 + 2k
~-::o

Porotraparte,tenemosque 2"-+1 = 2\((1+1) = 2'-:'+ 2\(., luego

2" "'" 1 = 2 ~ + 2 K > k2. + 1 + 2k = (k + 1) 2

en virtud de la hipote si s de inducci en y /0 desigualdad ( 1 ). La de -

sigualdad propuesta es, pues, vol ido para todo n » 4.

RICARDO PLATA T.

123. - Demostrar que para h >-1 y n entero po sir i.vo se tiene

(1) (1 + h)'" > 1 + nh

Solucion. - La demo stroci on de /0 desigualdad (1) se efecnio rea/i-

zando induc ci on completa sobre el rnimero natural n, Para n = 0, 1

10 esigualdad es trivial yo que ambos m iembro s son iguales. Suponga-

mos ahora que es vol ido para n = k; entonces multiplicando ambos

miembros de 10 de s iquoldcd

(1 + h)w.. '> 1 + kh
=

por (1 + h) ( > 0), obtenemos

1<+1
(1 + h) >(1 +kh)(1 + h) = 1+h+kh+h2k.

"'"
Dodo que k es un nurnero natural tenemos que h2k ~ 0, y, por tanto,

"+'(1 + h) ~ 1 + h + hk = 1 + (1 + k ) h,

tal como queriamos demostrar.

RICARDO PLATA T.
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124. - EI error en 10 demo strcci en d_el teorema propuesto en el proble-

ma 124 se en cuentra en el hecho de que si bien para n = 1 el "teo-
rema es cierto", no se debe concluir que es cierto para n = 2, como

no 10 es en efecto.

ALUMNOS ANO PRIMERO.

Fcc. de Mctematic:ls, UNAL.

125. - Se ti ene un cono recto de revol ucien de verti ce 5, radio de Ia

base R y altura h; se corta este cono por un plano P paralelo al
plano de la base, a una distancia X del ver ti ce s.

a) Demostrar que la se cci on (c) as! obtenida es un cfr culo y

eel euler su radio en fundon de R, h y X.

b) Calculor el area total Y del ci Iindro de revo Iuci on que ti e-

ne una de sus bases en la base del cono, si endo la otra base el c irculo

(c). tQue condici6n debe satisfacer h para que Y sea primero ere-
ciente y luego decreciente cuondo X crece de 0 a h?

c) Pongamo 5 de ahora en adel ante h = 3R. Con strui r Ia gra-
fica que representa las variaciones de Y en funci On de X; determi-
nor las tangentes en sus puntos extremos.

d) Determinar X para que Y tenga el valor dado 2a. tPara

que valores de a tiene el problema dos soluciones X" X2? Calcular

en este caso, en Iuncicn de R y de a, la suma de los vo lumene s de

los dos cilindros correspondientes.

So/ucion •• a) Sea 0 un punto de la secci6n obtenida. Pro longue-

mos SO' hasta encontrar el plano P' (figura 1) en 0'. Tracemos

0'5, el cual es perpendicular tanto a P como a pI; por tanto, 00
y 0'0' son perpendiculares a a's; es decir, los tri dnqol os 005 y

O' Q'S son rectdnqulo s y sernejcntes, Luego la rcz on

r/R = 00/0'0' = k

es constante, y r = 00 = k R. Luego la secci.en es un circulo de
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FIGURA 7

centro 0 yo que 10 longitud OQ es con stante para ceda punto Q de

10 secci6n.

Hallemos el valor de k: tenerno s que k = r/R
decir; r en funci6n de h, K y X e ste dado por

X/h; es

(1) r = Rx/h

b) E I area total

dodo por

Y del cilindro considerado (figure 2) e stc

s

11~, J
FIGURA 2

(2)

Con si deremos Ia deri vada de Y con respecto a X:

Y' = 2 if R (h'2. + 2 (R _ h) X) Ih2.
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Para que la funei6n sea primero ereeiente y de spue s deere-

ei ente euando 0 ~XS h, basta que Y' = 0 en al gun punto del inter-

valo O~X~h. Si R~h, es claro que y',>O, y, portonto, Y'no

puede ser nula. En coml.io, si R < h, tenemos que

Y' > 0 si 0 ~X<_h2/2(R_h)

Y' = 0 Sl X = -h.2/2(R - h)

Y' < 0 2 X<hsi -h 12(F,-h) < ..
Luego para que Y sea primero ereeiente y de spue s deereeien-

te en 0 5 X ~ h, es neeesario que R < h.

c) Si h = 3R, tenemos que

(3)

y su grCifieo se dibujo en la figura 3 :

y

r__ --L __ --LI--!-_---I.f ....:>~ X
~ 2Ft 3R

FIGURA 3

d) Si queremos que Y = 20 debemos tener :

21L(9RX

6

(4) 2 1C X2 - g ri R X + 90 = 0
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La ecucc ion (4) tiene dos ro ice s reales X" X2. distintos sisi

72aJt>O

o 10 que es 10 mi smo si si

97r R~> 80

es decir, a debe sati sfacer los desigulododes

Si e ste es el co so, los soluciones e stcn dodos por

X1.=(9JtR+ A)/4

XZ= (971- R Ll)/4

donde A = .J 81]12 R'" - 72 a Jt

De donde ya es focil deducir lo suma de los vol umen e s de los

ci l in dro s correspondientes a X ~ y a Xl. •

Antiguo Alumno.

50


