SOLUCION DE PROBLEMAS

109. - Para un nimero real x, sea sgn x = x/Ixl, si x 40, y

sgn x = 0 si x = 0. Demostrar la identidad
(1 (sgn x)(1 + sgn(x - y)sgny) = sgny + sgn(x-y)
Solucién. - Dividamos el proklema en varios casos :

a) si x = 0, el primer miembro de la igualdad es cero, asi co-

mo tamkién el segundo, porque
sgny + sgn(x-y) = sgny + sgn(-y) = 0.

b) Si y = 0, tanto el primero como el segundo miembro de la

igualdad se reducen a sgn x.

c) Si x,y ¥# 0 ysgn x = sgny, tenemos :
sgn x + sgn(x-y)(sgny)(sgnx) = sgny + sgn(x-y)(sgnx) =
= sgn x + sgn(x-y) = sgny + sgn(x-y)

d Si x,y #+ 0 y sgnx % sgny, tenemos que considerar to-

davia dos casos : sgn x = 1 y sgny = -1. Si sgnx = 1, tene-
mos que el primer miembro se reducea 1 - sgn(x-y) = 1 - 1 =0,
porque debe tenerse que x — y »0 (ya que sgn x ¥ sgny); yel
segundo miembro deviene =1 + sgn(x-y) ==1 + 1. Si sgn x = -],
el primer miembro se reduce a =1 — sgn(x-y) = ~=1=(-1) = 0, ya
que sgn(x-y) = =1 (porque de otra manera sgn x = sgny), vy el

segundo en 1 + sgn(x-y) = 1 + (-1) = 0.

La reunién de a), b), c¢) y d) demuestra pues la identidad (1).
JOSE FRANCISCO CAICEDO.

122. - Demostrar que para n » 4 se tiene

2'\>n2

Solucién. - Se demuestra por induccién completa sobre n: paran = 5,
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tenemos la desigualdad

-2 55225

Supongamos que la férmula es vélida para n = k, y demostremos la
validez de ella para n = k + 1. Tenemos la relacién

w
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k=0
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Por otra parte, tenemos que 2 o i 2"(]+ 1) =2 + 2, luego

g¥HY _ ¥ 9™ o P erak S 1) T

en virtud de la hipétesis de induccién y la desigualdad (1). La de -

sigualdad propuesta es, pues, valida para todo n < 4.

RICARDO PLATA T.

123, - Cemostrar que para h > =1 y n entero positivo se tiene

n
(1) (1+ 0™ 21 + nh
Solucién. - La demostracién de la desigualdad (1) se efectia reali-
zando induccidén completa sobre el nimero natural n. Para n = 0, 1

la desigualdad es trivial ya que ambos miemkros son iguales. Suponga-
mos ahora que es valida para n = k; entonces multiplicando ambos

miembros de la desigualdad

(F +.h)®

2 1 + kh
por (1 + h) ( > 0), obtenemos
K+ 2
(1 +h) 2(1 +kh)(1 + h) = 1+ h +kh+ h k.

Dado que k es un nimero natural tenemos que h2k 2 0, y, por tanto,

K4t
(1 + h) 2 1+ h+hk =1+ (1+k)h,

tal como queriamos demostrar.

RICARDO PLATA T.
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124. - El error en la demostracién del teorema propuesto en el proble-
ma 124 se encuentra en el hecho de que si bien para n = 1 el ‘‘teo-
rema es cierto’’, no se debe concluir que es cierto para n = 2, como
no lo es en efecto.

ALUMNOS ANO PRIMERO.
Fac. de Matematicas, UNAL .

125. - Se tiene un cono recto de revolucién de vértice S, radio de la
base R vy altura h; se corta este cono por un plano P paralelo al

plano de la base, a una distancia X del vértice S.

a) Demostrar que la seccién (c) asi obtenida es un circulo y

calcular su radio en funcién de R, h y X.

k) Calcular el dreatotal Y del cilindro de revolucién que tie-
ne una de sus bases en la kase del cono, siendo la otra base el circulo
(c). ¢GQué condicién debe satisfacer h para que Y sea primero cre-

ciente y luego decreciente cuando X crecede 0 a h?

c) Pongamos de ahora en adelante h = 3R. Construir la gré-
fica que representa las variaciones de Y en funcién de X; determi-

nar las tangentes en sus puntos extremos.

d) Determinar X para que Y tenga el valor dado 2a. ;Para
qué valores de a tiene el problema dos soluciones X', XZ?' Calcular
en este caso, en funcién de R y de a, la suma de los volimenes de

los dos cilindros correspondientes.

Solucién. - a) Sea Q un punto de la seccién obtenida. Prolongue-
mos SQ' hasta encontrar el plano P’ (figura 1) en Q'. Tracemos
0’S, el cual es perpendicular tanto a P como a P’; por tanto, OQ
y O'Q’ son perpendiculares a Q’S; es decir, los tridngulos OQSy

0’Q’'S son rectdngulos y semejantes. Luego la razén

r/R=0Q/0°Q =k

es constante, y r = OQ = kR. Luego la seccién es un circulo de
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FIGURA 1
centro O ya que la longitud OQ esconstante para cada punto Q de
la seccién.

Hallemos el valor de k: tenemos que k = r/R = X/h; es

decir, r en funcién de h,k y X esté dado por

(M r = RX/h

b) El drea total Y del cilindro considerado (figura 2) estd

dada por

FIGURA 2

@ Y = 2 T R(EX + (R— h)X2)/h2
Consideremos |la derivada de Y con respecto a X:

Y' = 27TR(h% + 2(R = h)X)/h?
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Para que la funcién sea primero creciente y después decre-
ciente cuando 0<$X<h, kastaque Y' = 0 en algin punto del inter-
valo 0sXs¢h. Si R>h, esclaro que Y >0, vy, portanto, Y no

puede ser nula. En cambio, si R < h, tenemos que
Y >0 si 0 $X<=h2/2(R=h)
Y' =0 si X =-h?/2(R-h)

Y' < 0 si-h?/2(R-h) < X¢h

Luego para que Y sea primero creciente y después decrecien-

teen 0 £X<h, esnecesario que K € h.
c) Si h = 3R, tenemos que

(3) Y = 27C (9RX — 2X%)/9

y su grafico se dibuja en la figura 3 :
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FIGURA 3

d) Si queremos que Y = 2a debemos tener :

2 TC(SRX — 2%X2)/9 = 2a

(4) 2R X2~ 9JTRX + 9a = 0
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La ecuacién (4) tiene dos raices reales ) Xz distintas sisi

81 W2 R?Z — 724 JT >0

6 lo que es lo mismo sisi

97t R? S 8a

es decir, a debe satisfacer las desiguladades
9 R2/8 > a » 0

Si éste es el caso, las soluciones estan dadas por

Xqg=(9JUR + A )/a

X2: (9 R—-A)/4

donde A =+/81J12 RR_ 72anm

De donde ya es fdcil deducir la suma de los volimenes de los

cilindros correspondientes a X 4y @ XZ. 3

Antiguo Alumno.
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