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l.-INTRODUCCION.

Desde hace un siglo, existe la tendencia a reducir los di-
versos conceptos 1e la matematica a conceptos puramente logicos. Basta re-
cordar los nombres clasicos de DEDEKIND, CANTOR, FREGE, RUSSELL, ZERMELO,
y los de los numerosos y famosos logicos matematicos de hoy en dia, y con-
siderar los muchos sistemas logicos que se han construido, para ver el gran
interes que hay por este problema de reduccion.

Pertenecen a esta olasB de sistemas tambien las diversas
teorias axiomaticas de conjuntos, PUBS el concepto mismo de conjunto BS de
naturaleza puramente logica. En efecto, un conjunto no es otra cosa que Is
extensipn de ~ propiedad!, siendo el concepto de propiedad (0 sea de
atributo), y su correspondiente concepto linguistico de predicado, de natu-
raleza logica y siendo posible a la vision extensional de los matematicos
identificar la extension de ~ propiedad ~ la propiedad misma, se com-
prende que la reduccion de los conceptos matematicos a los de la teoria de
conjuntos puede ser considerada como una reduccion a la logica. No tenien-
do tiempo para considerar en detalle loe dichos sistemas formales de gran-
des logicas y de la teoria de conjuntos, tenemos que dejar a un lado su
descripcion formal y el estudio detallado de sus Qualidades formales.



Describiremos, en cambio, en terminos intuitivos, y en principie como
se realiza esta reduccion de las matematicas a la teori.ade conjuntos y,
por tanto, a la logica.

Para este fin es util distinguir las disciplinas. abstrac-
tas de ~ matematica de las disciplinas concretas. Las disciplinas abstrac-
tas definen sus conceptos fundamentales de manera implicita, es decir, por
medio de un sistema de axiomas, sin decir cuales son los objetos de que va
a tratarse. Es bien conocido que la teoria de grupos habla de elementos
cualesquiera y cuya naturaleza no interesa. En cambio algunas disciplinas
de la matematica, sobre todo las clasi~s: Analisis (complejo 0 real) y la
teoria de los ntimeros, intentan dar una definicion 0 al menos una descrip-
cion explicita de sus conceptos fundamentales: a saber, los ntimeros (com-
plejos, reales, racionales, naturales). Es verdad que en eSaS disciplinas
tambien el procedimiento axiomatico con sus definiciones implicitas se ha
extendido mucho por ser muy comodo y sencillo. Pero este procedimiento no
es siempre completamente adecuado, al menos en la teoria de numeros, donde
el sistema de PEANO, por ejemplo no puede aclarar en que sentido existe la
serie de los ntimeros naturales, y, por esto, no puede asegurar, en las
aplicaciones elementales (por e j amp Lo , al contar) que existe el cardinal
del conjunto de los numeros naturales, 0 en que sentido existe. Volveremos
a este problema mas tarde.

Es bastante claro que al desarrollar tales teorias abstractas
solo se suponen onocid~s e intuitivamente comprendidos los conceptos 10-
gicos, sobre todo los de la teoria de conjuntos. Vamos a considerar dos
ejemplos:

EJEMPLO 1.- Un ~ es un conjunto G en el cual esta de-
finida una operacion binaria que a cada pareja ordenada (x,y) de elemen-
tos de G hace c.orresponder un eLemcn to xyE Gj esta oper-aci cn satisface
ademas" las condiciones siguientes:

(Gl)(XY)z = x(yz), para todo x,Y,z ~ G
(G2) existe eE::G tal que xe = ex = x para todo x G
(G3) para todo y'OG existe y' G tal que yy' y'y = e,

donde e es el elemento definido en (G2).
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EJEMPLO 2.- Un conjunto ordenado ( 0 mejor dicho, comple-
tamente ordenado) es un conjunto G en el cual esta definida una relacion
binaria R (es
la relacion R
(no(xRy)), tal

decir, para cada pareja ordenada (x,y)
tiene lugar, (xRy), 0 la relacion R

de elementos de G:
~tiene lugar,

que:

(01) para todo x,yeG, xRy ~ no (yRx) (asimetria)
(02) para todo x,y, z E:G,(xRy, tJ. , Y Rz):::::}(xRz)

(transitivid'ad)
(03) para todo x,yEG,(x*y) ~ (xRy, V yRx)

(conectividad)

NOTA: Naturalmente, en lugar de asimetria podria exigirse
irreflexividad: (01') no (xRx), para t odo " xEG. En efecto, suponiendo
esta irreflexividad, la simetria se demuestra de la manera si~liente:
xRx,
tria,

yRx,
xRx

implica, par
es imposible.

xRxj reciprocamentd, suponiendo la sime-

Habiendo subrayado en sstas dos definiciones los conceptos
y nociones necesarios para comprenderlas, vamos a analizarlos: por.una
parte, encontramos los conceptos logicos r--(no), /\ (y), V (6), ~ (im-
plica si••• entonces •••), llamados functores de ~ logica de predica
dos; ademas encontramos las expresiones: "existe tal que " para
todo "... , llamadas cuantores 0 cuantificadores de la logica de predicados,

(igual a; designa identidad) j por otra parte, encontramoey el signo
los conceptos fundamentales de ~ teoria de conjuntos: conjunto,elemento de,
asi como tambien los conceptos de relacion, pareja ordenada, operacion.
Finalmente aparecen las locuciones: "esta definido", "tiene lugar", las cua-
les, como vamos a ver,.no son necesarias para comprender las definiciones
anteriores, y apenas sirven comO ornamento linguistico para subrayar y des-
tacer algunos detalles de los otros conceptos.

Los conceptos de relacion binaria, ternaria, etc., son pura-
mente logicos, y de la misma naturaleza del de propiedad 0 atributo uni -
~ extendide a varias variables, a saber: atributo binario, ternario,
etc., este quiere decir: un predicado es el nombre de un atributo; predicado
es un producto linguistico para designar un atributo (propiedaa, relacion).
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El atributo (propiedad 0 relaci6n) senalado por el predicado es la signi-
ficacion de este predicado. Como en el caso de propiedad, se puede conside-
rar la extension de una relacion binaria, ternaria, etc., a saber: el con-
junto de todas las parejas ordenadas (x,y) de elementos, x,y, que se
encuentran en esta relacion binaria, respectivamente, el conjunto de todas
las triplas (ternas) ordenadas (x,y,z) de elementos x,y, z, que se en-
cuentran en esta relacion ternaria, etc; y aceptando una vez mas el punto
de vista extensional, adecuado para las matematicas, se pueden identificar
las relaciones con sus extensiones,despues de 10 cual las relaciones se
consideran simplemente como conjuntos, a saber, conjuntos cualesquiera de
parejas ordenadas, de ternas ordenadas, etc. Luego es claro tambien que
la Lo cu c i.on "la relacion R tiene lugar entre x e y no quiere
decir mas que: (x,y)e.R (es decir: la pareja ordenada (x,y) es elemen-
to de (la extension de) la reLacacn R). Por otra parte, a la n o c i on de
relacion se pueden reducir las nociones de funcipn ~ de operacion. He aqui
las definiciones correspondientes:

DEFINICION 1.1.- Sea R una relacion binaria. Al conjunto

Q..(R)={xl existe y, (x,y)E R r
se Ie llama el domino 0 predominio de la relacion R. Al conjunto

~(R) = tYI existe x, (x,y)E.R~
se Ie llama el codominio 0 postdominio de la reLaci Sn R.

DEFINICION 1.2.- Una r-eLac.iSn binaria R es una funcion
con dominic de argumentos A y dominic de valores B si, y solo si:

(Fl) Q(R) = A, r., Q)(R) ~ B

(F2) (x,y)ER,/\,(x,y')ER ~ Y y'

En este caso se acostumbra escribir: R:A -7 B, 10 cual
se lee: R eS una funcion (~ aplicacion) de ~ en B. Algunos llaman
al conjunto de argumentos A ~ ~ de ~ y al dominic de valores B,
la meta de ~.

DEFINCION 1.3.- R es una operacion definida sabre G si,
Y solo si, R es una funcion con dominio de argumentos GxG (conjunto de
todas las parejas ordenadas (x,y) con x,y E: G) Y dominic de valores G.



Ahora bien, si R es una funcion, escribirnos

y = R(x) ~ (x,y) = \x,R(x))ER.

Asi, por ejernplo,si R es una funcion con conjunto de argumentos
AlxA2, entonces

z R(x,y) ~ «x,y),z)ER,
Con estas definiciones es facil ver que las locuciones:

"esta definida", " con las condiciones siguiente", son superfluas.

DEFINICION 1.4.- Un grupo es una pareja (G,F) don-
de G es un conjunto, F una operacion binaria, y

(GI) para todo x,y,ZE:G:(F(F(x,y),a) = F(x,F(y,z)))
(G2) existe eE.G: (para todo xEG:(F(x,e) F(e,x) = x )

(G3) para todo xEG, esiste x'EG:(F(x,x') = F(x',x) = e)

De manera analoga, un conjunto ordenado es una pareja or-
dens.da (G,R), donde G es un conjunto y °it '--''' una relacaSn b i nar-i.a
tal que Q.(R) ~ G, P<R)~G y (01),(02),(03).

Quedan por analizar los conceptos de pareja ordenada, ter
~ ordenada, etc, y, naturalmente, cabe preguntar por la naturalez& de -
estos conceptos. ~Pueden reducirse al simple concepto de conjunto? En-
particular ~como puede expresarse 10 de "ordenado" sin utilizar el con-
cepto de numero natural? En primer lugar, es evidente que e1 concepto -
de pareja ~ ordenada es un concepto de la teoria pura de conjuntos.
Damos en seguida su definicion y la de algunos otros conceptos.

DEFINICION 1.5.- a) Se llama conjunto vacio al conjunto

b) Se llama conjunto unitario a un con-
junto de la forma

tX~=tz/z=xt
c) Una pareja ~ ordenada sera, por de-

finicicn, un conjunto de la forma

{ x,y ~ = {z / z = x,V, z = y t .
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NOTA: si en una pareja no ordenada {Io,y~ tenemos x = y,
entondes \x,y \
v,z = x~= \z/z

~x~; enefecto: \x,y~=tz/Z=Io,v,z=y~=1z/z=x,
x~ ={-Io1.

Regresando al concepto de pareja ordenada vamos a presentar
la reduccion del concepto de pareja ordenada al de pareja no ordenada, re-
duccion, desarrollada por WIENER y KURATOWSKI. He aqui la definicion de pa
reja ordenada:

DEFINICION 1.6.-

Esta definicion se justifica por el teorema siguiente que
demuestra la cualidad caracteristica de pareja ordenada a saber:

TEOREMA 1.1.- {{Io\' \x,Yn = {tIo'\,\x',y'H ~ x x',

",y = y'.

DEMOSTRACION: La implicacion de derecha a izquierda es
trivial, porque con la hipotesis: x = x';A,y = y', los dos conjuntos
de la izquierda tienen los mismos elementos y por esto son iguales. En de-
talle, se han de considerar dos pases: primero se deduce como arriba que
{x \ = tx'!, y que tx,Yt = 'lx',y'}; con esto se ve que los dos conjuntos
del teorema tienen en efecto los mismos elementos.

Reciprocamente, supongamos que {~xl'1x,y~~ = {{X'(,{x',Y'H
Entonces distingamos dos casos: a) x ~y. Como segUn la hipct esi e x,y
es un elemento de {~x'\ ,{x',Y'\) debe ser igual a 1X') 0 a i.x' ,Y'};
como x'tY-, nopuedes6'J' i.x,y~=~x'); porlotanto, {x,y\=tx',y'}Y,
por consiguiente, x'~y'. Analogamente, {X' ~ es un elemento de
Hx'~,tx"Y')} Y, por tanto, deber ser i.guala ix'\,
Entonces resulta de la igualdad 1.x,y\ = ~X',y') que:
Pero y = x' es imposible, porque x =.x' y y:fx.
y = y'.

de donds x x'.
y = x',V,y = y'.

Por tanto, resulta

b) x = s . Entonces {x,y \ = tx\
i~X\, \x'Y)~ ..Hx }~. Tomemos pues por hipotesis:
De aqui resulta ~x'}={x',y'~ =fxt, 0 bien,

Despues de haber dado esta definicion de pareja ordenada,

y, por consiguiente,
H IoH = Hx'~ '~' ,y'r} .
x ' &: r' -= y = x.

es posible dar una definicion adecuada de terna, ordenada, etc., a saber:
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.DEFINICION 1.7.- (x,y,z) = (x,(y,z»
Se~ esta definicion tendremos el teorema siguiente:

TEOREMA 1.2.- (x,y,z) = (x',y',z') x = x', ,y = y',
z z ",

DEMOSTRACION: (x,(y,z» = (x',(Y',z')~)(cX',I\,(y,z)
(Y',z,)~ x = x',I\, y = y', 1\ ,z = z', como queriamos demostrar.

Por este procedimiento de KURATOWSKI - WIENER se logra fi-
nalmente una reduccion de los conceptoa fundamentales de nuestros ejemplos
a los conceptos de la teoria de conjuntos, y, evidentemente, es posible la
misma reduccion para otros ejemplos del mismo genero y para las teqrias
abstractas de la matematica en general.

Dirijamonos, pues, a las teorias concretas de la matemati-
ca, es decir el analisis y la teoria de rnime r-oa, Aqui surge el interesan-
te problema de la reducca on del concepto de nume r-o a los concep tos de la
teoria de conjuntos. Ea bien conocido cOmo se efectUa tal re4u~lon para
los n4meros complejos, reales, raciooales y enteros,utilizando en esta re-
duccion el concepto de ntimero natural, a saber:

DEFINICION 1.8.- a) NUmero complejo df pareja ord.enada
de nlimeros reales.

b) Ntimero real df cortadura de DEDEKIND en los ntimeros ra-
cionales.

c) NUmaro racianal df clase de parejas de numeros enteros.
d) NUmero entero df clase de parejas de numeros naturales.
Naturalmente, 10 primero que se debe definir es nwnero eote-

ro como clase de parejas de nUmeros naturales, siendo los miembros de cads
pareja minuendo y sustraendo, y representando las parejas de esta clase di-
ferencias iguales. Luego, los oUmeros racionales se definen como clases de
parejas de nUmeros enteros, siendo los miembxos de cads pareja nwnerador y

denominador, y represen tando las parejas de la misma clase, quebrados igua-
les. Despuea, como es sabido podemos definir un nUmero real como una corta-
dura de DEDEKINDj recordemos que una tal cortadura es una particion del con-
junto Q de los ntimeros racionales en dos clases Cl, C2 siendo Cl la
parte inferior de l!Lcortadura y C2 la parte superiorjmas formalmente,
la definicion de cortadura de DEDEKIND se escribe asi:
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CORTADURA = ~ Cl,C2 ~ donde Clc;: Q, Cl* tP , C2~ Q, C2*<f ,Cl(\C2 = <P ,

CIUC2 = Q; f€Cl,/\,r<f~ (E.Cll jE.C2,/\, f/>f =9 j'EC2•

Es claro que para comprender esta definicion formal solo
necesitamos conocer las nociones de la teoria de oonjuntos y de los nurne-
ros racionales con su orden.

Por ultimo, un nurnero complejo se define como una pareja
de nurneros reales.

Despues de recordar las reducciones de l&~ diversas cla-
ses de nurneros a los nlimeros naturales (en definitiva) cabe preguntar
por la naturaleza de estos. Esta interes~~te pregunta sobre la natura-
leza de los ntimer9s naturales constituye el problema principal de nues-
tras conferenci.as, y vamos a ocuparnos de ella a cont anua caon ,

Es claro que hacemos mas precisa la pregunta al ponerla
en la forma siguiente: Es posible dar una defini cion del concepto de
numero natural utili..zandosolamellte los conceptos de la teoria pura de
conjuntos?

2.-NUMEROS NATURALES r CONJUNTOS.

DEFINICIONES RECURRENTES.

Fue DEDEKlND quien dio una re~uesta afirmativa a la ul-
tima pregunta formulada en el paragrafo anterior en su famosa memoria
"Was sind und was sollen die Zahlen": Construyo una teoria de los ntime-
ros naturales utilizando cornobase solo la teoria de conjuntos. Otras
teorias semejantes fueron desarrolladas por FREGE, RUSSELL, CANTOR, ZER-
MELO y V.NElllLUIN,algunas baaadaa en la teoria de los numeros cardinales,
otras en la de los ntimeros ordinales.

Como los numeros ordinales segUn el procedimiento de V.
NEUMANN se pueden trasladar mas facilmente de la teoria intuitiva de
conjuntos a la moderna teoria axiornatica, conaideremos solamente las
teorias de niimeros naturales basadas en numeroe ordinales.
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Comencemos por una version de la teoria de CANTOR - ZERME-
10, en la cual los ntimeros naturales se definen como los ntimeros ordina-
les finitos.

Naturalmente, sobre todo aqui, se trata de dar una carac-
terizacion de la finitud de los ntimeros ordinales sin utilizar el concep-
to de numero natural, Si, en cambio, supusieramos conocida Ie serie de los
ntimeros naturales: 0, 1, 2, 3,•••, entonces los numeros ordinales finitos
se caracterizarian como los tipos de orden de los sagmentos de esta serie
determinados por sendos elementos, y e.sode la manera sigui.ente:~ tipo
de orden del segm.ento determinado por n, es decir: 0, l,•••,~l, es
precisamente el ntimero ordinal finito que vamos a identificar con el nu-
mero natural n. Pero se puede demostrar al siguiente tcorema que da una
caracter1zao1on de los tipos de orden de los dichos segmento de la serie
de los numeros naturales sin utilizar en esta caracterizacion el ooncep-
to de numero natural:

TEOREMA 2.1.- Un conjunto ordenado (G,<) tiene el mis-
mo tipo de orden de un segmento 0, l,•••,n - 1 de la eerie de los nlime-
ros naturales si, y solo si, (G,() es doblemente bien ordenado, es de-
cir: cada subconjunto no vacio de G contiene un elemento minimo y un
elemento maximo con respecto al orden < definido sobre G.

DEMOSTRACIDN: Evidentemente, cada segmento 0, 1,•••, n -1
de la serie de 10.8ntimeros naturales e.s doblemente bien ordenado; por tan-
to, todo otro conjunto con el mismo tipo de orden es un conjunto doblemen-
te bien ordenado.

Reciprocamente, supongamos (G,<) un conjunto doblemente
bien ordenado, no vacio. Consideremo.s el subconjunto H G de todos los
elementos g G que tienen la propiedad siguiente: el conjunto

Ag = { gO e G/g'~ g t
considerado con el orden (<::.) inducido por G, es decir, el conjunto
ordenado (A ,<), tiene el mismo tipo de orden de un aegmen to de la se-

g
rie de los ntimeros naturales. H no es vacio, porque el elemento minimo
go E G determina un subconjunto Ag = \goJ de H,

o
tal que (Ag, <)o
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tiene el mismo tipo de orden del segmento determinado por el nUmero 1

en la serie de los numeros naturales. A cau8~ del doble buen orden '-
(G, < ), maximo 1\ Afirmamos el ele-de hay un elemento gER. que g es

mento aaximo de G; pues en caso contrario, existiria un elemento mini-
"entre los elementos de G mayores que g. Entoncesmo go

Jog = Agulgo\' Y siendo (Ag,<)
o

O,1. ••,n-l de la serie de los rnimerca naturales, (~,<) sera del ti-
po O,1. ••,n-l,n Y por tanto -goER, contrario a la e~eccion de ~. Por
tanto, ~ debe ser el elemento mB.ximo de G, y por eso ~= G, es de-
cir, (G, <) es del tipo de orden de un aagmen t o de la serie de los mi.-

del tipo de orden de un segmento

meros naturales, como queriamos demostrar.

Si el conjunto G es vacio, evidentemente (G,<) tiene
el mismo tipo de orden del segmento vacio determinado por el numero 0
en la serie de los nUmeros naturales.

Naturalmente la demostracion del teorema 2.1 supone co-
nocida la serie de los numeros naturales y sus propiedades. Pero ahora,
si suponemos no conocida esta serie, tendremos la posibilidad de definir
el concepto de ntimero natural como el tipo de orden de un conjunto doble-
mente bien ordenado; y el teorema 2.1 nos dice que esta definicion esta
conforme con el concepto intuitivo de ntimero natural. Asi pues:

DEFINICION 2.1.- Llamaremos numero natural al tipo de or-
den de un conjunto doblemente bien ordenado.

Daapues de haber dado esta definicion queda el problema de
desarrollar la teoria basandose solo en ella. Como es eabido esto origi-
na, en primer lugar, la tarea de definir los conceptos de ~ y de ~
sor, y demostrar d.eapuea la validez de los axi.omas de PEANO. Las dos de-
finicionee son faciles de obtener de acuerdo con nuestro concepto intui ti-
vo a~ numero natural; a saber:

DEFINICION 2.2.- El ntimero natural ce~~ es, por defini-
cion, el tipo de orden del conjunto vacio. (Recuerdsee que en el conjunto
vacio solo se puede definir un orden, el llamado orden vacio~.
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DEFINICION 2.3.- Sea (G,<) un conjunto doblemente bien or-
dena do y llamaremos ~ & su tipo. Entonces 11amaremos sucesor de ~
aI tipo de orden X del conjunto (Gl, <) . que resul ta afiadiendo a
(Gl, <, ) un tinico elemento g' mayor que todos los elementos g EG.

Evidentemente, eata ultima definicion es univocal al tipo de
orden ~ conetruido en elle no depende del conjunto ordenado (G,<)
ni del car-ac ter especial del elemento g'. Pero aparece un pequefio pro-
blema en esta definicion: ~ de dende tomar el elemento g' q~e se debe
anedir e G ? ~Existe tal elemento g' fuera de cualquier conjunto G
prefijado?

ZERMELO die la demostracien siguiente de Ie existencia de tal
elemento g': Sea Go C G el subconjunto de todos los elementos de G
tales que sean conjuntos y no sean elementoe de si mismos:

Go = {gEG/g es un conjunto,/\, gf.gr.
porque en caeo contrario 10 cual implica que G .J G ,o.'f 0

ee contradictorio. Supongamoe ahora que GoE G; entoncee, dado que
0$0, tendriamos que GoE Go' 10 cual ee tambHm contradictorio. Asio 0

pues, Gof G y podemos tomar g' G
0

Naturalmente esta ingeniosa demoetracion de ZERMELO nos lleva
de vuelta a la famosa paradoja de RUSSELL, la cualmueetra la no existencia
de un conjunto universal. Sin embargo esta demostraci6n de ZERMELU eigue
siendo valida en sistemae a%iomaticos de Ie teoria de conjuntoe en los
cuales la peradoja de RUSSELL eeta eliminada.

Es facil demos.trsr ahora los axiomas de PEANO:
TEOREM.A 2.2.- a) 0 es un nu.mero natural.

b) El sucesor de un numero natural es un nu-
Dlero natural.

e) 0 no ss Bueesor de ninglin nu.mero natural.
d) Nu.meros naturales eon sueesores iguales

son iguales.
e) Si una propiedad P es tal que la tiene

0, y que si la tiene sl nUmero natural n la tisne el suoesor de n,
entonees la propiedad P la tisnsn todos los nUmsros naturales.
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NOTA.- El principio e) de ~ induccion completa puede escribir-
se mas formalmente asi: Para todo amjunto de numeros naturales C tal que:
1) oEc
ii) para todo natural C)~.1 C.es el conjunto de los

n:(nE C :::}n' E "'7'lnumerosnaturales.
Demostracion: a) el conjunto vacio con su unico orden, a saber

el orden vacio, es trivialmente doblemente bien ordenado, puesto que no
posee ningUn subconjunto no vacio.

b) Sea n un nllineronatural cualquiera. Sea (G,< ) E. n cual-
quier conjunto ordenado del tipo de orden n, Sea g'i G y (G', () el
conjunto ordenado que resulta al anadir g' a (G,<) como elemento maxi-
mo. Afirmamo~ que (G' ,<) esta tambien doblemente bien ordenado. En efec-
to: sea H' cualquier subconjunto no vacio de 0' • El elemento minima de
H' es el elemento minimo en G de H'{\G si H' (\ G t1>, o bien es 15' si
H' (\ 0 =~ • El elernentomaximo de H' es el elemento ma.:imode H' en
G si H' S; G, o bien es g' si g'E H'; par tanto, (G', < ) es doblemen-
te bien ordenado y n' es un rnimez-onatural.

c) 0 no puede ser el sucesor de ningUn tipo de orden, puesto que
par definicion el sucesor n' de un tipo de orden n es el tipa de orden
de conjuntos ordenados no vacios.

de orden "- y r
son iguales.

d) Demostremos la siguiente proposicion mas general; Si dos tipos
tienen sucesores ?>!. y f' iguales, entonces 7\.... y

En efecto: sean (G, < ) E A... y (H,.z) E r conjuntos ordenados
cualesquiera de tipos de orden 'A... Y f'" respectivamente; sean 15'¢ G Y
h'1: H, Y (0', y (H',<: los conjuntos ordenados que resultan al ana-
dir g' a G y h' a H como elementos maximos. Puesto que /J. = I.I!

I
los conjuntos ordenados (G',<) y (H~,-<.) son semejantes,es decir, exis-
te una correspondencia biunivoca B entre G' y H' que conserva las rela-
ciones de orden; como g' y h' son elementos maximos de G' y H' deben
corresponderse mediante B. Asi resulta al eliminar g' y h', la exis-
tencia de una correspondencia biunivoca entre G y H que conserva las re-
laciones de orden < y -<.' 10 cual implica que (G, < ) y (H,-\) son
del mismo tipo y, por tanto, ?\.. =f- •

e) Sea C un conjunt o oualquiera de rnimer-cs naturales can las
propiedades:

OEG
para todo natural n:(n E C ~ n'E C)
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Tenemos que demostrar que todo numero natural pertenece C. Sea n cual-
quier mime r-onatural *" 0 y (G,<)En (por tanto, G '*1». A cada ele-
mento g EG asignemosle el conjunto

Ag = {g' E G/g' ~ g}

Sea He G definido por

H { gE G,{Ag, < ) E C \

H no es vacio, porque si go es el elemento minimo de G, entonces
({go\ ,<.)EC, puestoque qgo\,<)EO'j luego go€:.H:t=p A causa
del doble buen orden de G hay un elemento maximo ~EH. Afirmamo~ que
~ es elemento maximo de G. En caso contrario, existiria ~o minimo en-
tre los elementos de G mayores que tg iEntonces si ~o = J>g U{go 1
el tipo de ordan de (~, <.) seria el sucesor del tipo de orden de (Ag, < )

o
y como g H, e1 tipo de (~,<) pertenece a C, Y por las hipotesis so-

g

bre C, tamb i en el tipo de {A~, <) estaria en C, es decir, -goE H,
I' o~ r-;

contrario a la eleccion de go. Por 10 tanto, g debe ser el elemento
maximo de G. Y por eso ~ = G, 0 10 que es 10 mismo, el tipo de orden

g
de (G,<) pertenece a Cj es decir, n E C.

Evidentemente esta demostracion es un traslado de la del teorema
2.1, reemplazando en aquella el concepto intuitivo de numero natural por el
de nUmero natural en el sentido de nuestra definicion formal. Observemos,
ademas, que en la demostracion del teorema 2.2. no se supone conocido nin-
gUn teorema sobre los tipos de orden ni sobre los nUmeros ordinales. Puede
presumirse que su demostracion se abreviaria utilizando teoremas convenien-
tes sobre los numeros ordinalesj sobre todo parece posible basar la demos-
tracion del principio de induccion completa en el teorema de induccion trans-
finita, es decir, en el buen orden de la clase de los numeros ordinales.

En efecto, recordemos las definiciones y teoremas pertin~ntes:
Sea (G, <) un conjunto ordenado, g €.G arbi trario. La cola decreciente
determinada por g e3 el conjunto ordenado

Un tipo de orden »; es ~ ~ un tipo de orden fA ' ).. < f '
si ~ es el tip~ de orden de una cola decreciente determinada por algUn e-
lemento en un conjunto ordenado del tipo ~ Esta relacion ~ entre nu-
meros ordinales (as decir, entre tipos de huen orden) es una relacion de buen
orden.

13



Utilizando esto, la demostracion de e) se puede efectuar de la
manera siguiente: Admitamos que existe un ntimero natural fuera de C. En-
tonces, por el buen orden de la clase de los numeros ordinales h~ un mini-
mo mime ro natural m fuera de Cj es claro que m:j:O (porque, Oe.C), y
por eso existe ,un elemento maximo en un conjunto ordenado de tipo m. La

cola correspondiente a este elemento maximo es tambien doblemente bien or-
denada, y por eso su tipo de orden es un mime ro natural n< m, y m = n' j
dado que entonces, por h.ipot.eai a, mE C, 10 cual es contrario a la elec-
cion de m; y por tanto. no existe ninglin nu.mero natural m fuera de C.

Por,lo demas, utilizando la relacipn <: entre nu.meros ordina-
les y la siguiente propiedad: Cada mlme ro ordinal">-. es el tipo de or-
den del conjunto de numeros ordinales ~ en su orden natural, se tiene
el resul tado siguiente: Cada numero natural n ~ ~ tiFo de orden del
conjunto de ~ ntimeros naturales ~ ~ ~ su orden natural. Con eso
hemos logrado la solucion con la idea intuitiva de la cual partimos, a
saber, concebir el ntimero natural n como el tipo de orden del segmento
Oj L, •••• n-l.

De manera analoga, muchos teoremas de la teoria de los numeros
naturales podrian demostrarse utilizando convenientes teoremas generales
sobre los numeros ordinalesj pero, por otro lado, es bien eonocido como
se desarrolla la teoria de los numeros naturales basandose solo en los
axiomas de PEANO y sin ninguna referencia a la teoria general de nu.meros
ordinalesj tal desarrollo se encuentra en la memoria citada de DEDEKIND
y sobre todo en el conocido libro de LANDAU: Grundlagender Analysis. Pe-
ro si se acepta la definicion de ntimero natural que acabamos de dar. en-
tonces sera mas conveniente en e1 desarrdllo ulterior de la teoria utili-
zar la definicion explicita de nu.mero natural en algunos casos y en otros
conveniente la teorla general de los nUmeros ordinales. Es claro que tal
proceder abreviara de manera decisiva muchas de las demostraciones usua-
les que estriban solo en los axiomas de PEANO. Vamos a considerar un ejem-
plo.

Hemos visto arriba como la relacion <: entre numeros ordina-
les induce inmediatamente el ordenamiento natural <: de los nUmeros na-
turales. Esta relacion de orden es el medio mas sencillo para la demos-
tracion del importante teorema sobre la posibilidad de definir recurren-
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temente; en primer lugary basta considerer el caso especial, llamado teore-

~ de iteracion,a saber:

Ti:OREMA.2.)..- Sea X un conjunto arbi trario, Xo EX arbi trario,

F:X .... X· una funcian arbi traria, N el conjunto de los nUmeros naturales,

Entonces existe una unica funci6n G:N -+ X con las propiedades:

(r i)

(12)

G(O) = :1:0
para t.o.do nE N:G(n') F( G(n»

NOTA: Tomando X = N, Xo = mo E N, F:N -t N como F(n) n',

se obtiene una f'un cdSn G:N -} N con: G( 0) = m , G( n I) • (G( n ) ) , ;
o

es

decir, esta f'unca.Sn puede servir para introducir la adiciCm:

G(n) = m + n ,
o

Si se toma X ~ N, Xo = 0 EN, F:N ~ N como F(n) = no + n,

se obtiene una funcion G:N ..... N con: G(O) • 0, G(n') = n +o G(n) ; ea

decir, eata funcion G puede servir para introducir la multiplicacion:

G(n) = n.n o

DEMOSTllACIONDEL TEOREMJ.:.La unicidad cAt G I facilmente poz- in-

duccion completa. Sean G1'G2, dos funcionaa con las propiedades carae-

teristicas del teorema 2,3. Considerando el conjunto M = \ nE N / Gl (n)

G2(n),\ se ve inmediatamente que OEM y que para t od o nEN, nEM ~

n'E M; POI' esto, M = N, 0 sea Gl• G2•

El prohl.ema real es la existencia de una f'unc.i Sn G con las

propiedades deseadas. Utilizando el orAenamiento natural de loa ntimeros

naturales y teniendo en cuanta que 0 as el minimo elemento de N, para

este orden, y n' el minimo elemento de N ~or que n, la ezistencia

de G se puede demostrar de la manez-a si8'.liente: para cada n ~ N aea

An • {m~N/ m~n ~ I

consideremos el conjunto M~N de toAos los nUme.ros. natu.rales n con

la propieaad siguiente: existe una fun cion H :A -+ Xn n con laa yropiedades:

15



(a)H(O)=xn 0

(b) 'dmE.N: (m'Sn* Hn(m') = F(H (m»)~)n

Vamos a moatrar que II = N por indnccion oompleta. Evidenzemente 0 ~ M

porque Ao - ~ O} y la funcion Ho: Ao"" R d.ei'inida por H (0) = x
o. 0

tiene las propie.dade.a de.aaadas, porcuanto no exiat.en elemen.toa .mEN

con m' ~ O. Sea nEll y H: A -t X una funci6n que satisface a (.a)
n n

y (b); entonces la f'unca Sn H: A ~ X definida porn n'

H (m )
n'

) Hn (m)

1. F(H (n ) paran m • n '

para -!II~n

posee evidentemente las propiedade.s deaeadas.

10I = N. Ademas, para cada n la funci.6n Hn
como se ve mediante una demostraci6n analoga

funci6n G. Entonce·s resul ta para n S.MI

Por eao , n' € 1oI, Y

corraspondien te es u.nica,

a la de Is .unicidad de la

H (v) = H (v), para todon m vEA
n

ya que la f_unci6n HmI An posee tambi~n las propiedades caracteristicas

de la funcihn H.
n

Finalmen te, la funci6n bllscadB G se define por

En efecto, Gas! definida tiene las propiedades deaeadae ,

G(n) = H (n},
n

IlJIl te.orema de i teracion as deduce facilmente La poaibilidad

de otras fot-mas m~s generales de definiciones recursivaa. Asi:

TEOREMA. 2.4 Sea X un conjunto arbitrario, N el c.onjunto

do los numeros naturales, N x X e1 conjunto producto, F:NxX ~ X una

runct Sn , xo€. X arbitrario, Entonces existe una tinica funcion G:N~X

con las propiedadea:

(a) G(O) = xo
(b) \/'*=.N : G(n') = F(n,G(n)n
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NOTA: Tomando X = N, x = 0' ,F(n,x) - N' .x~ se obti.en.e unao
funcion G que se escribe ordinariamente G(n) = nl

Demostracion del teorema: Sea: N x X -+ N x X la funcion

definida por ~(n,x) = (n' ,F(n,x»; en virtud del teorema 2,3, exis-

te una fun c i Sn rr-: N 4 N x X con las propiedaaes:

ax (0) = (O,x );
o~

'V nEN : GX(n') = ~ (rr-(n»

Afirmamos que el dominic de valores de ~ es la bus.cada fun ci Sn G.

En efecto: por induccion completa se ve inmediatamente que para cada

n EN el valor ax(n) es una pareja orden ada cuyo primer miemhro es n

y cuyo segundo miembro es un elemento de X. Por esto el dominio de va-

lores ~(Gx) es una f'un ci cn G:N~ X, es decir, ~(n) = (n,G(n»,

y esta funcion G tiene las propiedades deseadas,a saber:

G(O) = x, puesto que ~(O) = (O,x )E~(~)o 0

G(n') F(n,G(n», puesto que G(n') = ~(~(n»

(n,G(n» = (n' ,F(n,G(n» €~(~)

La unicidad tiene una demostracion id6ntic;a a la del teorema 2.3.

TEO~A 2.5.- Sean N el conjunto de los nUmeros naturales,

y para cada n, An = { vE-N / v ~ n~ C N. Sean X un conjunto arbi tra-

rio y x EX.o "Sea X el conjunto de t.odas laBfun-ciones para

todo n, Sea F: ~ ~ x una funci.on arbi.traria. Entonc.es existe una

unica funcion G:N -+ X con las propiedades:

G(O) .. x o
G(n I) = F( G IA )n

donde, como de cos tumbre,

triccion de G a An'

G IA designa la funcion obtenida por la res-n

DEIlOSTRACION:La unicidad de G se demue.stra an&logamente a1

caso del te.orema 2.3. En efectol sean Gl,G2, dos funciones con las
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propiedades exigidas; vamos a demostrar por Lndu cc.i on sobre n, Clue

para todo n: Gl IAn = G2 I An" Para n = 0, la afirmacion es trivial.

Supongamos que para algtin -n, Gl I An = G2 I An entonces Gl(n').

F(GI I An) = F(G2 I An') = G2(n'), y teniendo en cuenta que An'· AnV

{n' \ ' se sigue que Gl I An' = G2 I An', comp Le tandoae "1a mduccf on ,

La Ezistencia se demuestra mediante el teorema de iteracion:
1\"" 1\ 1\

sea F: X ~ X definida por F(f) = f, donde

{

f(v)

i'( v) =

F(f)

sli. v~n

si v. n'

Am" Asf,pues,

1\
Ahora poniendo G(n) = G(n)l(n), se ve facilmente que:

G( 0) = ~(o) I (0) = f (0) = xo 0

y

Is ultima igualdad asultando de que,

m~ n -~ G(m) • ~(n*m)

es decir, G(n)
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