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Observemos, ante todo, que., eligiendo los datos al azar, el prob1~.
ma no es sier~re resoluble. Basta considerar, por ejemplo, que los respectl
vos exponentes de 7 en 343 = 73 y en 342 han de diferir entre si en 3 unid~
des, de.modo que no existira ningUn numero en cuyo factorial se encuentre 7
elevado a un exponente interrnedio.

La forma clasica de resolver este problema, citada en Analisis a1
gebraico de Rey Pastor, atribuyendola a Legendre, es la siguiente:

Supongamos que .n es e1 niimero en cuyo factorial est a el prim0.E. -
elevado a~. Sabemos que este exponente es igual a la suma de los cocientes
obtenidos dividiendo reiteradamente .n por.E.. Representemos estas divisiones

n p
rl ql

r2
(1)

admitiendo, a fin de fijar imagenes, que a·1a cuarta division se tenga co--
oiente nulo. Entonces tendrel:ios:

y por otra parte resulta

n =
(3)

Expresando mediante e·Bie Bimbolo que .n tiene las cifras r4, r3, r2 yrl en
base .E..Si llamamos ~ a la Burnade las cifras de .n en base .E.,tendremos:
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De las divisioues dadhs, resulta:

n = pql + rl
ql= pq2 + r2

q2= W3 + r3

q3= r4
Sumando estas igualdades, queda:

Y teniendo en cuenta las expresiones de ~ y de ~ dadas en (2) y -
en (4) respectivamente:

n + k D pk + s n = (p -l)k + s

de 10 cual se deduce la siguiente regIa:
El nu-ero buacado es Lgua l al producto del factor primo disminu,i

do en una unidad por el exponente, mas la auaa de las cifras del propio n~
mere buscado cuando dLcho numero ae escribe en base ~ • Por otra parte ti~
ne que cumplirse que

n = p (multiplo de p) (3)

ya que c~ando ~ varia desde un mUltiplo de ~ hssta el numero inmediatamen_
te inferior al siguiente mUltiplo, el exponente de ~ permanece invariable,
y crece en ~na 0 mas unidades .justamente al alcanzar .§. el valor del muIti-
plo de ~ inmediato; por tanto, de todos los nUmeros en cuyos respectivoci -
factoriales tenga ~ el mismo exponente, el menor es siempre miiLtiplo de ~.

Teniendo esto en cuenta, como quiera que el producto (p - l)k se
pued~ calcular a partir de los da,os del problema, se van dando a ~ valo--
res en sucesion creciente, de modo que Ih surna (p - l)k + S quede siempre
multiplo de ~, empezando por el minimo valor de ~. Cuando uno de los valo-
res dados a ~ sea tal que el valor de ~ resultante, PUBsto en base ~, de -
unas cifras que sumen precisamente ~, habremos dado con la Boluci6n, si la
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hay.
Supongamos, por ejemplo,'que tratamos de hallar el minimo numero

natural en cuyo factorial se encuentre 5 elevado a 628. Tendremos:

p = 5 k = 628 (p - l)k 4 X 628 = 2512

El minimo numero que podemos anadir a 2512 para que quede multiplo
de 5 es 3. Ensayemos~ pues, el 3 como presunto valor de s:

(10)

pero en este caso las cifras del presunto !! en base 5 no suman 3, que es -
el valor dado a~; sino 7. Luego debemos desechar este valor de s.

El siguiente valor que se puede dar a ~ es 8. Entonces se tiene:
2512 + 8 = 2520 = 400405 (11)

y oomo ahora las cifras del presunto !! en base 5 suman 8, que es igual al
valor dado a ~, eSte es el result ado correcto, de modo que tendremos:

n = 2520 (12)
Este es el mencionad.o metodo de Legendre, que presenta .no obstan-

te, dos incunvenientes:
a) El tanteo, que siempre es anticientifico en matemati.caa, y

que debe ser evitado si es posible.
b) Los caSOtide imposibilidad, que no se ponen de manifiesto de

un modo claro por medio de este metodo.
En relacion con estos inconvenientes y con el fin de evitarlos el

autor de estas lineas ha desarrollado otro metodo, cuyo proceso deductivo
explicaremo~ con todo detalle.

Supongamos que se trata de averiguar cual es el minimo numero en
cuyo factorial se halle 7 elevado a 1349.

Observemos en primer lugar que si en el algoritmo de calculo del
exponente de 7 se produce en una sola division, el valor minimo del expo-
nente es 1 (que resulta cuando el numero esta comprendido entre 7 y 13, am
bos inclusive).

Si se producen dos divisiones, el valor minimo del exponente es -
~, ya que, al ser 1 el valor minimo del ultimo cociente, 7 sera a su
vez el valor minimo del primero.

Analogamente, si se producen tres divisiones, entonces el valor -
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2minimo del exponente es 1 + 7 + 7 , pues, dando siempre 108 valores los v~
lores minimos, 1 sera el valor del ultimo cociente, 7 el del penultimo y -

72 el del primero.
Y asi s'.l.cesivamente,para cuatro divisiones el valor minimo del -

exponente sera 1 + 7 + 72 + 73, etc.
Esto nos permite ya saber cuantas divisiones son necesarius para

el exponente dado. En nuestro caso tendremos: (despues de los correspondie~
tes tanteos)

1 + 7 + 72 + 73 < 1349 < 1 + 7 + 72 + 73 + 74
con 10:que podemos asegurar que el numero de divisiones es 4.

Averiguemos ahora cual es el ultimo eociente. Para 4 divisione3,
euando el uloimo eociente es 1, el minimo valor del exponente es 1 + 7 +
+ 72 + 73. 5i el ultimo cociente es 2, el minimo valor del exponente sera
2(1 + 7 + i + 73), puesto qze hac i.endo ig.ial a 2 el ultimo coeiente, el -
minimo valor del penultimo sera 2 X 7, el miniu.o valor del anterior sera
2 X 72 y el minimo valor del primoro sera 2 X 73•

(13)

Parecidamente, si el ultimo cociente es 3, el minimo valor del ex.
ponente sera 3(1 + 7 + 72 + 73), y asi sucesivamente, hast", dar al ultimo
cociente el valor 6, que es maximo posible, p'.l.esde valer 7 habria una di-
vision mas, y ya no seria el ultimo.

En el caso que estamos investigando, tendremos:
3(1 + 7 + 72 + 73) < 1349 < 4(1 + 7 + 72 + 73)

con 10 que ya podemos aseJurar que hay cuatro divisiones y que 3 es el va-
lor del ultimo cociente.

5i ahora damos al ultimo cociente el valor 3, y a los demas cocien
tes e1 valor minimoque pueden tomar, teniendo en cuenta el del Ultimo, los
cocientes, leidos del dlt1me al primero, formaran la sucesion

3 ; 21 ; 147 ; 1029 (IS·)

La suma de estos cocientes da 1200. Para llegar a 1349 faltan, ~-
pues " 149 unidades. Naturalmente, no podemos camo i ar el valor del ultimo -
eoeiente, pues ya ha aide determinado. Pero podemos alterar el valor del -
penultimo, teniendo en cuenta, que, mientras le anadamos una cantidad inf~
rior a 7, no habra que modifiear el ultimo eoeiente.
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Pero en cambio, al ~adir unidades al penultimo cociente, este i~
cremento afectara a los cocientes segundo y primero. Si al penultimo co--
cientele anadimos una unidad, deberemos anadir al menos 7 al segundo y al
menos 72 al primero; si al penultimo le anadimo~ 2 unidades, deberemos an~
dir al menos 2 X 7 al segundo y 2 X 72 al primero, y asi hasta anadir 6
unidades al penultimo cociente.

Como el nUmero de unidades que faltan ss 149, y se tiene
2(1 + 7 + 72) < 149 < 3(1 + 7 + 72) (16)

y se ve con ello que hay que anadir 2 unidades al penultimo cociente, 2X7=
14 unidades al segundo 2 X 73 = 9~ unidades al primero.

Con esto, nos quedan ahora los cocientes
3 ; 23 ; 161 l 1127

cuya su.,avale 1314, es decir 3(1 + 7 + l + 73) + 2(1 + 7 + 72).
Del valor de esta ultima Burna, 1314, al del exponentsy 1349, van

35 unidades. Ahora ya no podemos alterar el valor de los cocientes ultimo
y penultimo, pero podemos, igual que antes, anadir unidades al segundo co-
ciente, con 10 que aut.oma.ti.cament.ese il'.crementaratambien el primero:
por cada unidad anadida al segundo se a~aden 7 al primero. Precediendo co-
mo antes, resulta:

con 10 que resulta que hay que anadir 4 unidades al segundo cociente. Nos
quedan ahora los cocieritss

3 l 23 l 165 l 1155
cuya Burnav~le 1346, 0 sea 3(1 + 7 + 72 + 73) + 2(1 + 7 + 72) + 4(1 + 1)

Ahora s610 nos faltan 3 unidades para conseguir el exponente. Es-
tas 3 unidades podemos anadirlas al primer cociente, sin tener que alterar
los demas. La s"cesion d,efinitiva de cocientes queda, pues, como siguer

3 l 23 I 165 l 1150 (20)
cuya surnaes ya 1349, que ademases igual a

3(1 + 7 + 72 + 73) + ~(l + 7 + 72) + 4(1 + 7) + 3Xl (21)

Como quiera que el nUmero dado actu" como primer dividendo en el
algoritmo (1), con un cociente igual al que hemos llamado primer cociente
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o sea 1158, y un divisor igual a 7, y ademas e1 numero buscado ha de ser -
multipl0 de 7, como ya dijimos, tendremos:

n : 1158 X 7 : 8106

Todo 10 hecho hasta el a.mento no es el procedimiento, sino su fun
damento remoto. Vamos aver ahora como convertimos toQo este calcu10 en a~
go mas practicable.

Hemos visto que el exponente dEidose puede expresar asi~

k 1349 : 3(1 + 7 + 72 + 73) + 2(1 + 7 + 72) + 4(1+7) + 3 X 1 (23)
Pero esto es 10 mismo que afirmar que

k : 134910 : 33337 + 2227 + 44
7
+ 3 (24)

Por otra parte, el primer cociente valia~ en su primera etapa,
1029, 0 sea 3 X73• Luego se 1e aii.adieron2 X 72 : 98 unidades, con 10 que
en su segunda etapa valia 1127, 0 sea 3 X 73 + 2 X 7. Luego se le a;adie-
ron 4 X 7 : 2J unidades, con 10 que en su tercera etapa tomo el valor 1135
: 3 X 73 + 2 X 72 + 4 X 7. Y, finalmente, en la ultima y definitiva etapa
se 1e adicionaron 3 unidades mas, por 10 que el valor del primer cociente
resu1ta ser:

y como e1 numero buscado vale 7 veces el primer cociente , tal como se di-
jo, dicho nUmero valdra:

n : 7'11= 324307 (26)
Ahora empieza ya a vis1umbrarse 1a ventaja de eete procedimiento

mientras el exponente dado, 1349, queda descompuesto tal Gomo se indica en
(24), e1 numero buscado esta farmado, en base 7, por las mismas cifras su
cesivamente repetidas, mas un cero final, tal como se ve en (26).

Pana descomponer el exponente en 1a surnadada, bastara pasar10 a
base 7, y 1uego, operando siempre en dicha base ir restando1e cada vez el
mayor nUmero posible que tenga todas su~ cifras igua1es, siguiendo hasta
obt2ner una diferencia final nula. Esto es 10 que vamos a verificar a con-
tinuacion, indicando, por medio del 7 entre parentesis que encabeza las 0-
peraciones, que estas transcurren en dlcha base:
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AI fin y al cabo, estas restas equivalen a los tanteos efectuados al
empezar a exponer este procedimiento, pero asi como en base 7 es facilisi-
DO ver 3635 esta comprendido entre 33332 Y 4444, en base to era bastante
trabaJoso deducir que 1349 estaba comprendido entre 3 (1 + 7 + / + 73) Y -

4(1 + 7 + 72 + 73). Las 3027 unidades que nos quedan despues de la primera
resta son los 14910 unidades que nos quedaban despues de la primera prese£
tacion de cocientes. Y asi analogamente en todo el proceso.

El procedimiento, pues, queda como sig~e:
Se empieza por pasar el exponente a la base de numeracion del primo

dado. Operando siempre en dicha base, se resta del exponente el maJor nUm~
ro de cifras iguales posibles. Con la diferencia obtenida se sigue hacien-
do 10 mismo, 3 asi hasta llegar a una diferencia final nula.

El nUmero buscado, escri~o ~n la base de numeracion del primo, est~
formado par las mismas cifras que se van repitiendo, escritas en el mismo
orden en que han aparecido, seguidas al final de un cero.

Par esto, la resolucion de este ultimo caso (p = 7 ; k 1349) se re
duce solo a 10 siguiente:

a) Pasar a base 7 el exponente:

b) Ir restando de 36357, operanQO en base 7, un nlimero tal, que to--
das BUS cifras sean iguales, cada ve~ el mayor ntimero posible, tal como se
ve en (23).

c) Como las cifras repetidas son, por orden de aparicion, 3, 2, 4, 3
el nUmero buscado vale

n = 3243°7 (30)
d) Si se quiere, aUIque en si no es esencial, pasar este valor a ba-

Be 10:
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Cuando no se llega a restar, POl' innecesario, un I rnimer-ode un deter-
minado nu.mero de cifras, se considera como si se hubiese restado un numero
compue sto de ceros, y p or' tanto aparece un cera en el mime r-ofinal. POI' e-
jempl0, con los dato" 'lue sirvieron para exponer el metodo de Legendre (p=
= 5 ; k = 628), tendriamos:

62810 10003
5

(32)

y al verificar las re",tas, sucede 10 siguiente:
(5)

10003
--414.1

4
.-A..o

No hemos tenido 'lue restar ningUn numero de 3 cifras iguales ni de -
dos cifras iguales. En los lugares correspondientes, pOl' tanto, apareceran
ceros, y tendremos:

n =

Cuando, po r e I contrario, se pueden restas dos veces co nsecut iva.s nu
meros compuestos POI' igual numero de cifras iguales, estamos ante un caso
de imposibilidad, pues esto indica que el exponente, puesto en la base del
primo, no puede ser descompuesto en sumandos, todos dllcifras iguales, pe~
1'0 todos de diferente: nu.mero de cifraG, tal como 10 e:<rigeel procedimien-
to.

POI' ejempl0, sea p 7 k 113 2217, Tendriamos:

(1)
221
111
110
66
-U
11o
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y como se ha restado dos veces un numero de dos cifras iguales el problema
es incompatible.

Es interesante hacer notar ~ue una condicion suficiente perc no -
necesaria dp.compatibilidad es que las cifras del exponente, escrito en la
base de numeracion del primo, formen, leidas de izquierda a derecha, una -
sucesion monotona creciente. En este caso, ademas, existe un procedimiento
mas rapido que las restas para calcular las cifras de ~ en base £ , proce-
dimiento que ilustraremos con un ejemplo.

Sea el caso p = 7 ; k = 86010 23367, en que las cifras de ~
en base! forman una suce si on mono t oriacreciente. Entonces formemos un num~
ro con las cifras de ~, perc precediendo un cero y repitiendo la cefra fi
nal:

023366 (36)

Las cifras de n seran las diferencias entre lascifras del numero
asi formado, y leidas en 01 mismo orden. Como dichas diferencias son, por
orden, 2, 1, 0, 3, 0, se tendra directamente:

n = 21030
7

= 516610
quedando resue110 el problema. La Justificacion de este calculo aimplifi-
cado, comparandolo con el algoritmo de las restas, es facil consoguir, y la
omitimos por brevedad.

Puede verse, pues, como con este procedimiento se han obviado los
inconvenientes del metoda de Legendre: no hay tanteo alguno y los casos de
imposibilidad se advierten directamente al aplicar el algoritmo.

(Recibido Octubre de 1.964).
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