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Observemos, ante todo, que, eligiendo los datos al azar, el proble
ma no es siempre resoluble. Basta considerar, por ejemplo, que los respecti
vos exponentes de 7 en 343 = 73 ¥ en 342 han de diferir entre si en 3 unida
des, de modo que no existird ningin nlmero en cuyo factorial se encuentre 7
elevado a un exponente intermedio.

La forma clédsica de resolver este problema, citada en Andlisis al
gebrdico de Rey Pastor, atribuyéndola a Legerdre, es la siguiente:

Supongamos que n es el niimero en cuyo factorial estd el primo p -
elevado a k. Sabemos que este exponente es igual a la suma de los cocientes

obtenidos dividiendo reiteradamente n por p. Representemos estas divisiones

n | p
1] L ®
| %Y »

T3 93| P (1)

r4 0

admitiendo, a fin de fijar imlgenes, que a la cuarta divisidn se tenga co--

ciente nulo. Entonces tendreuios:
k = q; +q, +a3 (2)

Y por otra parte resulta

(3)
n = r,ryr,T

432107

Expresando mediante este simbolo que n tiene las cifras r4, T3, r2 yr)en

base p. Si llamamos 8 a la suma de las cifras de n en base p, tendremos:
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S=T) +7T,+Ty+ r4 (1)

De las divisioues dadas, resulta:

n=pq +71)
97 ;M + T
9= Pz + T3
3= r4

Sumando estas igualdades, queda:
n+q) +q, +q3= p(ql +q, + q3) +T)+T, + T3+ r4(6)

Y teniendo en cuenta las expresiones de k y de s dadas en (2) y -

en (4) respectivamente:

n+k=pk+s 3 n=(p-l)k + 8 (7)

de lo cual se deduce la siguiente regla:

El nimero buscado es igual al producto del factor primo disminui
do en una unidad por el exponente, mids la suma de las cifras del propio ni
mero buscado cuando dicho nimero se escribe en base p . Por otra parte tie

ne que cumplirse que
n = p (miltiplo de p) (3)

Yya que cuando n varia desde un miltiplo de p hasta el nimero inmediatamen—
te inferior al siguiente miltiplo, el exponente de p permanece invariable,
y crece en una o mis unidades justamente al alcanzar h el valor del milti-
plo de p inmediato; por tanto, de todos los nimeros en cuyos respectivos -
factoriales tenga p el mismo exponente, el menor es siempre miltiplo de p.
Teniendo esto en cuenta, como quiera que el producto (2 - 12k se

puede calcular a partir de los davos del problema, se van dando a s valo--
res en sucesidn creciente, de modo que lu suma (2 - 1!k + 8 quede siempre

miltiplo de Py empezando por el minimo valor de s. Cuando uno de los valo-
res dados a 8 sea tal que el valor de n resultante, puesto en base p, dé -

unas cifras que sumen precisamente s, habremos dado con la solucién, si la
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hay.
Supongamos, por ejemplo,-que tratamos de hallar el minimo nimero

natural en cuyo factorial se encuentre 5 elevado a 628. Tendremos:
P=5 3 k=623 5 (p-1)k = 4 X 628 = 2512 (9)

El minimo nimero que podemos anadir a 2512 para que quede miltiplo
de 5 es 3. Ensayemosy pues, el 3 como presunto valor de s:

2512 + 3 = 2515 = 400305 (10)

pero en este caso las cifras del presunto n en base 5 no suman 3, que es -
el valor dado a s; sino 7. Luego debemos desechar este valor de s.
El siguiente valor que se puede dar a s es 8. Entonces se tiene:

2512 + 8 = 2520 = 400405 (11)

Yy como ahora las cifras del presunto h en base § suman 3, que es igual al
valor dado a s, éste es el resultado correcto, de modo que tendremos:
n = 2520 (12)

Este es el mencionado método de Legendre, que presenta no obstan-
te, dos incunvenientes:

a) El tanteo, que siempre es anticientifico en matemdticas, y =
que debe ser evitado si es posible.

b) Los casos de imposibilidad, que no se ponen de manifiesto de
un modo claro por medio de este método.

En relacidn con estos inconvenientes y con el fin de evitarlos el
autor de estas lineas ha desarrollado otro método, cuyo proceso deductivo
explicaremos con todo detalle.

Supongamos que se trata de averiguar cudl es el minimo nimero en
cuyo factorial se halle 7 elevado a 1349.

Observemos en primer lugar que si en el algoritmo de cédlculo del
exponente de 7 se produce en una sola divisidn, el valor minimo del expo-
nente es 1 (que resulta cuando el nimero estd comprendido entre 7 y 13, am
bos inclueive).

Si se producen dos divisiones, el valor minimo del exponente es -
l+ 7, yaque , al ser 1 el valor minimo del Gltimo cociente, 7 serd a su
vez el valor minimo del primero.

Anélogamente, si se producen tres divisiones, entonces el valor -
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minimo del exponente es 1 + 7 + 12, pues, dando siempre los valores los va
lores minimos, 1 serd el valor del Gltimo cociente, 7 el del pentltimo y -
72 el del primero.

Y asi sucesivamente, para cuatro divisiones el valor minimo del -
exponente serd 1 + 7 + 12 + 13, etc.

Esto nos permite ya saber cuantas divisiones son necesarius para
el exponente dado. En nuestro caso tendremos: (después de los correspondien

tes tanteos)

1+7+72+73<1349<1+7;72+73+74 (13)
con lo: que podemos asegurar que el nimero de divisiones es 4.
Averiguemos ahora cudl es el Ultimo cociente. Para 4 divisiounes,
cuando el Gliimo cociente es 1, el minimo valor del exponente es 1 + 7 +
+ 12 + 13. Si el Gliimo cociente es 2, el minimo valor del exponente seri

2(1 + 7. + 72 + 1%), puesto gque haciendo igual a 2 el Gliimo cociente, el -

minimo valor del peniltimo serd 2 X 7, el minimo valor del anterior serid —
2 X 72 ¥y el minimo valor del primero serd 2 X 73.
Parecidamente, si el Gluimo cociente es 3, el minimo valor del ex

ponénte sefd 3(1 + 7 + 72 + 73), y asi sucesivamente, hasta dar al Gltimo

cociente el valor 6, que es mdximo posible, pues de valer 7 habria una di-~
visidn més, y ya no seria el Gluimo.
En el caso que estamos investigando, tendremos:

31+ 7+ 72 + 73) < 1349 < 4(1 +17 + 72 + 73)

(14)
con lo que ya podemos asegurar que hay cuatro divisiones y que 3 es el va—
lor del Gltimo cociente.

Si ahora damos al Gltimo cociente el valor 3, y a los demds cocien
tes e) valor minimoque pueden tomar, teniendo en cuenta el del (liimo, los
cocientes, leidos del @iltime al primero, formardn la sucesidn

3321 3 147 5 1029 (1%)

La suma de estos cocientes da 1200. Para llegar a 1349 faltan, =-
pﬁes, 149 unidades. Naturalmente, no podemos camorar el valor del Gltimo -
cociente, pues ya ha aido determinado. Pero podemos alterar el valor del -
peniiltimo, teniendo en cuenta, gue, mientras le anadamos una cantidad infe

rior a 7, no habrd que modificar el dltimo cociente.

30



Pero en cambio, al anadir unidades al peniltimo cociente, este in
cremento afectari a los cocientes segundo y primero. Si al peniltimo co--
cientele anadimos una unidad, deberemos anadir al menos 7 al segundo y al
menos 72 al primero; si al peniltimo le anadimos 2 unidades, deberemos aig
dir al menos 2 X 7 al segundo y 2 X 72 al primero, y asi hasta anadir 6
unidades al penfiltimo cociente.

Como el nimero de unidades que faltan es 149, y se tiene

2(1 + 7 + 72) < 149 < 3(1+ 7+ 72) (16)

Yy se ve con ello que hay que aiadir 2 unidades al peniltimo cociente, 2X7=
= 14 unidades al segundo 2 X 73 = 93 unidades al primero.
Con esto, nos gquedan ahora los cocientes
3523 5 161 5 1127 (17)

cuya suua vale 1314, es decir 3(1 + 7 + 72 + 73) +2(1 + 17+ 72).

Del valor de esta Gltima suma, 1314, al del exponente, 1349, van
35 unidades. Ahora ya no podemos alterar el valor de los cocientes Gltimo
y peniiltimo, pero podemos, igual que antes, anadir unidades al segundo co-
ciente, con lo que automdticamente se ircrementarid tambien el primero:
por cada unidad anadida al segundo se anaden 7 al primero. Precediendo co-

mo antes, resulta:
A1) e 35.°¢ 5L +'7) (18)

con lo que resulta gque hay que anadir 4 unidades al segundo cociente. Nos

quedan ahora los cocierites
33 23 ;3 165 5 1155 (19)

cuya suma v.le 1346, o sea 3(1 + 7 + 72 + 73) +2(1L +17+ 72) +4(1 +7)
Ahora sbélo nos faltan 3 unidades para conseguir el exponente. Es-
tas 3 unidades podemos anadirlas al primer cociente, sin tener que alterar

los demés. La sucesidn definitiva de cocientes queda, pues, como sigues

3 ;233 165 5 1153 (20)
cuya suma es ya 1349, que ademds es igual a

30 + 7+ 72 + 73) +2(0 +7+ 72) +4(1 +7) +3x1  (21)

Como quiera que el nimero dado actlu como primer dividendo en el

algoritmo (1), con un cociente igual al que hemos llamado primer cociente
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o sea 1153, y un divisor iguzl a 7, y ademds el nimero buscado ha de ser -
miltiplo de 7, como ya dijimos, tendremos:

n= 1158 X 7 = 8106 (22)

Todo lo hecho hasta el moemento ne es el procedimiento, sino su fun

damento remoto. Vamos a ver ahora cdmo convertimos todo este cdlculo en al
go més practicable.

Hemos visto que el exponente dddo se puede expresar asi:

k =1349 = 3(1 + 7 + 72 + 73) +2(0 +7+7%) + 4(1+7) + 3 x 1 (23)

Pero esto es lo mismo que afirmar que

k = 1349, = 33337 +222, + 44, + 3 (24)

Por otra parte, el primer cociente valia, en su primera etapa, -
1029, o gea3 X73. Luego se le anadieron 2 X 72 = 98 unidades, con lo que
en su segunda etapa valia 1127, o sea 3 X 73 + 2 X 7. Luego se le anadie-
ron 4 X 7 = 23 unidades, con lo que en su tercera etapa tom el valor 1135
=3X 73 +2X 72 +4 X 7. Y, finalmente, en la Gltima y definitiva etapa
se le adicionaron 3 unidades més, por lo gue el valor del primer cociente
resulta ser:

q = 1158

=3x7 +2Xx72 44 X7+ 3 = 3243 (25)

10 7
Y como el nimero buscado vale 7 veces el primer cociente , tal como se di-

jo, dicho nimero valdréa:

n=1q " 324307 (26)

Ahora empieza ya a vislumbrarse la ventaja de este procedimiento
mientras el exponente dado, 1349, queda descompuesto tal como se indica en
(24), el ntmero buscado estéd formado, en base 7, por las mismas cifras su
cesivamente repetidas, mds un cero final, tal como se ve en (26).

Pava descomponer el exponente en la suma dada, bastari pasarlo a
base 7, y luego, operando siempre en dicha base ir restandole cada vez el
mayor nimero posible que tenga todas su. cifras iguales, siguiendo hasta
obtener una diferencia final nula. Esto es lo que vamos a verificar a con-
tinuacidn, indicando, por medio del 7 entre paréntesis que encabeza las o-

peraciones, que éstas transcurren en dicha base:



1349, = 36357 (27)

2
» (23)

Al fin y al cabo, estas restas equivalen a los tanteos efectuados al
empezar a exponer este procedimiento, pero asi como en base 7 es facilisi-
mo ver 3635 esti comprendido entre 3333 ¥ 4444, en base 10 era bastante —
trabajoso deduc1r que 1349 estaba comprendldo entre 3(1 + 7 + 7 + 73)

4(1 + 7 + 7 + 7 ). Las 3027 unidades que nos quedan después de la primera
resta son los 14910 unidades gque nos quedaban después de la primera presen
tacidn de cocientes. Y asi andlogamente en todo el proceso.

El procedimiento, pues, queda como sigue:

Se empieza por pasar el exponente a la base de numeracidén del primo
dado. Operando siempre en dicha base, se resta del exponente el mayor nime
ro de cifras iguales posibles. Con la diferencia obtenida se sigue hacien-
do lo mismo, y asi hasta llegar a una diferencia final nula.

El nimero buscado, escrito en la base de numeracidén del primo, esté
formado por las mismas cifras que se van repitiendo, escritas en el mismo
orden en que han aparecido, seguidas al final de un cero.

Por esto, la resolucidn de este dltimo caso (p =173 k= 1349) se re
duce sdlo a lo siguiente:

a) Pasar a base 7 el exponente:

1349, = 36357 (29)
b) Ir restando de 36357, operando en base 7, un nimero tal, gque to—-—
das sus cifras sean iguales, cada vez el mayor nimero posible, tal como se
ve en (23).
c) Como las cifras repetidas son, por orden de aparicién, 3, 2, 4, 3
el mimero buscado vale
= 324307 (30)

d) Si se quiere, aunjue en si no es esencial, pasar este valor a ba-

se 10:
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324307 = 8106, (31)

Cuando no se llega a restar, por innecesario, un! nimero de un deter-
minado nimero de cifras, se considera como si se hubiese restado un ndmero
compuesto de ceros, y por tanto aparece un cero en el nimero final. Por e-
jemplo, con los datos que sirvieron para exponer el método de Legendre (p=

=5 3 k = 628), tendrfamos:

7

628, = 10003, (32)
y al verificar las restas, sucede lo siguiente:
(5)
y 10003
— 4444 J

- 4 (33)
—4
C

No hemos tenido gue restar ningin nimero de 3 cifras iguales ni de -
dos cifras iguales. En los lugares correspondientes, por tanto, aparecerin
ceros, y tendremos:

(34)

n = 40040_ = 2520

5 10

Cuando, por el contrario, se pueden restus dos veces consecutivas ni
meros compuestos por igual numero de cifras iguales, estamos ante un caso
de imposibilidad, pues esto indica gue el exponente, puesto en la base del
primo, no puede ser descompuesto en sumandos, todos de cifras iguales, pe-
ro todos de diferente: nimero de cifras, tal como lo exige el procedimien-

to.

Por ejemplo, sea p = 7 3 k = 113 2217. Tendriamos:

(7)

221
111
o &3
6
1
1

O\OI
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y como se ha restado dos veces un nimero de dos cifras iguales el problema

es incompatible.

Es interesante hacer notar gque una condicidn suficiente pero no —

necesaria de compatibilidad es que las cifras del exponente, escrito en la
base de numeracidén del primo, formen, leidas de izquierda a derecha, una -
sucesidén mondétona creciente. En este caso, ademus, existe un procedimiento
més répido que las restas para calcular las cifras de n en base p , proce-
dimiento que ilustraremos con un ejemplo.

Sea el caso p = 7 3 k = 860lo = 23367, en que las cifras de k =~
en baseltfbrmun una sucesidén mondtona creciente. Entonces formemos un nﬁmg
ro con las cifras de k, pero precediendo un cero y repitiendo la cifra fi

nal:

023366 (36)

Las cifras de n serdn las diferencias entre lascifras del nimero
asi formado, y leidas en el mismo orden. Como dichas diferencias son, por
orden, 2, 1, 0, 3, O, se tendrid directamente:

n = 21030 = 5166 (37)
7 10

quedando resuelbvo el problema. La justificacidn de este cédlculo simplifi-
cado, comparédndolo con el algoritmo de las restas, es fécil conseguir, y la
omitimos por brevedad.

Puede verse, pues, cdémo con este procedimiento se han obviado los
inconvenientes del método de Legendre: no hay tanteo alguno y los casos de

imposibilidad se advierten directamente al aplicar el algoritmo.

(Recibido Cctubre de 1.964).
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