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Nota: Sobre la Compacidad de los Intervalo Cerrados de

Nimeros Reales.

La intencidn de esta nota es proponer una demostracidén de la -
Compacidad de los Intervalos Cerrados o, FJ de Numeros Reales (R), ra
la topologia usual de tales nimeros (Topologia de los intervalos(d,?)-
abiertos). Tal resultado es bien conocidio de tolos los matemdticos y
generalmente enunciado con el nombre de teorema de Borel-Lebesgue. El
lector conocerd entonces indudablemente muchas demostraciones de tal
teorema y la gue sigue serd apenus una mds. Mi propdsito es solumente

el siguiente:

lo.) Mostrar gue tal propiedad no depende en esencia, sino de



la estructura de orden de los nimeros reales (todo intervalo cuando

L, F] es para el orden tnducido sobre &1, por el orden de R, wn re---
ticulo completo), y no de su estructura de grupo topololdgico (y por
tanto de espacio uniforme), sobre la cual estd basada lu demostracidn

de Bourbaki(f] .

20. Desurrollar la demostracidn basandonos directamente en el axio
ma (c) de Bourbaki L2] , o lo yue es lo mismo, en el axioma (¢ ) (3]
Es decir: Un espacio Topoldgico se dice Compacto si y solo si, es se-

parado y verifica el axioma siguiente:
(¢ ) Todo dtrai‘iltro de X tiene un punto limite.

Enunciamos entonces:

Proposicidn: Sean A,P dos nimeros reales, el intervalo cerrado
X -@,ﬂ de R es un espuacio topoldgico compacto. (Para la topolosia de

subespacio de R).

Demostracidén: La proposicidn es trivial, sid=F. Supongamos
por tanto d< P . Sea.q:un ultrafiltro sobre X. Sea A el conjunto de

los extremos superiores de los elemenios de "-F .

A={sup F ‘ FEqP}

Yy sea a = Inf. A . Es de notar que Sup F e Inf A existen siempre, -
pues F Q[d,?], AC B, f] y an] es un reticulo completo. Demostremos

que a = 1im‘F.

Supongamos que a no es limite del ultrafiltroq:. Existe enton
ces una vecindad U = ()\,r) de a, tal que U QQF . Como % es un ultra-
filtro GIU eq:, Ahora bien:

o =, A uTp,p]
De nuevo, la condicidn de “rdF un ultrafiltro implica que

Ca, NJe%Fs [,A,?]EOF.
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Veamos que esto es imposible, lo cual completari la demostra--

lo.)[d ¢ >\] éoF.

Esto es claro, puesto que la condicién[d, )\]EOF implica A = sup

[d, y | > a = Inf A, mientras que A < a.

20.)[’*,?] éQF v
En efecto: Siq&)?]sw ’ entonces[’u,?]ﬂ F ;( 7 para todo FEO»F

Por tanto gup F;IH- para todo F y de esto:

Inf {Sup Flr eq:} = Inf A=a 3’&, mientras que t»a, lo -

cual completa la demostracién de la proposicidn.

Como R es separado,[ﬂ,?] es separado y por tanto compacto.

Notamos finalmente que si un conjunto es cerrado y acotudo en
R, el estd contenido en un intervalo B,F] Y un cerrado en un conjun
to es compacto. Como un compacto en un espacio Separado es Cerrado
¥ como un conjunto no acotado en R, no puede ser compacto, queda
demostrado el teorema de Borel-Lebesgue.
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