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RESUMEN. Se estudia el problema de la existencia de soluciones periddicas positivas
para sistemas parabdlicos generales mediante los teoremas del tipo Kolesov y el es-
quema mondétono. Se considera el caso especial de un modelo de epidemias que incluye
difusién y un modelo de competencia de especies predador-presa.

1. Introduccién

Un modelo que describe el fenémeno de las epidemias bajo el efecto de

difusién es el sistema parabdlico de reaccién—difusién dado por

68_1; Pin V(Dl(x)Vu) = —au — ch(v)u + (Il(z')

(A4) en QxR
Ov

BT V(D2(z).Vv) = —bv + caG(v)u + ¢2(z)
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donde © C R" es un dominio acotado con frontera suave, u , v representan re-
spectivamente la poblacién susceptible y la poblacién infectada, las constantes
de reaccién a, b, c1, co y los coeficientes de difusién D;, D, son positivos, los
factores externos q; y g2 son no-negativos (i = 1,2), y G(v) es la funcional
definida por

G(v)(:c,t):/ng(:c,s)v(s,t)ds

donde g es una funcién positiva y continua sobre Q x Q (véase [Or], [Pa), [Pi],
[Ql]) [QZ])

Por otra parte, el fenémeno de competencia de especies del tipo Lotka—
Volterra se describe mediante el sistema parabdlico

%?—Au: u(a—aju—azv) en QxR
(B)

Ov

E_sz v(b—biv+bu) en QxR

donde a;, b;, a 'y bson constantes positivas, u, v representan las concentraciones
de la presa y del depredador respectivamente, a es la rata de crecimiento de la
presa y b la del depredador, y a;, b; (i = 1,2) son los coeficientes de interaccién
entre dichas especies (véase [Le], [Ar]).
Los sistemas (A) y (B) se enmarcan dentro de una clase general de sistemas

parabdlicos de la forma

Li[u] = fi(—,—,u,v) en QxR

(€)

Ly[v] = fa(—,—,u,v) en QxR
donde los operadores diferenciales L, y L, son operadores uniformemente para-
bélicos y las funciones (operadores) f; (i = 1,2) tienen propiedades adecuadas
de monotonia.

Los objetivos de este articulo son tres:

(1) Extender el teorema de comparacién de Kolesov (véase [Ko]) al caso de
un sistema de dos ecuaciones diferenciales parabdlicas para demostrar
la existencia de super y subsoluciones periddicas no triviales del prob-
lema bajo las condiciones de frontera

([ Li[u]= fi(—,—,u,v) en QxR

Lo[vl= fo(—,—,u,v) en QxR
(D)

u>0, v>0 en QxR

u=0 v=0 sobre 02 x R
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a partir de funciones no necesariamente periédicas.

(2) Demostrar la existencia de soluciones periédicas del problema (D), via
el esquema mondtono (supersoluciones y subsoluciones).

(3) Construir super y subsoluciones del problema (D) para garantizar la
existencia de soluciones peridédicas del problema, via los teoremas de
extension del tipo de Kolesov (véase [Ko]).

2. Notaciones

En adelante,  serd un dominio acotado con frontera suave en RYN | a, bseran
nimeros reales con a < b, y D = Q x [a,b]. Para toda funcién u con dominio
Dy 0< a< 1, definimos

lull2 = sup |u(=,1)],
(z,t)eD
[u(z1,t1) — u(za,ta)]
HP(u) = su -
a(®) (x.,t.g)ED Iz — 2|2 + [ty — t2[]*/?
(z1,t1)#(z2,12)

llulld = llull + H (w)-

Si HP?(u) < 400, diremos que u € C*(D). El conjunto C*(D) con la norma
[l/|2 es un espacio de Banach. Denotaremos con C'**(D) el conjunto de fun-
ciones u tales que u € C*(D) y u,, € C*(D) (1< i< N). Denotaremos con
C**(D) al conjunto de funciones u tales que u, u¢, Uz, , Uz,z; € C*(D)paral <
i,j < N. Los conjuntos C'**(D) y C?**(D) son espacios de Banach con las
normas

llullPya = llull u € C1+(D),
D
D — |lyllP 2+
llul|Zy o = llulltha + Z 3::: 61] , u€C**(D).

Diremos que u € C*(Q x R)(u € C'**(Q x R),u € C***(Q x R)), si u€
C*QxI) (ueCH*(QxI),u€ C*(Qx1I)) para todo intervalo compacto
ICR

Denotaremos con F al espacio de las funciones f € C%(Q x R) tales que
f(z,t +T) = f(z,t) (T es un nimero positivo fijo). F es un espacio de
Banach con la norma,

Il flle = ||f“co('fix[o,T]).
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Denotaremos con E al conjunto de las funciones u € C***(Q2 x R) tales que
u(z,t+T) = u(z,t) y u(z,t) =0 para todo (z,t) € 9 x R. EE es un espacio
de Banach con la norma

[lulle = ”"||c=+a(ﬁx[o,7'])-

Con L,L; y Ly denotaremos los operadores uniformemente parabdlicos

J

o)
§=12, v
N
L(u) = % - Lg ajx(z, t)a 61‘ + Zb (z, t) +c(:c t)u]

en @ xR, donde ¢,c” <0en QxR (i=1,2)y aj, agk), b, b(') ¢, c)eF
para 1<j, k<Ne i=1, 2

Los operadores L; y Ly denotaran operadores uniformemente elipticos en Q
de la forma

N N
” ; 02u ‘ :
T = 3 @G + 28 @ + e

j=1

dondeg® <0 (i=1, 2)enan() b;',c(‘)EC(ﬁ)paralsj,kSNe i=
I 2.

3. Teoremas de extensién del tipo de Kolesov
Definicién 3.1 (Supersoluciones y subsoluciones). Sean u;, u; € C”"(ﬁ X
R), T-periédicas (i = 1, 2). Diremos que las parejas (41, u2) y (u1, up)

son supersoluciones y subsoluciones de (D), respectivamente, si satisfacen las
siguientes desigualdades

Li[uy] — fi(—,—,@1,u2) >0 en QxR
Ly[w1] = fi(—,—,u1,1i2) <0 en QxR
Lyfig) — fo(=,—,1,8) >0 en QxR
Lafug) — fo(—,—,u1,u2) <0 en QxR

u; > u; >0 en QxR

;> 0> u; sobre 00 x R.
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Los resultados que vamos a presentar en esta seccién permiten demostrar la
existencia de supersoluciones y de subsoluciones periddicas del problema (D),
a partir de funciones no necesariamente periddicas. Estos resultados son con-
secuencia del siguiente teorema de comparacién de Kolesov (véase [Ko]).

Teorema de Kolesov. Sea F' : Q@ x R x R — R una funcién suave tal
que F(—,t+T,-) = F(-,t,—) paratodo t € Ry que F(—,—,r) €
C*(Q x R) para r € C***(Q x R). Si existen funciones v,w € C*(Q x [0,T}])
con Ty > T tales que

L[v] > F(—,—,v) en Q x [0,T1],
Lw] < F(=,~,w) en @ x [0, ),
4E%30) Dho(e, I w(2,0) < w(z;T) - sobre T,
o(z,8) > 0 > w(z,1) sobre 3Q x [0, T4,
(&, 0) < v(z,0) en T,

entonces el problema parabdlico periodico

Liul]= F(—,—,u) en QxR
ueE

tiene por lo menos una solucion. Mas ain, w < u < v en 2 x R.

En lo que sigue, f; : @ x Rx Rx R — R (i = 1, 2) seran funciones suaves
tales que:

(1) fi(_1t+T|—x-) — fi(_)t)—y_) (l = 1!2) para todo ¢ €R.
(2) Sir,s €F,entonces fi(—,—,ms)€F (i=1, 2).

Teorema 3.1. Sean T} > T y M, y M, constantes no—-negativas tales que
fi(=,—,7,5)+ M,r es mondtona no-creciente y fo(—,—,r,s)+ M3s, mondtona
no—decrec:ente enr ys. Siexisten funciones U,U, V en C**t*(Q x [0,T1]) ¥y
una constante positiva R tales que

Li[T] > fi(-—UY) en Qx[0,T1],
L[U] < Ai(--UR) en Qx[0,T],
Ly[R] > fo(—,—U,R) en Qx[0,T1],
Ly[V] £ fo(=—UY) en Qx[0,T3],
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U(z,0) > U(z,T), U(z,0) <U(z,T), V(z,0)<V(2,T) con z€Q,
U(z,0) < U(z,0), V(z,t)<R conze€Q, tel0Ti],

U(z,t) > 0> U(z,t), 0> V(z,t) con (z,t) €N x[0,T1]

entonces existen funciones u;, u; € E, i = 1, 2, tales que las parejas (i, tz) y
(u1,us) son respectivamente supersoluciones y subsoluciones T-pericdicas del
problema (D).

Demostracion. Consideremos las funciones
91(?3,75,73-9) = fl(z’t)r’s) + Myr

g2(z,t, 7, 8) = fa(z,t,r,5) + Mas.
Entonces g; es monétona no—creciente y g, mondtona no—decreciente, en 7y s.
Sea hy(z,t,r) = g1(z,t,r, R)—Mir = fi(z,t,r, R). Un célculo sencillo mues-
tra que

Li[U](z,t) > hi(z,t,U) y Li[U](z,t) < hi(z,t, ).

En virtud del teorema de comparacién de Kolesov antes mencionado, existe
u; € Etalque U <wu; < U,y que

Ll[ul](:c,t) = fl(x,t,ul,ﬁ).

Si ahora tomamos h(z,t,s) = ga2(z,t,u1,s) — Mas, se demiestra. de manera
completamente analoga que existe uz € E tal que V. < up; < Ry que

Lz[u;:](z‘, t) = fg(:L‘, t, U, Ug).

Sea hs(z,t,r) = g1(z,t,r, uz)—Myr. De nuevo, el teorema de Kolesov garantiza
que existe 4, € E tal que U < i; < U y que

Ll[’&l](l’,t) - f1($,t,ﬁ1,ﬂ2).
Ahora,

Ll[ﬁl = ul](xyt) gl(zxtuﬁlsu2) o gl(xat) ul:-I_%) - Ml(ﬁl 3 Ul)(z,t)

> gi1(z,t, %1, R) — g1z, t,uy, R) — My (@ — w)(z, 1),
y por el teorema del Valor Medio, existird n entre @; y u; tal que
0 s
{Ll + [-%(—,—,ﬂ,R) + Ml] } (ﬁl e ul) Z 0 en Q x (O,Tl)
7]
Dado que %(—,—,r,—) — M, <0 y @ —u =0 sobre 02 xR, el

principio del maximo garantiza entonces que u; > u; en Q x R (véase [Pw,
pag. 173)).



SOLUCIONES PERIODICAS ViA EL TEOREMA DE KOLESOV 19

Sea, finalmente, hq(z,t,s) = g2(z,t, 11, R) — Mys. Entonces
L2[E]($,t) 2 h4(17,t,ﬁ) y L?[K](zyt) S h4($,tyz),

y por lo tanto, existe i; € [E tal que V. < 13 < R, que

Lg[ﬁg](l‘,t) = gz(I,t,ﬁl, R) == Mg’l]z(.’l?,t).
y ademas, que
Lz[’az — U2](I,t) Z gz(l‘,t,ﬂl,ﬁ) s gz(.’L‘,t, ul,ﬁ) &l Mz(ﬁz o U2)(.’E, t).

Del hecho de que go(—, —, r, —) es monétona no-decreciente se deduce entonces
que
{L2 + Mz}(ﬁz - ’u.2) >0 en Q x (O,Tl),

y, puesto que @z — uz = 0 en 0Q x R, el principio del maximo garantiza que
ﬁz Z Uz €n ﬁ x R.

Las parejas (&, uz) y (u1,uz) son entonces respectivamente super y subsolu-

ciones T-periddicas del problema D. O

Observacién. La técnica utilizada en la anterior demostracién se puede adap-
tar al caso en que los f; (i = 1, 2) sean operadores sobre el espacio F. En efecto,
sean F; : F — F (i = 1,2) operadores continuos y H; : R — R (i = 1,2)
funciones suaves con las siguientes propiedades:

() Siv >0, entonces Fi(v) <0, F(v) >0
(if) SiT > v, entonces Fi(v) < Fi(v), F2(7) > Fa(v)
(iii) Sir € R, entonces F(r) : Q@ — R (i=1,2) y F1(0) <0 en Q.
(iv) ?as funciones H; yH, son mondtonas no-decrecientes y H;(0) =0
i=1,9).

Se tiene entonces el siguiente teorema para un modelo descrito por ecuaciones
parabdlicas que generaliza el sistema (A).

Teorema 3.2. Sean Ty > Ty ¢i € C*(Q) (i = 1,2). Si existen funciones
U,U,V en C***(Q x [0,T1]) y una constante positiva R tales que

L[U] > AWHO)+a en Qx[0,T1],
L[U] < AERHEU)+ax en Qx[0,T1],
Ly[R] > —bR+F(R)Hy(U)+q en Qx[0,T1],
Ly[V] < bV + Fa(V)Ha(U)+q2 en Qx[0,T1],
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U(z,0) > U(z,T), U(z,0) < U(z,T), V(x,0) < V(z,T)con z € 9,
U(z,0) < U(z,0), V(z,t)<R conz€Q, te0,T],

U(z,t) > 0> U(z,t), 0>V(z,t), con(z,t)€dx[0,T],
entonces existen funciones i;, u; € [E tales que las parejas (u1,42) y (u1, u2)
son super y subsoluciones T-periédicas del problema D con
fl(_y Ty T,S) o Fl(s)Hl(r) + ‘Il(_)
fa(—=,—,7,8) = —bs + Fy(s)Ha(r) + q2(—), 7, s E C***(Q x R).

La demostracién se basa en argumentos similares a los usados en la de-
mostracién del Teorema 3.1. En este caso es necesario definir las funciones

h; por

metr) = RE@H+a(),
hz(.’l,',t,s) = -—bS+Fg(R)(ZL‘)Hg(U])(.’C,t)+QQ(:E),
hs(z,t,r) = Fi(uz)(z, t)Hi(r) + q1(x),

hy(z,t,s) = —bs+ F3(R)(z)Ho(;)(z,t) + g2(),

donde las funciones i;,u; € E (i = 1,2) satisfacen

Lifw] = Fi(R)H:i (1) +q,
Lz[Uz] = —bU2 + Fz(R)Hg('Uq) + q2,
Li[a] = Fi(u2)Hi(8) + a1,
Lyfus] = —bug+ Fo(R)Hz(1)+ qa.

Mis atn, los mismos argumentos anteriores demuestran facilmente que
U<sui<in<U y V<uy<iaz<R en QxR

Nuestro siguiente resultado esta relacionado con el modelo de competencia de
especies del tipo Lotka—Volterra.

Teorema 3.3. Sean T} > T y M, y M, constantes no-negativas tales que
fi(—=,—,r,8)—M;r es monétona no—creciente y fo(—,—,r, §)4M3s?, mondtona
no—decreciente, en r y s. Si existen funciones U,U,V. en C?**(Q x [0,T1]) ¥
una constante positiva R que satisfagan las desigualdades del Teorema 3.1,
entonces existen funciones i;,u; € |E tales que las parejas (41, 12) y (u1,u2)
son respectivamente supe y subsoluciones T-periédicas del problema (D).

Demostracién. Consideremos las funciones
gl(zytarvs) - fl(r)tyrys) = er
g2(z,t,r,8) = fo(z,t,7,8) + Mas®.

Entonces g, es mondtona no—creciente y g» es monétona no-decreciente en r
y s.



SOLUCIONES PERIODICAS VIA EL TEOREMA DE KOLESOV 21

Como en el Teorema 3.1, existen funciones u; € E (1 = 1,2) tales que
U<u1<U,V<u2<Ryque

Ll[ul](z,t) = fl(l‘,t,ul,ﬁ) y Lg[Uz](I,t) = fz(il:,t,ul, Ug).

En virtud del teorema de existencia de soluciones para el caso lineal (véase
[Sm)]), existe i#; € E tal que Li[a;1] = fi(—, —, u1,u2). Ahora,

fi(=,—,v1,u2) - fl(—»—,ulvﬁ)

91(—,—, u1,u2) — g1(—,—, u1, R)
0,

Ly[ty — uy)

vl

y ademas, @; — uy = 0 sobre 00 x R. Del principio del maximo se deduce
entonces que i; > u; en O x R (véase [Pw, pag. 173]).
Sea h(z,t,s) = ga(z,t, %, R) — Mas®. Entonces,

Ly[R](z,1) > h(z,t,R) y L2[V](2,) < h(z,1,V).
Por lo tanto, existe @y € E tal que V < @iy < Ry que
Lyliig)(z,t) = ga(z,t, 61, R) — Myij(z,1).

Del hecho de que g2(—,—,7,—) es mondtona no-decreciente podemos con-
cluir entonces que

Loliiy — ug)(z,t) = ga(=,t, i1, R) — g2(2,t, ur, uz) — Ma( — u3)(z,1)
> —My(dy + uz)(dz — u2)(z,t).

de donde
{L3 + Ma(iia + u)}(tiz —uz) >0 en Qx(0,71),
y puesto que iis — uz = 0 en OQ x R, el principio del maximo garantiza que
iUg > uy en Q x R.

Por lo tanto, las parejas (i1, iiz) y (u1, u2) son super y subsoluciones T-periddicas
del problema (D). O

Observacién. Un aspecto interesante de los anteriores resultados es que nos
permiten obtener soluciones periédicas a partir de funciones no necesariamente
periddicas. En consecuencia, para este tipo de problemas podemos adoptar
definiciones de supersolucién y subsolucién menos restrictivas. Por ejemplo, es
suficiente tomar como definicién funciones que satisfagan las hipétesis de los
teoremas anteriormente demostrados.
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4. Lema preliminar

En el siguiente lema vamos a suponer que las funciones (u operadores) f1 y fa
satisfacen las condiciones de monotonia de los Teoremas 3.1, 3.2, 3.3.

Lema 4.1 Siu; , i € E (i=1,2) con; > u; >0enQ xR (i :1,2) son tales
que:
Li[i] > fi(=, =11, u2),

Li[vi) < fi(—,—,u,t2),
Lylay) > fo—, —, 1, 83),

La[us] < fa(=, —,u1,u2),
entonces existe una solucién (u,v) de (D) con u, v € E. Ademds 0 < u; <u<
i y0<uy; <v<iuyen QxR

Demostracién. Supongamos que las f; satisfacen las hipdtesis del Teorema 3.1.
Consideremos el problema adicional

Li[u] = g1(—, —, p(w), o(v))
3 en O xR
L2[v] = 92(—, —,p(u),a(v))

u, veE

donde
v, uylv<U
o(v) =<K Uz, v> Uy
uz, v<uz

u, Ulsufﬁl
p(u): Uy, u> U

u;, u<u

yLi=Li+M; (i=1,2).

Sea A= {h € F: h = 0sobre 02 xR} y_Z: Ax A. Si (u,v) € A, definimos
[, v)|lx = max{||u|l, ||v|lr}. Entonces, (4,]| -||z) es un espacio de Banach.
Por otro lado, los operadores L; : E — F son invertibles con inversa continua
[;':A—E (i=1,2). Sea X : A — A dado por

X(uw) = (io L7 [or(=, = (), o@))], i0 L3 [oa(= = p(w), 0(w))]),

donde i : E — A es el operador de inclusién (el cual es compacto). Ahora,
las condiciones de monotonia de las funciones g; (i = 1,2) y las definiciones de
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p(=) y o(~) garantizan que para todo (u,v) € A,
gl(—a _)al)_) S gl(—v _»P(U)y“) S gl(_)_)ulx _)1
92(—,"‘, —,U2) S gz(_? —,’,U(v)) S 92(—y ™ _7122)'

En consecuencia, existe B > 0 tal que

axR
”gi("! 8 p(u)v U(v))”wx < Ry,
para todo (u,v) € A.
Por otra parte, de [Or, Teorema 0.03], existe una constante k > 0 tal que
parai= 1,2y todo (u,v) € A,
27 [g:(~, —, p(u),o(v))] ||1+a < k|lgi(=, =, p(w),0(v)||, < kR1 = R.
Entonces

”Ei-l(gi(_r_ap(u))a(v))”m‘ S R, (u,v) € Z, i = 1,2

Por lo tanto, "X(u,v)"x < R para todo (u,v) € A. Entonces X(Br(0)) C
Br(0), (Br(0) = {(u,v) € 4 : ||[(v,v)|lz £ R}), dado que el operador X es
compacto, concluimos, via el teorema de punto fijo de Schauder, que existe
(u,v) € A tal que

X (u,v) = (u,v).

Esto es,

Ly[u) = g1(=, =, p(u), o (v)),

Ly[u] = ga(—, —, p(u), o (v))-
A continuacién demostraremos que u; < u < 47 y que up < v < Up. Para ello,
observemos en primer lugar que la monotonia de las funcién g, garantiza que

Faffia — v] > ga(—, — fin, ) — g2(—, —, p(u),0(v)) 2 0 en @ x R.
y que
Lav — ug) = g2(—, —, p(u),0(v)) — g2(—, —, u1,uz) < O en QxR

Ademas, iy — v = v — up = 0 sobre 9 x R. Del principio del maximo y de los
hechos anteriores se deduce entonces que

iy >v>u; en QxR
Para demostrar que u < i; en { X R razonaremos por reduccién al absurdo.

Supongamos que existe un punto (z.,%,) € Q x (=T,T) tal que u(z,,t,) >
%1(z,,1,), y sea €, el conjunto definido por

Q, = {(z,t) € A x (-T,T) : u(z,t) - iy (z,t) > 0} # 2.

De la continuidad de la funcién u — i; se deduce que €, es un abierto y que
u — @; = 0 sobre 9,. Sea C una componente conexa de Q, que contiene a
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(zo,t,). Entonces 0C C 0%,. Mas atn, u — ii; = 0 sobre C. De la definicién
de C y del hecho de que la funcién g, es monétona no—creciente se obtiene que
Zl[ﬁl —u] = g1(—,—, U1, u2) — 91(=, =, p(u),0(v))
- 91(—y —’ﬁlvuZ) T gl(—)—)ﬁlaa(v))
(p(u) = @y, pues u > iy en C)
>0
y del principio del Mdximo, que %, > uen C' C §,. Esta contradiccién demues-

tra que %, > u en © x R. Utilizando un argumento similar se demuestra que
u; < uen § xR, Por lo tanto,

up <u<Lu en Q x R.

En conclusién, p(u) = u y o(v) =v, asi que la pareja (u,v) con u,v EE es
una solucién T-periédica del problema (D) tal que

uy<u<t y uu<v<i; enQxR

Si f1 y f2 satisfacen las condiciones de monotonia del Teorema 3.3, utilizando
los mismos argumentos anteriores se demuestra que existen u,v € [, soluciones
de problema auxiliar

Ly[u] = fi(=, =, p(u),0(v)),
La[v] = fo(=, =, p(u),0(v))-

Un nuevo argumento por contradiccién permite entonces concluir que p(u) = u
y o(v) = v. En consecuencia, la pareja (u,v) es una solucién T-periddica del
problema (D) tal que

en O xR

uy<u<ity y uu<v<i; enQxR

Cuando

fi(=—r8) = Fi(s)Hi(r) + a1(-) ¥

fao(—,—,r,8) = —bs + Fp(s)Ha(r) + q2(=), 1,8 € C***(Q x R),
el resultado se obtiene directamente de los argumentos anteriores. En este caso
n=hHhyM=b 0O
Observacién. El anterior lema sigue siendo valido si suponemos que

fi(=,—yr,8) = Fi(s)Hi(r) + qa(=) ¥

fo(=,—,7,5) = —bs + Fa(s)Ha(r) + q2(=), 7,5 € C*** (@ x R)
donde H; (i = 1,2) son operadores de F en si mismo con las siguientes
propiedades:

(¢) Siv >0, entonces Hi(v) >0 (i=1,2).
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(#1) SiT > v, entonces H;(v) > Hi(v) (i =1,2).

Mais atn, el resultado también vale si H; y H; son combinaciones de ambos.
Es decir, H; podria ser una funcién y H, podria ser un operador, o viceversa.
En cualquiera de estos casos la demostracién es la misma.

5. Teoremas de Existencia

Los resultados anteriores muestran la conveniencia de construir super y sub-
soluciones T—periddicas para establecer la existencia de soluciones del problema

(D).

5.1. Modelo de Epidemias. Sean

fl(": —,T',S) e Fl(s)Hl(r) +q1(—):
fo(—, —,7,8) = —bs + Fa(s)Ha(r) + g2(=), 7,5 € C*T*(Q x R),

donde b > 0y g; EIC"(Q-). Supongamos que existe un nimero real positvo
M tal que sup,.g H; < M.

(a) Casogq1 >0yqe>0.
Sean @ > 0,k >0y g2 € C*(Q) con g; > 0 en Q, dados. Escéjanse b > 0
y q1 € C*(Q) con ¢; > 0en Q (¢ = 1,2) tales que

~Fi(0)H(@) —q1 >
kb— Fy(k)Ha(@) — g2 > 0.

Sean \; y ®; (i = 1,2) los primeros valores propios positivos y las primeras
funciones propias positivas de los problemas

Li[®] — Fy(k)® =X® enQxR.

(V.P1) ® >0 enQxR
® €E,
y
Ly[®]+ 0@ =A® en QxR
(V.P2) ® >0 enQxR
¢ ck.

(véase [La, Teorema 1]).
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Elijanse nimeros positivos o) y a2 tales que

OxR
(o ]

a||®], <3,

| @2 | < k,
ashe] @l <0,

ar]| @ [BR A - Fi(B)M) < a1,

y definanse las funciones

Gy =a, da=k, u;=0;®; (1=1,2).
Bajo las anteriores condiciones se puede verificar que las parejas (@1, U2) y
(u1,uz2) son respectivamente super y subsoluciones de (D). Mas atn,

% >uy >0, 4 >us >0 en QX(IR,

@; > 0, u; = 0 sobre 02 x R.

En realidad hemos demostrado el siguiente resultado,

Teorema 5.1. Seana > 0,k > 0y ¢2 € C*(Q) con g2 > 0 en Q. Si
b>0yq €C*RQ) congqr >0enQ (i=1,2) son tales que
—F(0)Hy(@) —q1 20,
kb — Fa(k)Hz(@) —q2 20,
entonces el problema
Li[ul= Fi(v)Hi(u) + q:(z)
en QxR
Lo[v] = —bv + Fy(v)Ha(u) + g2(2)

u>0, v>0 en 2 xR

tiene al menos una solucién (u,v) con u,v € E tales que a® <u<ay
as®y <v <k en QxR, donde @ (i = 1,2) denota la primera funcién
propia del problema (V.P.i).

Dado que las super y subsoluciones pertenecen al espacio [E, no es necesario
en este caso utilizar el Teorema 3.2. La demostracién se obtiene directamente

a partir del Lema 4.1.
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(b) Casogq1 >0 y ¢g2=0.
En este caso consideraremos el problema (D) para la clase de operadores
uniformemente parabdlicos dados por

0 = .
L,’—gt-—-L,' (1_1,2),

donde L; es un operador uniformemente eliptico en Q (Seccién 2).
Sea k > 0 una constante fija. Sean )\ y ®, respectivamente, el primer valor
propio positivo y la primera funcién propia positiva del problema eliptico
—L,[®) - Fi(k)® =A® en(,
(V.P.E) ® >0 en
® =0 en Q.

Sean q; > 0 en Qy @ > 1, y escéjase un nimero real p > 0 tai que

agr > 2pe°T (X + Fi(k))||®]leo
o > 2pe°T|¢]loo
@ > peT (Ao — Fi(K)M)[|]|eo-

Sea U; € E la solucién del problema lineal parabdlico

0 =
{E_L‘}[U] = aq, enxR,
U >0, en 2 x R.

(véase [Sm]), y sea b > 0 tal que kb — Fa(k)Hz(||U1]|s0) > 0.

Sean ahora i) = U;, u; = pe®'®, up =0, uz = k. Como en el caso anterior,
se puede verificar que las parejas (4, ts) y (u1,uz) son super y subsoluciones
respectivas de (D). Por lo tanto,

Teorema 5.2. Si k> 0yq € C*(Q) congy >0enQ,ysi b>0 es tal que
kb — Fy(k)H(||Ur]lo) 2 0,

entonces el problema

({2 -nlu= AOm@+E

en 2xR
< {%_fz}[v]: —bv + Fy(v) H(u)
[ u>0, v>0 en 2 x R

tiene al menos una solucién (u,v) con u,v € E tales que pe®*® < u< Uy
0<v<k en QxR, donde ® denota la primera funcion propia del problema
(V.P.E).
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Demostracién. Consecuencia inmediata del Teorema 3.2 y del Lema 4.1.

Observaciones.

(1)

El anterior teorema de existencia tiene aplicaciones inmediatas a la
teoria de las epidemias. En efecto, el modelo matematico que describe
el fenémeno de epidemias bajo condiciones especiales viene dado por
el sistema de dos ecuaciones de Reaccién—Difusién,

El[u] = —au—¢;G(v)u + ¢1(z)

R en 2 x R
Ly[v] = —bv + e2G(v)u + g2(z)
donde L; = % -V -(Di(z)V) (i=1,2), u(z,t) =u, v(z,t) =v

representan respectivamente la poblacién susceptible y la poblacién
infectada, D;(z) = D; (i = 1,2) son los coeficientes de difusién, a,b,c,d
son las constantes de reaccién y ¢; ( = 1,2) son posibles factores
externos. La funcional G(v) esta definida por

G(v)(z,t):/ng(x,s)v(s,t)ds

donde ¢ es una funcién positiva y continua en  x Q.
En este caso,

Fi(v) = —a—c1G(v), Fa(v) =c2G(v), Hi(u)=1u (i=1,2).

Por lo tanto, el caso a) anterior es una generalizacién del estudiado por
el autor en [Q1]. El caso b), sin embargo, no fue considerado en [Q1].
El Teorema de Existencia 5.1 sigue siendo valido si suponemos que H;

es una funcién que satisface las condiciones de monotonia del Teorema
3.2y Hy (i = 1,2) es un operador de I en si mismo que satisface las
propiedades de monotonia consideradas en la observacién siguiente al
Lema 4.1.

En este caso la demostracién es consecuencia del principio de induccién
y del Lema 4.1. En este sentido, el resultado que se obtiene generaliza
los resultados obtenidos por el autor en [Q1] y [Q2].

5.2. Modelo de competencia de especies. Supongamos que

fi(=,—,r,s) =r{a—air —azs}y
fa(=,—,r,s) = s{b— bys + byr},

donde a,b, a1, as, by, by son nimeros reales positivos. Sean A; y ®; (i =1,2)
los primeros valores propios positivos y las primeras funciones propias positivas
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de los problemas (i = 1,2).

Li[®] =X\® en QxR
(V.P.Pi) > >0 en 2 x R.
® €E.

(véase [La, Teorema 1]).
Sean bz, Ry R niimeros reales positivos dados y supongamos que a > A
y b> A;. Escojamos nimeros positivos aj,ay, y b; tales que

aaR > a, }
a— Al > asR,
bR > b+byR.

Sea a >0 tal que a— A, > asR+a y sean k; y k2 nimeros reales tales que

OxR

a1e?Tiky ||| 7 < a—A-a-aR,
bl " < R,
koo 2* < R
bika| @2 TF < b .

Sean finalmente
ﬂz = R, U = R, u; = kle_"t@l, U = kg@z.

Es facil verificar que bajo las condiciones dadas, las parejas (@, u2) y (u1, u2)
son super y subsoluciones respectivas de (D). Mas aun,

4 >u; >0, 4g>u>0 en QxR
2; >0, u; =0 sobre 00 x R.

En consecuencia,

Teorema 5.3. Sia > A\; yb > Xy, donde A; (i = 1,2) es el primer valor propio
positivo del problema parabdlico periodico (V.P.P.i),s1 b3 >0, R>0y R >0
son nimeros reales dados, y si aj,as, y by son nimeros reales tales que

aiR > a, "
a— /\.1. > azR,
blR > b+b2R,
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entonces el problema

Li[u] = u(a — aju — azv)

en QxR
Lo[v] = v(b— biv + bau)
u>0 v>0 en 2 x R

tiene al menos una solucién T-periddica (u, v), con u,v € E, tales que kie~*'®;
<u<Ryky®, <v< RenQ xR, donde ®; (i=1,2) denota la primera
funcién propia del problema (V.P.P.i).

Demostracién. Se sigue del Teorema 3.3 y del Lema 4.1.

Observacién. En este caso es posible escoger las funciones wu;,%; (i = 1,2)
en el espacio E.

[Ar]
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