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Por
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El presente trabajo es la consecuencia de una sugerencia de
mi maestro y amigo, el Profesor Carlo Federici, a proposito de la p£
sibilidad de fundamentar mediante un conjunto de axiomas la Goniome-
tria.

Esto no tiene nada de particular. Es apenas una prueba mas,
trivial, de las inagotables posibilidades del punto de vista fo~mal
en Matematica.

Puede tener un valor didactico: Creo qU€ asi deberia presen-
tarse la Goniometria en el primer a~o de Universidad.

CONJUNTO DE AXIOMAS

Las proposiciones acompanadas de la letra A son axiomas.
Las que van acompa~adas de la letra D son definiciones. Las

demas son proposiciones demostrables.

l-A Seno es una funcion
5e trata pues de una relacion univoca. A cada elemen
to del Dominio le corresponde un y un solo elemento
del Codominio.

El Dominio de seno (sn.) es el Conjunto de los numeros Rea-2-A

3-A
4-A
5-A
6-A

les.
El Codominio de ·sn. es el intervalo l-l,l]
an 0 = 0
an 11/2 1
o <a <11/2 implica 1 < a < ~'sn a

Eata proposicion nos permite demostrar la derivabi-
lidad de la funcion seno y su positividad en el prl
mer cuadrante.
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7-A Sn (-a) -sn a

8-A sn (a+b)
Es decir, seno es una funcion impar.
sn a.sn (n/2 -b) + sen (n/2 -a). sn b

DEFINICION DE LA FUNCION COSENO (os) Y PROPIEDADES RELATIVAS A LAS

FUNCIONES SENO Y COSENO.

9-D cs a = sn (n/2 -a)
10 cs es una funcion

Evidente de la definicion
11 El Dominio de OS es el Conjunto de los Ntimero Reales;
12 El Codominio de os es el interval0 [-1, I)

(11) y (12) son igualmente consecuencias inmediatas de
La definicion.

13 cs 0 1

En efecto:
cs 0 = sn (n/2 - 0) = sn n/2 1

cs n/'t- o
En efecto:
os n/2 = sn (n/2 - ~/2) sn 0 0

os (-a) os a
Es deoir que cs es una funoion par; En efecto de -
(8-A);
os (-a) = sn (n/2 -(-a)) = sn (n/2 + a) =

snfosn(n/2 -a) + sn(n/2 - n/2). sna.=I.csIL+-OoS'l'l.~CSo..,

16 0 ~ a ~ n/2, implica, 0 ~ sn a
Es decir que sn es positivQ en el primer cuadra£
teo Esta proposicion 6S oonsecuencia inmediata de
los axiomas (4-A), (5-A) y (6-A).

17 0 < a<n/2, implica sn a < a
Inmediato de (6-A)



18 0 < a < n/2 , implica,
Immediato de (9-D)

19 91'1.(0..+ b)= S'l1. Cl.. cs ], + CS iR S'Yt-h
De (8-A9 Y (9-D)

20 CS (a+ b) = cs Cl.. cs b - 571.a. S'h. b
En efecto de (7-A) Y (9-D):

cs (0..+6)= sn.(111.;(.- Cu+b»= 9n(1r!'l.- 0-) +(-b»)
= $'n('TT/Z-o..) ese-b) -t- cs (11"1.<-_ a.) S'Yl.(-b)

= cs Cl.. cs b -+ S'Y\ Q s"n. (-b)= cs «, csb - sn o, s>nb
21 S'n. (a.-b) = S'Yl a.. CoS b - cs Cl... S'l'\. h

En efecto, de (7-A), (15) Y (19):

SIYL(G<- b)= S'n. (a.+ (-6»=C5 a. m(-b)+ S''l'1.cA esC-b)
= Sn a. cs b - cs a. S"t1. b

22 CS (0..- b) = cs 0... cs b -+ SYI. Cl ~b

Ana Logamen t e de (7-A), (15) Y (20)

23 sn"<. C\. + CS' 0.. = 1
En efecto:
1 = $'Y\.'1T/.;v= $'1'\.(-11-/..<,+ (o..-,q)= $'h.(o.. + (1\/"<'-a.))
= $'Y1, a. c.s (tr/.;z,- a..) + cs 0.. $'1'\ (1i~ - a..)= S'i'L'Q -+ cs" a...
A part~r de estas proposiciones, se deducen facilmente

las conocidas can los nombres de angulo doble, angulo mitad, del factor
y del producto. Sin dar su demostracion, que puede encontrarse en cual
quier tratado usual de Trigonometria, mencionaremos las siguiente6 que
necesitamos utilizar posteriormente.
24 So'n. :l a. == .t ,'I'\.. a. CoS CL

b .o.-t, cs o..+b
$'Y\O-.- 5'1'1- =~ "'l'1.~ -r25

26 S'l'l o, -+ 5'1'1.6=.2, s-n, o.;"b c s a.i,b

27 CS a.. -+ csb=~ cs a..ib csY.
28 S'l'L 7( = 0

En efecto;(24)
'>'I'l1t' = S'?L ('1l'ti+ "-/.2.)= .2S'n. '11"4 . Cc s '7~= 0



29 cs n -1

En efecto:
cs 11. = an (n/2 - 11) sn (-11/2) -sn 11/2 -1

30 sn 311/2 1
En efecto:
sn 3n/2 = cs (n/2 - 311/2)= es(n) cs n = -1

31 cs 3n/2 0
En efecto:
cs 3,./2= sn(n/2 - 311/2) sn(-1I) sn1l= 0

32 sn 211 0
En efecto:
sn 2,.=cs (11/2-211) cs (-3,./2) cs 3n/2 0

33 cs 2n 1
Ana1ogamente:
cs 2n = sn (n/2 - 2n) sn ( -3n/2) =-sn 3n/2 =-(-1)=1

34 sn 2nn 0, (n Entero).
Lo demostraremos por induccion.
La proposicion es cierta para n=l
Supongamos1a cierta para n positivo. Entonces,
sn(211(n+1)) = sn (2nn + 211)=
=sn(2nn).cs(211) +cs(211n).sn(2n) = sn(211n). 1=0
Si n es negativo, es decir que n = -p donde p es posl
tivo, tendremos,
sn(-2np) = -sn (2np) °

35 cs (2nn) =l,(n Entero)
Dem9stracion ana10ga a 1a anterior.

sn (a+2nn), (n Entero)36 sn a
Esta proposicion estab1ece 1a periodicidad de 1a fun-
cion seno.
Podemos demostrar1a del siguiente modo:
sn(a+2nn) =sn a. cs 2nn + csa. sn 2nn = sn a
Ana10gamente se demuestra 1a periodicidad del coseno.

37 cs a = cs (a+2nn), (n Entero)
38 Seno es una funcion monotona creciente en e1 interva10 [0,1I/2J.



Esta proposicion significa que si 0 < a < n/2 y

o ~ b ~ n/2 y a < b, se cumple que sn a < sn b, 0 10 que
es 10 mismoj sn a < sn (a+c), donde, O<c = b-a
E1 grafico adjunto ilustra esta situacion.
Entonces, sn(a+c) - sn a = 2sn (a+c)- a (a+c) +a

..2 . cs 2,

2sn .£
2 cs (a + .£ »0 (de (16) y (18) y (26))

2
S'rI. b

S7l.Q ---- - --

c
0..

f i s- 1
.39 Seno es una f'unc i ori concava en el intervalo (0; n/21

Se puede tomar como definicion de concavidad la condicion,
f (a) + feb) >=-~~~2~~~ 0, como nos 10 muestra el grafi-

co.
'lbJI------..,..,...-

-f~)I_--_/
~AI----."L-7f',

I

I
I
I

I

f(Q.)

lb+a.V~ b

Bastara demostrar pues que,

sn(~~) 1 (sna+snb»O,si,2 2
o ~ a < n/2 y 0 ~ b<n/2 y a I b.
En efecto,

sn (a+b) - 1 (sn a +sn b)~sn(a;b)_sn (a;b) . cs(a-b )
2 2 2

sn (a+b ) (1 (a-b)) >0- cs2 2



40 Seno es una funcion continua.

Recordemos la condicion de continuidad en un punto;
lim f(x) f(a)
X4a.

Tenemos que:
I I I x-a x-sa I I x-a I Ix-a I I Isn x-sn a = 2sn--2-·cs-2-- <2 sn;z- <2 --2-< x-a

Esto nos permite afirmar que a todo E"> 0 Le corresponde un -
b = E de manera que para todo x tal que, O<lx-al<S se cum-
pIe que Isn x - sn al<E
Y como no hemos hecho ninguna hipotesis sobre a, resulta -
que seno es una funcion continua en todo su intervalo de d~
finicion

41 Coseno es una funcion monotona decreciente en el intervalo LO,n/~
Evidente de (9-D) y (38)

42 Coseno es una f'unc i on oSncava en el interval0 (0, n/2)
Evidente tambien de (9-D) y (39)

43 Coseno es una funcion continua
De (9-D) Y (40)

DEFINICIONES DE LAS FUNCIONES TANGENTE (tn) Y COTANGENTE (ct) Y

SUS PROPIEDADES
44-D tn a = ~csa
45 tn es una funcion

Inmediato de la definicion
46-D cta = tn (42 -a)
47 ct es una funcion.

4 cta = csasna
Evidente de (9-D)

49 tn 0 = O. Puesto que sn o = 0 Y cs 0 = 1
50 ctn/2 = O.Puesto que cs n/2 o Y sn n/2 1
51 o < a ~ n/2, implica, 0 < tn a
52 o < a ~ n/2, implica, 0 ~ ct a

Ambas se deducen de (16) y (18) •
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53 0 < 0.. < 1"T/..t. Implica, a. < tn 0...

En efecto,
De (6-A) se deduce que,
0.. <V~+ 1 sen Q) de donde,
0..'- < (CA'- + 1) sen'- a.. J Y

(A. < 0...-. sert 0...+ sen' a..
0..' (, - s-n'-o..) < S-rt a.
o:'- cs" 0.. < s'Yt a..
o: < ~ de donde finalmente, Cl< tn Q.

CoS' Q.

54 t", CA = - tn(- 0..)
55 ct 0...= - et (-a.)

Estas dos ultimas proposiciones se deducen de

la lmparidad y paridad de las funeiones seno y

coseno respeetivamente.

57 1:'l'\. 'Y\.'1( =0

En efeeto,
t-n -rr = ct ('TT/.2,-1C)=:: ct (-,r/.2..)=- et 111.<.= 0
En efeeto,

tn. nor = S'n. 'YL1t = _0_ = 0cs 'ttl( ± 1
58 et ((2'Yl+ 1 )1i/~)= 0

En efeeto:
et(<2'Yl+1 )1lj~) =1:n(1I1i -(Z'Yl+1 )'IT"/~)=tn. (-'n.1t) = 0
De las proposiciones eorrientes relativas a la
funeion tangente, meneionamos, sin demostrarla,
la siguiente proposicion que neeesitamos.

59 im. (0.+ b) = tnfh tnb
l-i"~o..v...b

60 ~ o, = t-, (0..+ n.'lC )

En efecto, de (58)

1~ a. -t t-n n.1C
l-Th Clt"l'\. 'n.1t
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61 ct a ct (a+nn)
En efecto:
ct(a+nn) = tn(~+nn) 1 ct atn a

62 lim sn x = 1
x......O x Este limite es fundamental en Analisis.

De (6-A) se deduce I
lim x___ = 1 10 que implica en forma inmediata
x-+o sn x que

lim
x ...0

~ E 1
x

63 lim ct x E + 00
:1:... 0+

En efecto,
1lim ct x = lim tn x = lim

z-O + x-O -t x-O +

1
x

64 lim tn x • + 00
~/2

En efecto,
lim ct(n/2 - x) = lim ct u = + 00
x~/2- u-o()+

65 lim ct x - co

r-<J-

66 lin tn x 00
~/2 +

Estas dos ultimas proposiciones se deducen de la
imparidad de las funciones tangente y cotangente.
Con estos datos, y teniendo en cuenta ademas la p~
riodicidad de estas funciones eS posible deducir -
su grafica.

67 Tangente es una funcion monotona creciente en el intervalo[O,n/2)
Bastara demostrar, como hicimos en el caso del seno,
que si ° ~ a < n/2, y, o~ b < n/2, y, a <b, se ve-
rifica que tn a < tn b, 0, si c = b-a, que
tm. Q. < tt'l\. (Cl+ C) •
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En efeoto:
"tna + tn 0
l-tn a.tn 0

tn a+tn 0- ( 1- tn a.tn o)tn tA. =t:.:n:....;::.a:..;.(.::.l_-..1(l1..-_t::.:'Il.:.:O'::.•...,1n::::.:..c~))'-+;...:tn.::.::....c=--
1 - tn a. tn 0 1 + tn a. tn 0

tn(a+o)- tn a = - tn a =

tn 0 (tn a + 1) > 0
1 - tn a. tn 0

(Te,ngase en ouenta que tn(a+o) > 0 Lrnp Lica,
1 - tn a. tn 0 > 0)

68 tangente es una f'unc i Sn oonvexa en el intervale [0, n./2)
Demostraoion. Esta proposioion equivale a la oendioion siguiente:
o < a < n./2, y, 0 ~ b < n./2, y a I b

t (tn a + tn b) - tu a;b > 0

En efeote:

t ( tn a+tn b)- tna;b sn b (a+b )
+ ---- - sn 2
2 os b (a+b )

(a+b)· (a-b) cs -2-
_2 sn --2- osT _~ an b
2 ~+b) la-b) -2 os a +~b -os~ cs I,;: 2

sn a + sn b

sn a
=2 os a

sn a + sn b
=""2'C'B a 2 os b os a + os b

sn a sn a sn b sn b
~ os a + os b + 2 os b os a + os b

,~s~n~a~.~(~o~s~a;-~+~o~s~b~)~-~2~s~n~a~.~o~s~a a+os b)-2 sn b.os b
2 ce a (os a + os b) + =:.-:::.:....l.~...::;.( o:':s='a~+~..'::o'--s~b'r-).:c.:..~...:::.

b -2sn b cs a

sn a os b(os a-sea b- 2 ca b

.sn a.os

(ce b - os sn b os a
2

(os a-os b). (sn b os·~-sn a os b) = (os a-os b). sn(b-a)
2 os a. os b (os a + cs b) 2 cs a. ce b. (ca a +os b) :> 0
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69 tangente es una funcion continua, excepto
En efecto, lim tn X= lil! ~ =lim srics :x:

x-ea x-+a

en los puntos x=(2n+l)n/2
x/lim cs x= ~ = tn acs a

x-+a

(a !(2n + 1).n/2)

70 cotangente es una funcion monotona decreciente en el intervalo
(0, n/2 J
Inmediato de (46-D) y (67)

71 cotangente es una funcion convexa en el intervalo (0,n/2]
Se demuestra de una manera analoga que (67)

72 cotangente es una funcion continua, excepto en los puntos x nn
Inmediado de (69) Y (46-D)

73 El Dominio de la Funcion tangente es la clase de los Reales dife
rentes de (2n + 1).n/2

Puesto que cs (2n + 1).n/2 = °
74 El Codominio de la funcion tangente es la clase de los reales.

De (49),(64) Y (66) Y (69)
75 El Dominio de la funcion cotangente es la clase de los Reales di

ferentes de nv n
Puesto que sn(nn) = °

76 El Codominio de la funcion cotangente es la clase de los Reales
De (50), (63), (65)Y (72)

, (Recibido en el mes de Enero de 1965)


