FUNDAMENTACION AXTOMATICA DE LA GONIOMETRIA

Por

MANUEL VINENT
(Departamento de Matemdticas U.N.)

El presente trabajo es la consecuencia de una sugerencia de
mi maestro y amigo, el Profesor Carlo Federici, a propdsito de la po
sibilidad de fundamentar mediante un conjunto de axiomas la Goniome-

tria.

Esto no tiene nada de particular. Es apenas una prueba més,
trivial, de las inagotables posibilidades del punto de vista formal

en Matemética.

Puede tener un valor didéctico: Creo que asi deberia presen-

tarse la Goniometria en el primer ano de Universidad.

CONJUNTO DE AXIOMAS

Las proposiciones acompanadas de la letra A son axiomas.
Las que van acompanadas de la letra D son definiciones. Las

demds son proposiciones demostrables.

1-A Seno es una funcidn
Se trata pues de una relacién univoca. A cada elemen
to del Dominio le corresponde un y un solo elemento

del Codominio.

2=-A El Dominio de seno (sn.) es el Conjunto de los nlmeros Rea=-
les.

3-a El Codominio de sn. es el intervalo [-1,1]

4~A sn 0 =0

5=A sn n/2 = 1

6-A 0 <a <n/2 implica 1 < —;%—;— <Var 7T

Esta proposicidén nos permite demostrar la derivabi-
lidad de la funcidén seno y su positividad en el pri

mer cuadrante.



7-A Sn (-a)

8-A

= =8n a

Es decir, seno es una funcidn impar.

sn (a+b) = sn a.sn (n/2 -b) + sen (n/2 -a). sn b

DEFINICION DE LA FUNCION COSENO (cs) Y PROPIEDADES RELATIVAS A LAS
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FUNCIONES SENO Y COSENO.

sn (n/2 -a)

es una funcién

Evidente de la definicidn

Dominio de cs es el Conjunto de los Namero Reales;

Codominio de cs es el intervalo [-1, 1]

(ll) Y (12) son igualmente consecuencias inmediatas de

la definicidn.

0=1

En efecto:

cs 0 =sn (n/2 = 0) = sn nf2 =1
n/2 = 0

En efecto:

cs n/2 = sn (n/2 - x/2) = sn0=0
(-a) = cs a

Es decir que cs es una funcidn par; En efecto de -
(8-4)3
cs (-a) = sn (n/2 -(-a)) = sn (n/2 + a) =

sn%-sn(n/z -a) + sn(n/2 - n/2). sna =[.CcSa+0-sna=CSa

0 < a< xn/2, implica, O < sn a

Es decir que sn es positivo en el primer cuadran
te. Esta proposicidn es consecuencia inmediata de

los axiomas (4-4), (5-A) y (6-A).

0 < a<n/2, implica sn a < a

Inmediato de (6-A)



18 0<ac n/2 s implica,
Immediato de (9-D)
19 sm(a+b)=sn & csh + ¢cs a snb
De (8-A9 y (9-D)
20 Cs(a+b)=Csa csh — sma smb
En efecto de (7-A) y (9-D):
¢s (a+b)= sn(M/z- @+ by)= sn (W2~ &) +(-b))
= Sz —0) cs(-b) + CS(Ma—a) sm(-b)
=Csa csh+sma smCb)=csa csh— sna smb
21 sm (a-b)=sm a csbh — Csa sn b

En efecto, de (7-4), (15) y (19):
sn(a-b)= sm(a+ Cb))=Ccsa sn-b)+ sn& cs(-b)
=SMA&csh— csa snb
22 cs(a-b)=csa esb+ sma snb
Analdgamente de (7-4), (15) y (20)
23 . mia # CS o
En efecto:
1= snT/a,= gn(fﬂ'/;{,ﬁ—(&——&)): sm(a + (T2 -a))
= MR s (Mg-a)+ Cs & sm(TR —a)=s A+ Ccs* A
A partir de estas proposiciones, se deducen facilmente
las conocidas con los nombres de éangulo doble, &ngulo mitad, del factor
y del producto. Sin dar su demostracidén, que puede encontrarse en cual
quier tratado usual de Trigonometria, mencionaremos las siguientes que
necesitamos utilizar posteriormente.

24 sm 2a=dsma csOo

25 sma— snbh=& n a:t'b cs%‘i—l’

18 a+b —
26 SMQA + s'nb_.?,s'n.——'b csﬂzﬁ

27 csa+ csh=2g csa’i—" cs%ﬁ

28 sm (TCo=10
En efecto:(24)
M = S’?L(W/QJ+T/&)=257LT/Z 'COS% — o
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En efecto:
cs n = 8n (n/2 = n) = sn (-n/2) = =sn /2 = -1
sn 3n/2 = - 1
En efecto:
sn 31/2 = cs (n/2 - 3n/2)= cs(n) = ¢cs 7 = =1
cs 3n/2 =0
En efecto:
cs 3n/2 = sn(n/2 - 3n/2) = sn(-n) = snn = 0
sn 2n = 0
En efecto:
sn 2n =cs (n/2-2n) = cs (-3%/2) = ¢cs 3n/2 = 0
cs 2n = 1
Anédlogamente:
cs 2n = sn (n/2 = 2n) = sn ( =3n/2) =-sn 3n/2 =-(-1)=1
sn 2nn = 0, (n Entero).
Lo demostraremos por induccidn.
La proposicidn es cierta para n=1
Supongémosla cierta para n positivo. Entonces,
sn(2n(n+l)) = sn (27n + 2n)=
=sn(2nn).cs(2n) +cs(2nn).sn(2n) = sn(2nn). 1=0
Si n es negativo, es decir que n = -p donde p es posi
tiva, tendremos,
sn(-2np) = -sn (2np) = O
¢s (2mn) =1,(n Entero)
Dempstracidén andloga a la anterior.
sn a = sn (a+2mn), (n Entero)
Esta proposicidn establece la periodicidad de la fun-
cidén seno.
Podemos demostrarla del siguiente modo:
sn(a+2nn) =s8n a. CS 27©n + Csa . Sn 27N = Sn a
Andlogamente se demuestra la periodicidad del coseno.
cs a = cs (a+2%n), (n Entero)

Seno es una funcién monétona creciente en el intervalo [0,1/2].



Esta proposicién significa que si 0 < a < 22 y

0<bx< n/z Y a < b, se cumple que sn a < sn b, o lo que
es lo mismo; sn a < sn (a+c), donde, O<c = b-a

El grafico adjunto ilustra esta situacién.

Entonces, sn(a+c) - sn a = 2sn  (a+c)- a os (a+c) +a

2 : 2

g % . cs (a+c >0 (de (16) y (18) y (Zén
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39 Seno es una funcidn cdncava en el intervalo L0y n/2 )

Se puede tomar como definicién de concavidad la condicién,
f(b;a) = f.iél_%_ﬁihl > 0, como nos lo muestra el grafi-

co.
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Bastard demostrar pués que,

sn(—a%?-'—-)—%(sna+snb)>0,si,
O<ac<n/2yo<bin/2yafho.
En efecto, '

a+b 1 a+b a+b a-b 2
sn ( > ) - 5 (sn a +sn b)=sn( >—)-sn ( > ) cs(—E——J =

sn (%M . (1 - 08 (2)>0



40 Seno es una funcibén continua.

Recordemos la condicidén de continuidad en un punto:

lim f(x) = f(a)
xX-=»a

Tenemos que:

2 lpsnX=d, o5 X2 X-a x=a| |,
’sn X-sn a] '25n > - C8 2 l<2| sn—E— |<2' > |<|x al

Esto nos permite afirmar que a todo € >0 le corresponde un =
3 = € de manera que para todo x tal que, 0<lx-al<§ se cum-
ple que ’sn X - sn a’<E
Y como no hemos hecho ninguna hipdtesis sobre a, resulta -
que seno es una funcidén continua en todo su intervalo de de
finicién

41 Coseno es una funcidn monétona decreciente en el intervalo [O,n/€
Evidente de (9-D) y (38)

42 Coseno es una funcidén cdncava en el intervalo [O, n/2]
Evidente también de (9-D) y (39)

43 Coseno es una funcidén continua

De (9-D) y (40)

DEFINICIONES DE LAS FUNCIONES TANGENTE (tn) Y COTANGENTE (ct) Y

SUS_PROPIEDADES

44-D tn a = Sna
csa

45 tn es una funcidn

Inmediato de la definicidn
46-D cta = tn (n/2 -a)
47 ct es una funcidn.

48 cta = 28a
sna

Evidente de (9-D)
49 tn O = 0, Puestoque sn 0 =0ycs o=1
50 ctn/2 = 0, Puesto que cs n/2 =0ysnm/2=1

51 0 < a< /2, implica, O < tn a

A

52 0 < a< n/2, implica, O <cta

Ambas se deducen de (16) y (18),
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0 <& </,

Implica, @ < tnm o

En efecto,

De (6-A) se deduce que,

& <Yo*+1 sen @, de donde,
o <(0+ 1) sem?a, y

0* < 0. sert a4 Send A
02(1-sMa)< st a

o gt < srta

0 <§C§& de donde finalmente, A <tm @

tnoa= —-tn(-a)

¢t a=-ct (~a)

tWLTt:: 0

T mT =0

Estas dos ultimas proposiciones se deducen de
la imparidad y paridad de las funciones senoc x

coseno respectivamente.

En efecto,

tnm=ct(Mz-1)=ct 6-1§Q)=-ci;1ui== 0

En efecto,
tnmme = ST _ 0 -0
ct (et 1)ymie)=

= s MT +1
0

En efecto:
ct(@n+ 1) 14,) =tn (W4 —(@n+ 1) T3, ) =t (-mT)= 0

De las proposiciones corrientes relativas a la

funcién tangente, mencionamos, sin demostrarla,

la siguiente proposicidn que necesitamos.

_ twas tub
{201 { S pr ey e

tha=tn(a+m)

En efecto, de (58)

Tn(a4mm)=

i @+ tm n — tnGy 0
I—tnatnr 1 +0 = na

1
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ct a = ct (a+nm)

lim sn x = 1
A0 x

n
+

lim ct x
A= O

lim tn x +

/2

lim ct x

lin tn x = -
xﬂn/2 +

En efecto:

1 1
ct(a+nn) = e TR " ct a

Este limite es fundamental en Andlisis.

De (6~A) se deduce:

lim —=— =1 1o que implica en forma inmediata
xag 5B X
que
lim 22X -3
%= 0 x
-]

En efecto,

lim ct x = lim » TI 1lim
tn x

x-0+ x-0+ x>0+

o0

En efecto,
lim ct(n/2 ~ x) = lim ct u = + ©©
xom/2- u-0+

oo

o0

Estas dos Gltimas proposiciones se deducen de la
imparidad de las funciones tangente y cotangente.
Con estos datos, y teniendo en cuenta ademis la pe
riodicidad de estas funciones es posible deducir -

su grafica.

Tangente es una funcidn mondtona creciente en el intervalo[O,n/Z)

Bastard demostrar, como hicimos en el caso del seno,
que 8i 0 < a < n/2, Yy o< b < n/2, y, a <b, se ve-

rifica que tn a < tn b, o, si ¢c = b-a, que

tm @ < tm(a+c).



En efecto:
tn a + tn c
tn(a+c)- tn a = Tt eins ~tha-
tn a+tn c-(1-tn a.tn c)tna ~tn a(l-(1-tma- tmc))ttnC
l - tna. tnc l + tn a. tn ¢

-tncgtna+12>o

l - tna. tnc

(Tépgase en cuenta que tn(a+c)> O implica,
l-tna. tnc>O0)

68 tangente es una funcién convexa en el intervalo [ 0, n/2)
Demostracidén. Esta proposicidn equivale a la condicidén siguiente:

0O<a<n/2, y, 0<b<n/f2, yaf b

—;—(tna+tnb)—tn—9';l>0
En efecto:
a+b 8 a+b)
—( tn a+tn b)- tnm— - - sn(
2 2 cs a chb PPy
a+b ~b ca(z)
_.8n a sn b _29n( )cs(z sn a +snb_sna+snb_
2csa 2¢csb +b a-b) 2csa 2csb i
2cs€-2—)cs(2) cs a+csb
=sna __sna sn b £ sn b B
2csea csa+csb_ 2csb cs a+cs b

sna.(csa+csb)-28na.csa snb(csa+csb)29nbcsb
2cs a(csa+csb) 2cs b (csa+csb)

8N a.cs b.(cs a+cs b)-2 sn a.cs a.cs b+sn b cs a(cs a+cs Q—an b cs a
2csacsb(csa+csb)

_8nacs bfcs atcs b - 2 cs a)+sn b cs a(cs at+cs b- 2 cs b)
2 cs a. cs b(cs a + cs b)

_(csb-es a) snacs b +(cs a- ce b) sn b cs a -
2 cs a. c8 b(cs a + cs b)

(cs a-cs b).(sn b cs a-sn a cs b) _ (os a~cs b). sn(b-a) >0
2 cs a. c8 b(cs a + cs b) 2 cs a. c8 b.(cs a +cs b)

13
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tangente es una funcidén continua, excepto en los puntos x=(2n+1)n/2
sn_x sn a

En efecto, lim tn x= lim =lim sn x/lim cs Xx=
cs x cs a
xa x-a xa
(a #(2n + 1).n/2)
cotangente es una funcidén monétona decreciente en el intervalo
(0, n/2 7]
Inmediato de (46-D) y (67)

cotangente es una funcidén convexa en el intervalo (0,n/2]

= tn a

Se demuestra de una manera andloga que (67)
cotangente es una funcidén continua, excepto en los puntos x = nmn,
Inmediado de (69) y (46-D)
El Dominio de la Funcién tangente es la clase de los Reales dife
rentes de (2n + 1)-m/2
Puesto que cs (2n + 1).n/2 =0
El Codominio de la funcidn tangente es la clase de los reales.
De (49),(64) y (66) y (69)
El Dominio de la funcidn cotangente es la clase de los Reales di
ferentes de n.n
Puesto que sn(nn) =0
El Codominio de la funcidn cotangente es la clase de los Reales |

De (50), (63), (65)y (72)

(Recibido en el mes de Enero de 1965)



