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ABSTRACT. In this work the problem of aymptotic stability of the impulsive
system X' = AX,X(tk) = BX(tl:) is studied. By means of examples we
show that the asymptotic stability of this system cannot be infered from the
asymptotic stability of the linear differential system X' = AX, neither from
the asymptotic stability of the discrete system X(k + 1) = BX(k). A theorem
of asymptotic stability for the impulsive system X' = AX,X(tk) = BX(t;;),
where A and Bare triangular matrices is obtained.
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RESUMEN. En este trabajo se estudia el problema de la estabilidad asint6tica
del sistema lineal impulsivo X' = AX, X(tk) = BX(tl:). Mediante ejemplos se
muestra que la estabilidad asintotica de este sistema no proviene de la estabi-
!idad asint6tica del sistema diferencial ordinario X' = AX ill de la estabilidad
asint6tica del sistema discrete X(k + 1) = BX(k). Se consigue un teorema de
estabilidad asint6tica para el caso en que A y B son matrices triangulares.
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1. Introducci6n
El problema de la estabilidad asint6tica del sistema lineal ordinario

x' = AX, A = constante,

ha sido intensamente estudiado en la teoria de las ecuaciones diferenciales ordi-
narias. En sintesis esta tarea se reduce al problema algebraico de la estimaci6n
de las partes reales de los valores propios de la matriz A. Para detectar la
localizacion de estos valores propios se han elaborado una serie de criterios al-
gebraicos y analiticos entre los cuales destacan el criterio de Routh-Hurwitz y
el criterio de Nayquist [3,4].

En este trabajo consideraremos el sistema lineal impulsivo:

x' = AX, t f. tic,
X(tk) = BX(t;), (1)

donde A y B son matrices constantes. Las soluciones de todos los sistemas
impulsivos considerados en este articulo son funciones de clase C1 en cada
intervalo [tk,tk+d y con limite por la izquierda X(t;+l) en el momento de
impulso tk+l. W(t) denotara la matriz fundamental del sistema (1), es decir

Definicion. Diremos que el sistema (1) es asint6ticamente estable si

lim W(t) = O.
t-+oo

El problema de estabilidad asint6tica del sistema lineal impulsivo plantea una
situaci6n mas rica que ',el sistema lineal ordinario. No se ha descubierto un cri-
terio algebraico de condiciones necesarias y suficientes de estabilidad asint6tica
del sistema (1) que involucre a las matrices A y B y ala sucesi6n de tiempos de
impulso T = (tk)k'=l' Probablemente el result ado mas cercano a este objetivo
ha sido dado por Bainov y Simonov [1] bajo las siguientes condiciones:

Cl. Sea i(s, t] la funci6n de recuento de los tiempos de impulso contenidos
en el intervalo (8, t]. Supongamos la existencia de mimeros positivos p
y K que cumplen

li(s,t] - p(t - s)l ~ K, s < t.

C2. Las matrices A y B conmutan.
C3. B es una matriz invertible.

Bajo estas condiciones en [1] se demuestra el siguiente



ESTABILIDAD DE SrSTEMAS LINEALES IMPULSIVOS 105

Teorema 1. Supongamos velides las condiciones C1, C2 y C3. Entonces una
cotidicion necesaria y suficiente para que el sistema (1) sea esuiioticemenie
estable es la condicion Re ). < 0, donde ,\ representa a los valores propios de la
matnz

A = A + P Ln B.

Claramente el teorema anterior esta lejos de involucrar a la generalidad de los
sistemas impulsivos (1). La conmutatividad de las matrices A y B implicaque
la matriz fundamental del sistema impulsivo (1) es el producto de la matriz
fundamental <I'>(t) = eAt del sistema

X'=AX,

y la matriz fundamental 1Ji(i(t)) = Bi(t) del sistema en difer encias finitas

Y(k + 1) = BY(k), k = 1,2, ... ,

donde i(t) denota la funcion de recuento de tiempos de impulso tk en el intervalo
[0, t]

La tarea de dar condiciones algebraicas de estabilidad asint6tica del sistema
(1), es decir de dar condiciones que involucren propiedades de las matrices A
y B y lit sucesion de los tiempos de impulso (tk)k'=l es un problema que no
ha sido resuelto. En este trabajo extenderemos el Teorema 1 a una clase de
sistemas que no cumplen la condicion de conmutatividad, tales son los sistemas
impulsivos triangulares.

En los ejemplos que comentamos a continuacion constataremos el papel re-
levante que juega la distribucion de los tiempos de impulso en el problema de
la estabilidad asintotica del sistema impulsivo (1).

2. Ejemplos
Consideremos el sistema con tiempos de impulsos equidistantes:

X'=AX, tf::-tk,

X(tk) = BX(t,;),
tk+l - tk = ()= constante. (2)

Es facil demostrar que la estabilidad asintotica del sistema (2) es equivalente a
la coridicion siguiente:

C. Todos los valores propios de J.L de la matriz BeAB satisfacen IJ.LI < 1.
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Definicion. Diremos que la matriz A es ordinariamente estable si sus valores
propios A satisfacen Re A < O. Diremos que la matriz B es/ discretamente
estable si sus va/ores propios J.Lsatisfacen la propiedad IJ.LI < 1.

Ejernplo 1. La matriz A es ordinariamente estable, B es discretamente es-
table, pero para valores apropiados de () el sistema (2) no es estable. Conside-
remos el siguiente ejemplo: Sea S la matriz

S=(~ i)·
Definamos A mediante

A - s:' (-In 2 0 ) S
- . 0 - In 2 + 7ri .

Sea B la matriz
B _ (1- 1

-1/4)
-1/2 .

Los valores propios de esta matriz son

1± v'5
J.L±=-4-·

Por un calculo directo obtenemos para () = 1 la matriz,
1 (4Bexp(A) ="8 4

, cuyos valores propios son

A = 11 ± 2V46.
8

Estos valores propios muestran que la matriz de Cauchy correspondiente al
sistema (2) para () = 1 no es estable. Por la continuidad de las funciones de
valores propios tenemos que en toda una vecindad de () = 1 el sistema (2) no
es estable. Sea e el conjunto de los valores de ()> 0 para los cuales el sistema
(2) es estable. Para el ejemplo en cuesti6n este conjunto no es vacio pues

lim BexpA() = B.
8-0+

Esto ultimo dice que para valores pequefios de () el sistema (2) es estable. Para
valores grandes de () tenemos

lim B exp A() = 0,
8-00
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y esto indica que para valores grandes de ()el sistema (2) es estable. Por calculos
mediante computador existen evidencias numericas de que este conjunto e tiene
dos componentes conexas, es decir, e tiene la forma

En ejemplos que vienen a continuaci6n veremos que no necesariamente est a es
la forma del conjunto e. Es facil demostrar que el conjunto e es un conjunto
abierto. Aparentemente, para establecer un result ado de condiciones necesarias
de estabilidad del sistema (2), es pertinente un estudio completo del conjunto e.
Ejemplo 2. La matriz A no es ordinariamente estable, la matriz B no es
discretamente est able y sin embargo, existen valores de () para los cuales el
sistema (2) es estable.

Consideremos las matrices

(
-2A-- 0 B _ (20 0)

- \ 0 1/2 .

En este caso por un calculo directo obtenemos que

e = (1n(20)/2, 31n 2).

Este ejemplo muestra otra particularidad. Existen valores de () para los cuales
el sistema (2) es estable no obstante no ser estable el sistema ordinario x' = Ax
ni el sistema discreto x(n + 1) = Bx(n).

Ejemplo 3. El conjunto e puede ser vacio. Para demostrar este aserto con-
sideremos el sistema (2), don de ponemos como B la misma matriz que aparece
en el Ejemplo 2, y A es la matriz siguiente

(-2 0)A = 0 4 .

Ejemplo 4. El conjunto e puede ser to do el intervalo (0,00). Consideremos
el sistema (2) para las matrices

. (-1 0)
A = 0 -2 '

Un calculo sencillo muestra que la matriz B exp A() es discretamente est able
para todo valor de ()> O.
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3. Estabilidad de sistemas triangulares
Consideremos el sistema impulsivo (1) donde las matrices A y B tienen la forma
triangular superior

(3)

o o o
Anotaremos por T la matriz diagonal

n = dimensionf A), ,'Io.

Si implement amos el cambio de variables X = TY [7] en el sistema (1)-(3),
obtendremos el sistema triangular

X' = T-1ATX,

donde la matriz T-1 AT tiene la forma

C'
,al2 1"-'0," )

,
T-'AT ~ ;

a22 ,n-2a2n
. ,

0 ann

y una forma similar tiene la matriz T-1 BT. De esta manera T-1 AT y T-1 BT
pueden ser escritas como

T-1AT=A1+r1(,), Al = diag {all, a22, ,ann}

T-1 BT = A2 + r2(,), A2 = diag {bll, b22, ,bnn}

donde r 1 y r 2 son matrices que satisfacen

M = constante.

La forma particular que tiene el sistema (1)-(3) permite al cambio de variables
X = TY actuar exitosamente en la parte ordinaria y discreta del sistema
impulsivo. En general estos cambios de variables son dificiles de implementar,
pues mediante ellos se trata de simplificar simultaneamente dos sistemas de
ecuaciones como son la parte ordinaria y discreta del sistema impulsivo. Este
problema ha sido estudiado en [6].
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Teorema 2. Consideremos el sistema (1)-(3), donde B es una matriz inver-
tible Supongamos que los tiempos de impulso del sistema (1) satisfacen la
cotidicion Cl. Entonces eJ sistema (1)-(3) es esintoticemente estable si A,
cualquier valor propio de la matriz

A + P LIl B,

cumple la condicioti
Re A < 0

Es mas, existe a > 0 tal que Ja meiriz fundamental del sistema triagular (1)-(3)
satisface

(4)

Demostracion. En primer lugar observemos que los valores propio de la matriz
A + p Ln B coinciden con los valores propios de la matriz diagonal

Al + p Ln A2·

Si implementamos el cambio de variables X = TY en el sistema (1)-(3) obten-
dremos el sistema

Vamos a considerar a este ultimo sistema como una perturbaci6n del sistema
irnpulsivo diagonal

cuya matriz fundamental U(t) = et1\,+P(t-S) Ln 1\2 satisface

para algun a > 0 y alguna constants K, que existe en virtud de la hip6tesis
Cl. Ahora, por la formula de variacion de par arnetros para sistemas impulsivos
[2], obtenernos para la matriz fundamental W(t) del sistema (1)-(3) la ecuaci6n
integral

W(t)W-I(s) = U(t)U-l(s) + it U(t)U-l(T)f1(T)W(T)dT

+ L U(t)u-1(tdf2(tk)W(tk),
(s ,t]

donde el simbolo ~(s,t] denota la suma respecto a todos los tiernpos de irn-

pulso contenidos en el intervale (s, t]. De esta ecuaci6n obtenemos la siguiente
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desigualdad de Gronwall-Bellman

IW(t)W-1(s)1 < 1U(t)U-l(s)1 + jt IU(t)U-1(r)f1(r)W(r)W-1(s)ldr

+ L IU(t)U(tk)f2(r)W(tk)W-1(s)1
(s, t]

~J{e-2cr(t-s) + K jt e-2cr(t-s)lf1(r)IIW(r)W-1(s)ldr

+ K L e-2cr(t-tk) if 2(tk) IIW(tk) W-1( s)1
(s, t]

~I{e-2cr(t-s) + K M jt e-2cr(t-s)I!'IIW(r)W-1(s)ldr

+ K M L e-2cr(t-tk)liIIW(tk)W-l(s)l·
(s, t]

Denotemos u(t) = e2cr(t-s)IW(t)W-1(s)l. Entonces Ja ultima desiguaJdad nos
da la estimaci6n

u(t) < f{ + K M jt Iilu(r)dr + K M L lilu(tk)'
s (s, t]

De la desigualdad de GronwaU-Bellman para funciones continuas a trozos [2]
se obt iene

o bien

IWet) w-1 (s) I ~ KIl(s,tj(1 + J{ Mlil)e(K Mhl-2cr)(t-s),
~ K ei(s,t]ln (l+KMI-yI)+(KMhl-2cr)(t-s),

as! que para I suficientemente pequefio se obtiene (4). 0
Del Teorema 2 concluimos el siguiente

Corolario 1. Es condici6n suficiente para Laestabilidad asint6tica del sistema
triangular (2)-(3) La negatividad de los valores propios de La matriz

eA+ Ln B.

Finalmente, destacamos el tr abajo [6], donde se dan otras condiciones sufi-
cientes de estabilidad asint6tica para el sistema (1), y el tr abajo [7], que trata
el problema de la estabilidad condicionada de este sistema.
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