go,

B D B *Uin}
Por otra parte, si K es una cadena que contiene a n”, entonces KU{n}
es una cadena que contiene nj; luego Hng KU{n} para toda cadena K que
contiene a n®, es decir B C Hn’U{n}.

TEOREMA 3.3 .- si v eHn, v £ n o existe réﬂn tal que ft': Ve

Demostracidn.— Consideremos E -{v} = {reN/ Tell , T A v } .
Como v pertenece a todas las cadenas que contienen a n, el conjunto
B -{ v} no puede ser una cadena que contenga a n (n 4 v), y como -
ne Hn - {v} sy este conjunto no puede ser una cadena, Por tanto, exis-
te peH —{v} tal que {4'¢Hn -{v} » ¥y por ser H una cadena y da-
do que (MEH , debe tenerse ('eH . Y como W' €H - {v}, resulta r&'av.

TEOREMA 3.4.- OEHn = n= 0,
Demostracidén.= Supongamos por el contrario que OeHn yn £ 0.
Entonces por el teorema 3.3, existe FEHn con fu- O, contrario al ter—

cer axioma de PEANO,

TEOREMA 3.5.- n ¢E .
Demostracidn; Supongamos que n € Hn" Consideremos K = CHn. .
Afirmamos que es una cadena. En efecto: sea v'¢ k entonces v'GHnl; si
v 4 n', por el teorema 3.3, existe fLGHn, tal que tL' = v', Por el
cuarto axioma de PEANO,/A'- vy, ¥ por tanto veE Hn, es decir, v ¢ K: si
v' = n', es evidente. ILuego K es una cadena. Pero ademds O ¢ K por-
que sino k= Ny Hn" }5 (por el axioma 5 de PEANC). Si O¢ K resulta
que 0 ¢ Hr{, lo cual, por el teorema 3.4, nos dé& n’= O, contrario al
axioma 3 de PEANO. Por tanto, n € Hn,.

Utilizando los anteriores podemos demostrar el

TEOREMA 3.6.- La relacién < definida arriba (def. 3.3) es una

relacidén de orden; es decir:

(01°) no (n< n)
(02) n<myA,m<r3 n<r
(03) négms (n<m,\/,m<n)
Demostracién.- (01) resulta inmediatamente de la definicién

3.3, La condicién (02) 1la demostraremos por induccién sobre r (esto-
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basta!): r = 0, tendriamos que n < O lo cual es imposible, ya que en
tonces, en el caso contrario, tendriamos que m = O = n (teorema 3.4)3
luego (02) se satisface trivialmente. Supongamos ahora que (02) es

vélido para r y demostrémoslo para r’., Sea entonces m < r’, es decir
r’e BE ¥ r’# m; entonces por el teorema 3.3 existepe Hm tal que -
Pﬁ r’, es decir, A= r, y por tanto r € Hm; ahora bien si r { m, se -
tendrd m < r, y por tanto n < r (recuérdese que por la hipétesis =
n<m)., Sim=r, el caso es trivial. Es decir, n < r. Pero entonces
r’e Hn yn { r’porque si n = r’entonces r € Hn = Hr” contrario al

teorema 3.5. Luego n < r’.

Para demostrar (03) basta demostrar que: para todo m,n, se tie
ne que n € Hm,\/, m € Hn. Usamos induccidén: fijemos un m cualquiera
(resp. n) Y vamos a demostrar que para todo n (resp. m) €E Nt n€ Hm,
V, m EHn. En efecto, para n (resp. m) = O, ciertamente m € Ho(resp.
n), ya que Hy= N, por el axioma 5 de PEANO. Tomemos por hipdtesis de
induccidn que para algin n (resp. m) € N se tenga : nEHm,V, mEHn pa-
ra todo m (resp. n). En primer lugar si ne Hn’ entonces n’e Hn por -
teorema 3.1; en segundo lugar , si mEHn entonces por teorema 3.2 re-
sulta m € Hn' om=mn. Si m= n resulta que n=m EHm ¥y por tanto -~

n’e Hm, por teorema 3.1, en todo caso se tiene n’e Hm,V, mE Hn"

Queda por demostrar el siguiente teorema :

TEOREMA 3.7.- Para la relacidén de orden definida arriba
a) O es el elemento minimo de N

b) n’es el elemento minimo de los nimeros naturales mayo-—

res que n.

Demostracién: a) Como se observd anteriormente, Ho = N, es de
cir O g n para todo n € N,
b) n'EHn por teorema 3.1, es decir, n g n’. Pero n # n’. En efecto:
0 # 0%, por el tercer axioma de PEANOj; sea, por hipdtesis, n ¥ ne -
Si n’= (w)’resulta por axioma 4 que w°= n contrario a la hipdtesis
de induccidén . Asi pués n < n’para todo n € N. Sea ahora m € N arbi-
trario tal que n < m, es decir: m € Hn ym { n. Entonces por teorema
3.1, me H ., es decir: n’g m. Asi pués, n° es el menor elemento de

N mayor que n.
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Con este teorema la teoria de los nimeros naturales basada uni
camente en los axiomas de PEANO estd suficientemente desarrollada pa-
ra demostrar el teorema de iteracidn y sus generalizaciones. Otro mé-
todopara introducir el orden en los naturales y demostrar los teore--
mas de iteracién y'sus generalizaciones, utilizando Gnicamente los --
axiomas de PEANO, es descrito por LANDAU en el libro citado anterior-
mente. Este método es menos sencillo que el de DEDEKIND y utiliza el
siguiente artificio: demostrar en primer lugar un caso especial del
teorema de iteracidn sin utilizar el orden, a saber el caso de la adi
cién (ver nota al teorema 2.3). En seguida definir el orden por medio
de la adicidn. Expondremos en detalle este método de LANDAU.

TEOREMA 3.8.- Para cada neN existe una tnica funcidn F t N-N
con las propiedades:
a) F (0) = n
b) para todo neN: Fn(v’) =(Fn(v))’
Se escribe: Fn(v) =n+ V.
Demostracidén.- La unicidad se prueba, como en el teorema 2.3,

usando Unicamente los axiomas de PEANO.

La existencia de la funcidn Fn se demuestra por induccidn so-
bre el pardmetro n. Para n = 0, la funcibén definida por Fo(v) = v tie
ne las propiedades deseadas.Supongamos ahora que para n > O se ha de-
terminado una funcidn Fn con las propiedades deseadas. Entonces la -
funcidn Fn.definida por Fn,(v) = (Fn(v))' posee las propiedades de=-

seadas, en efecto:
a) F .(0) = (F (0))*= n

. o\ . o 3 dot wpien .
B) F.(v') = (F(v")) "= ((B,(v)°) = (¥ .(v)".
NOTA.~ En virtud de la unicidad de las funciones Fn’ la de--
mostracidén muestra que:
i)o+v=vw
11) nfaidnom 0.+ w)il.
Habiéndose introducido la adicidn, el orden puede definirse co-

mo sigue:
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DEFINICION 3.4 .- n <m si y s6lo si existe 'AEN tal que m = n+ln’.

TEOREMA 3.9.- La relacién de la definicién 3.4 es una rela--

cién de orden para los nimeros naturales, a saber:

(01°) no (n < n)
(2) n<myA, m<r=>n<r

(3) nFm=>n<mV, n<n.

Demostracién .- (01°) Usamos induccidén completa sobre n: para
n=0, O <O es imposible, porque en el caso contrario, O = O +'A’- ,-l',
contrario al axioma 3 de PEANO. Por hipdtesis de inducciénj supongamos
que no (n < n); entonces n°< n° no puede tenerse, porque, en caso con-
trario, existe {lEN tal que n’= n’+ Pf) pero el axioma 4 de PEANO im-
plicaria entonces que n = n + fL' , es decir, n < n, lo cual es contra-

rio a la hipdtesis.

(02) Para demostrar la transitividad , es necesario demostrar
la asociatividad de la adiciént (m+n) + r = m + (n+r). La demostracidn
por induccidn sobre r, por ejemplo, la dejamos al lector. Supongamos
ahora que n<m, A, m<r => existen {4, A g N tales que: m=n +{A’,f\,

r=m+ X ; entonces r = n + (fl+ ¥)=mn+ (,A'+ A); es decir , n<r.
(03) Sea m 7‘ 0 fijo, y demostremos por induccidén sobre n que
nfm=>n<mV, mn<n

Sin=0, ym# O, tenemos que m es sucesor de algin nimero natura.l/&
Yy por eso m -f.&’= 0+ P!; es decir, O < m. Supongamos ahota que n ;( m =>
n<mV, n<n. Sea ahora n°/ m. Si n = m, entonces n’=(n + 0)° =
n+ 0°= m+ 0; es decir, m<n! Si n ¥ m, por hipétesis de induccién,
nem,\V , m<n. En primer caso (n<m) tenemos la igualdad m = n +f4l', don
de ,Maf 0. Por tanto,fkdebe ser un sucesor; por ejemplo, 9’-#. Enton
ces, m=n+ (P°)°= (n + P°)°= n"+ P*, es decir, n’< m. Si m<n, tene
mos n = m +f4‘ , ¥ entonces n’= (m + '4')'= m+ ( fﬂ' ); es decir: m<n?

En todo caso, hemos logrado el resultado:

n’f m=> m<n’, V, n<nm

completando la induccidn.
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Para poder aln demostrar los teoremas de recurrencia es necesa
rio todavia demostrar que para el orden definido por la definicidn -
3.4, 0 es el elemento minimo de N y que n’es el menor elemento de en—
tre los mayores que n. La demostracidn de estas afirmaciones es sen—

cilla y la dejamos al cuidado del lector.

Finalmente, vamos a discutir un tercer método para introducir

el orden en los nimeros naturales, demostrando en primer lugar el teo
.

rema de iteracién ( | basdndonos lnicamente en los axiomas de PEANO!),

e introduciendo luego la adicidn y con ella el orden.

TEOREMA 2.3 .- Sean X un conjunto arbitrario, X E X,arbitrarios
F: X » X, arbitraria, N el conjunto de los nimeros naturales. Entonces
existe una tnica funcidn G:N#X con las propiedades
(a) a(0) = x

(b) VneN: 6((d))=TF(Gn)

Demostracién (Sin utilizar el orden): Como en la demostracidn

anterior de la unicidad de G no intervino el orden, ella permace VAli
da. Para demostrar la existencia introducimos el concepto de solucidn
parcial. Una funcidén H: M - X se dice una solucidn parcial si satisfa

ce las propiedades:

(i)Me N
(ii) O=M =>H(0) = x,
(iii) n"eM => (neM, A, H(n’) = F(H(n))

Vamos a demostrar gue para todo neN, existe una solucidn parcial con

neM. Esta demostracidén se efectla por induccidn respecto a n. Para -
n = 0, basta tomar M ={0}, vy H(0) = X,e Sea por hipdtesis de induccidn
H:M - X una solucidn parcial con neM. Si ya n’eM, H es una solucidén -
parcial tal que n’¢M. Si n’¢ M, consideremos la funcién Hf MU{n}> X
definida por
' (H (v) si veM
BE°(v) =
F (H(n)) siv=n’
BEs claro entonces que H es una solucién parcial con M°= MU'{n‘}

y tal que n’eM’.
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En segundo lugar demostramos que si dos soluciones parciales =

contienen a n en sus dominios de definicidn, entonces el valor de -

ambas soluciones en n es el mismo. Por induccidén n = 0 es trivial. -

Supongamos cierta afirmacidén para un valor n, y consideremos las so-
luciones parciales H: M — X, B*: Mo X, con n’s Mﬂl(. Entonces por -
(iii), tenemos que ne MOM'y, por hipdtesis de induccién H(n) = H"(n);
luego H(n") = F (H(n)) = F(E*(n)) = H'(n'), como queriamos demostrar.

Finalmente, definimos G: N - X asi: G(n) es el valor comin de
todas las soluciones parciales tales que neM. Evidentemente, G(0) = X
Sea neN y sea H cualquier solucidn parcial definida para el argumen—
to n”. Entonces H(n") = G(n"), y como ademds, por (iii), H estd defi
da para n, se tiene G(n) = H(n). Pero, otra vez (iii), H(n") = F(H(n));
asi pués: G(n’) = F(G(n)). Esto demuestra la existencia de una G con

las propiedades deseadas.

Con esto terminamos el resumen de los diversos métodos para in
troducir el orden en los naturales y demostrar el teorema de itera-
cidén y sus generalizaciones. Observemos todavia que en el caso en que
se haya introducido el orden de los nimeros naturales basidndose sdlo
en los axiomas de PEANO y no utilizando la definicidn de los nimeros
naturales como ordinales finitos, se puede finalmente ligar el concep
to de este orden con los ordinales y su ordenamiento, demostrando el

siguiente:

TEOREMA 3.10.- Si se ha introducido un orden en el conjunto N
de tal modoque O sea el elementc minimo de N v n“el minimo entre los
nimeros mayores que n, entonces, utilizando sélo los axiomas de PEANO

puede demostrarse que:

(a) para cada n: el segmento s, = ({v / v<n§, <)
es doblemente bien ordenadoj

(b) para cada conjunto doblemente bien ordenado
existe un nimero natural n tal que Sn tiene el
mismo tipo de orden del conjunto doblemente
bien ordenadoj

(c) n<m si y sélo si el tipo de orden de S, es me

nor que el tipo de orden S'n .
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Demostracién: (a) Vamos a demostrar por induccidén sobre n: pa-
ran= 0, So = ¢, vy § estid trivialmente doblemente bien ordenado. Su-
pongamos Sn doblemente bien ordenadoj como n°es el elemento minimo de
los mayores que n, el segmento Sn’ se origina anadiendo a Sn n, el e
cual es el mayor de los elementos de Sn" es decir el tipo de orden -
de Sn. es el sucesor del tipo de orden de Sn Yy como el sucesor de un
tipo doblemente bien ordenado es tambien doblemente bien ordenado,la

demostracién se completa.

(b) ver demostracidén del teorema 2.1

(c) sea n < m, entonces Sn as el segmento determinado por el
elemento n en el conjunto ordenado Sm; por eso el tipo de orden de Sn
es menor que el tipo de orden de Sm. Reciprocamente, sea el tipo de =
orden de Sn menor que el tipo de orden de Sm. Entonces m < n es impo-
sible, porque entonces Sm es el segmenio determinado por m en Sn’ con

lo cual el tipo de Sm seria menor o igual que el tipo de orden de Sn

Evidentemente, este teorema establece el vinculo entre los dos
métodos para desarrcllar la teoria de los nimeros naturales: el desa-
rrollado basdndose an los axiomas de PEANO y el que fundamenta la di
cha teoria en la teoria general de conjuntos. Por otra parte, sbélo -~
hasta este instante es preciso distinguir entre los dos métodos con -

cuidadosa precisidn.

4.- NUMEROS CARDINALES Y NUMEROS NATURALES

Damos a continuacidn un grupo de teoremas sobre los conjuntos
finitos y sus nimeros cardinales. Intuitivamente parece legitima la

siguiente definicidn:

DEFINICION 4.1 .~ Un conjunto E se llama finito si y sélo si,
existe neEN tal que E sea equipotente con &vEN /v < n} y es decir,

existe una correspondencia biunivoca entreE yS Consecuencia inme-
n

diata de la definicién y del teorema 3.10, es el

TEOREMA 4.1.~ Un conjunto E es finito si y sblo si E puede ser
doblemente bien ordenado.

Un problema que surge de la definioidn 4.1 es la unicidad del
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nimero natural n que en ella figura. La respuesta es afirmativa:

TEOREMA 4.2.- Sean n,meNj si Sn es equipotente con Sm, enton-

ces n = m.

Demostracién: Vamos a demostrar por induccién que para todo -
neN no existe m / n con {v / v < m* equipotente con{v / v < n}. Para
n = 0, la afirmacidn es trivial porgue {v /v < m} ¢ $simfo0 (si-
m { 0, existe P tal quefﬂ: m=> < m). Supongamos ahora que para al-
gin n la afirmacidén es vidlida; consideremos {veN / v < n'}, Y suponga
mos que Sn’ es equipotente con Sm (m {11). Es claro que como Sn' { ¢
(n"# 0), entonces m # 0. Por tanto, existe PeN  tal quefﬂ= m; es decir
Sn,y SF son equipotentes . Sea C una correspondencia biunivoca entre
S,- ¥ S 3 podemos suponer que c(n”) =Hf= m, sin perder generalidad.
Pero entonces CISn es una correspondencia biunivoca de Sn sobre SF ,

Yy por hipétesis de induccibén, n =P de donde m =F!= n’.

DEFINICION 4.2.- El nimero cardinal |E| del conjunto finito E

es el dnico nimero natural n para el cual E es equipotente con Sn =
{veN / v < n}.

Evidentemente, dos conjuntos finitos son equipotentes si y sé-
lo si sus nimeros cardinales son iguales;ademas,un conjunto cualquiera
equipotente con un conjunto finito, tambien es finito y tiene el mismo

cardinal.

Finalmente, cada nimero natural n es el nimero cardinal de un
conjunto finito, a saber de {v / v < n* . Por lo tanto, los nimeros na
turales pueden servir de representantes univocos de los nGmeros cardi-
nales (finitos) en el sentido de la teoria general de los conjuntos fi

nitos, es deciry de los gonjuntos doblemente bien ordenados .

Como los nlmeros naturales se introdujeron como nimeros ordina-
les de los conjuntos doblemente bien ordenados, se ve que, en particu-
lar, dado un conjunto finito E su nimero cardinal ya define univocamen
te el nlmero ordinal de cualquier doble buen orden de E; en otras pala
bras: un conjunto fimito no admite méds que un solo tipo de buen orden.
Es més, es fécil ver que un conjunto no permite mis que un solo tipo -

de buen orden.
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El teorema siguiente expresa otra cualidad bien conocida de los
conjuntos finitos:

TEOREMA 4.3.- Sea E un conjunto finito, EIEE un gubconjunto =
es finito y lEll < IE

propio de E. Entonces El

Demostracidn: Vamos a efectuarla por induccidn sobre el nimero
(cardinal) de E. Para IEI = 0, la afirmacidn es trivial, puesto que -
entonces E = ¢ Y no existe subconjuntos propios de E. Supongamos la a-
firmacidn cierta para un |E| = n arbitrario. Sea ahora |El = n’; es de
cir, existe una correspondencia biunivoca C de{sv 1w <‘nf}sobre E. Si
c(n) ¢ E,, entonces, por tenerse {v /v < n’}: {v / v < n}Uinl, deve
tenerse E, ¢ cliv /v < n&) ¥y por hipbtesis de induccién, |E,| g n,

y por tanto |E1| <n’. 3i C(n) € E,, entonces E; -{C(n)} ¥ E —{C(n)} -
porque en caso contrario E = E;. Ahora por tenerse El-{C(n)} cE -{C(n)}=

= C(&v / vVV< n&), resulta por la hipdtesis de induccidn gue

'El - {C(n)}| < nj

es decir, El -{C(n)& es equipotente con {v /v <r¢, F-< n. Entonces,

ciertamente, E. es equipotente con {v /v <fﬂh é bien, |E1| =f‘i n<n”,

1
con lo cual queda demostrado el teorema.

COROLARIO.~ Dados dos numeros naturales n,m, decir que n < m es
equivalente a decir que todo conjunto finito con cardinal n es eguipo-
tente a un subconjunto de un conjunto finito con cardinal m, pero no ~

viceversa.

Demostracidn: Si n < m, el conjunto {VEN / v < n% es un sabcon-
junto {VEN / v < m% y pero {VEN / vem }no es equipotente con un sub-
conjunto de{ veN /v<n }, porque (teorema 4.3) cada subconjunto de
{VEN / v < n& posee un cardinal ¢ n, y por eso ciertamente diferente
de m. Reci{procamente: si el conjunto finito E es equipotente con un -
subocnjunto del conjunto finito El’ entonces |E| < |E1| (teorema 4.3).
Si ademds E, mo es equipotente con un subocnjunto de E, entonces cier-

tamente |E| £ |E1|, es decir, |El < IEl

NOTA: El corolario demuestra que el orden < entee los nimeros -

naturales, es precisamente el orden usual entre cardinales cuando — —
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los nlmeros naturales, se toman como representantes de los niimeros -
cardinales finitos, en el sentido de la nota anterior. Vamos a ver -
que una anotacién andloga puede hacerse a la adicidén de nimeros natu
rales:

TEOREMA 4.4.- Sean El’ E2, dos conjuntos finitos tales que -
E; N E, - @, entonces El U E2 es finito y

lEl u E2| % |E1| + |E2|

Demostracibén: Sea E1 fijo, y efectliemos induccidén sobre 'Ezl.

Si IEZI = 0, E2 =fy E1 U E2 = El’ de donde resulta

IEll by |E2| “ lEll o IE1 u E2|

¥ la afirmacién es vAlida. Supongémosla cierta para algin n, y consi
deremos |E2| = n"j es decir, E2 es equipotente con {VEN /v < n‘}. -

Entonces eliminando de E, un (conveniente) elemento e, ciertamente -

2
resultaréd un conjunto Ey con |Eql = n. Por hipbétesis de induccidn, -
J 3 3

resulta

IEl u E3| = |E1| +n

Yy como e ¢ E1 U E3, se sigue evidentemente que

e, Ul = I8 Uy Uetl = (lE)] + n)°

- 'Ell + n’= lEli + IE2|,

¥ la induccidn estd terminada.

NOTA: Ya hemos observade que el teorema 4.4 muestra cémo la adi
cidn de los nimeros naturales concebidos como representantes de los
nimeros cardinales de los conjuntos finitos, es precisamente la adi=-

2 g 4 ;
cidén usual entre nimeros cardinales.

Finalmente demostraremos la equivalencia entre la definicidn -
de finitud de un conjunto dada arriba y la definicidn bien conocida
de DEDEKIND, por medio de una correspondencia biunivoca entre el con
Jjunto y un subconjunto propio.

TEOREMA 4.5.~ Un conjunto E es finito si y sblo si no existe -

ningin subconjunto propio de E equipotente con E.
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Demostracidén: Si E es finito, por teorema 4.3 cada subconjun-
to propio de E tiene un nimero (cardinal) menor que el de E, y por
eso no puede ser equipotente a E. si E no es finito, vamos a demos-
trar que E tiene un subconjunto equipotente con N, y evidentemente
la aplicacidén n-n' realiza una correspondencia biunivoca de N y un
subconjunto propio de N. Entonces evidentemente existe un subconjunto

propio de E equipotente con E.

TEOREMA 4.6.- Sea X un conjunto no finito, entonces existe un
subconjunto de X equipotente oon el conjunto N de los nimeros na-

turales,

Demostracién: Para cada subconjunto finito E de X existen
elementos en X - E, y por el axioma de eleccibén existe una funcién 'y
que a cada subconjunto finito E de X hace corresponder un elemento

% (E) € X - E. Sea 3 'a conjunto de todas las funciones A -+ X%,
parg An -i'veN/ "u"n% con n oualquiera, Para tal funocidn f:An—) X,
el conjunto imagen f(%) C X estd en correspondencia biunfvoca con
un subconjunto de Ay ¥ por esto y por el teorema 4.3, f (A ) es
también finito. Asf pues, podemos definir la funoibén F: x-»x, asi:

P(£) = S (2(4)

para f: An—v X. Aplicando el teorema 2.5, se deduce (e€X es un
elemento arbitrario, fijo) la existencia de una funcién G:N-X tal

que:
G(o) = S(e) = S(4{e})

G(n') = F (G \An), para todo né€N.

Afirmamos que G es biunfivoca. En efecto: sean n<m nimeros
naturales arbitrarios, Entonces m o0, y por tanto existe s €N
tal que B o= m. Entoncas n < f& < }L' = m, de aquf se deduce que
G(m) = 6( p) = P(G | 4p = S((Clap)(AY)); asi pues, G(m) 4 G(v)
para cada V€ Au . En particular, G(m)3G(n), y G es ciertamente
biunivoca. Luegeo G(N) es un subconjunto de X equipotente con N,

tal como queriamos demostrar.
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