
go.

Por- otra parte, 6i K e6 una cadena que contiene a n ", entonces K Utn r
68 una cadena que contiene n; 1uego Rn~ KU{n\ para toda cadena K que
contiene an', es decir R <: R 1Jtn\.

n - n I
TEOREMA 3.3 .- si v E.Rn, v J n -) existe fERn tal que fl'= v ,

Demostracion.- Consideremos Hn - { v} = {r~N/ rEHn, r ~ v}.
Como v pertenece a todas las cadenas que contienen a n, el conjunto
Hn - { v} no puede ser una cadena que contenga a n (n ~ v), y como
n E H - { v} este conjunto no puede ser una cadena , Por tanto, exis-n
tefLEHn-{vt
do que fERn'

tal que t" f Hn - { v}, y por ser Hn una cadena y da-
debe tenerse f'EHn• Y como p.' EHn - ~v}, resultaf=v,

TEOREMA 3.4.-

Demostracion.- Supongamos por el contrario que O~Rn y n J o.
Entonces por el teorema 3.3, existe fERn con r'= 0, contrario al ter-
cer axioma de PEANO.

TEOREMA 3.5.-
Demostracion; Supongamos que n E Hn,. Consideremos K = CHn, •
Afirmamos que es una cadena. En efecto: sea v't k entonces v'EH ,; si

n
v' t. n', por el teorema 3.3, existe fERn' tal que fl' = v'. Por el
cuarto axioma de PEANO,r: v, y por tanto vERn' es decir, v 1- K: si
v' = n', es evidente. Luego K es una cadena. Pero ademas 0 f K por-
que sino k - Ny Hn,- fl (por el axioma 5 de PEANO). Si 0 ¢ K resulta
que 0 ~ R~ 10 cual, por el teorema 3,4, nos da n': 0, contrario al
axioma 3 de PEANO, Por tanto, n E Hn~

Utilizando los anteriores podemos demostrar e1
TEOREMA 3.6.- La relacion < definida arriba (def. 3.3) es una

relacion de orden; es decir:

no (n < n)
n < m, j\ ,m < r ~ n < r

n ~ m =) (n < m, V, m < n )
Demostracion.- (01~ resulta inmediatamente de la definicion

3.3. La condicion (02) la demostraremos por induccion sobre r {esto-
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basta!): r = 0, tendriamos que n < 0 10 cua1 es imposib1e, ya que e~
tonces, en e1 caso contrario, tendriamos que m = 0 = n (teorema 3.4);
1uego (02) se satisface trivia1mente. Supongamos ahora que (02) es
va1ido para r y demostremos10 para r'. Sea entonces m < r" es decir
r'e Hm y r', m; entonces por e1 teorema 3.3 eXisterE Hm tal que
ti= r ", es decir, tAD r, y por tanto r E Hm, ahora bien si rim, se -
tendra m < r, y por tanto n < r (recuerdese que por 1a hipotesis
n < m). Si m = r, el caso es trivial. Es decir, n < r. Pero entonces
r'E Hn y n I r,POrque si n = r'entonces r E Hn = Hr" contrario al
teorema 3.5. Luego n < r'.

Para demostrar (03) basta ·demostrar que e para todo m,n, se ti£.
ne que n e Hm, V, m E Hn• Usamos Lnducc i.Sns fijemos un m cualquiera
(resp. n) y vamos a demostrar que para todo n (resp. m) e N: n E Hm,
V, m EHn• En efecto, para n (resp. m) = 0, ciertamente m e Ho(resp.
n), ya que He= N, por e1 axioma 5 de PEANO. Tomemos por hipotesis de
induccion que para a1gUn n (resp. m) E N se tenga : nEHm,V, meHn pa-
ra todo m (resp. n). En primer lugar si ne Hn, entonces n'e Hn por -
teorema 3.1; en segundo lugar, si meHn entonces por teorema 3.2 re-
sulta m E Hn, 0 m = n. Si m n resulta que n = m EHm y por tanto
n'e H

m
, por teorema 3.1, en todo caso se tiene n'E Hm,V, m E Hn ..

Queda por demostrar el siguiente teorema I

TEORlltlA3.7.- Para la relacion de orden definida arriba
a) o es el elemento minimo de N
b) n"'es el elemento minimo de los nlirnerosnaturales mayo--
res que n,

Demostracion: a) Como se observo anteriormente, Ho N, es de
cir 0 ~ n para todo n e N.
b) n'EHn por teorema 3.1, es decir, n ~ n'. Pero n f n • En efecto:
o'l 0', por e1 tercer axioma de PEANO; sea, por hip6tesis, n In'.
Si ~'= (w}'resulta por axioma 4 que w'= n contrario a la hipotesis
de induce ion • Asi pues n < n'para todo n E N. Sea aho~ mEN arbi-
trario tal que n < m, es decir: m E H Y min. Entonces por teoreman
3.1, m E Hn" es decirl n'~ m, Asi pues, n' es e1 menor elemento de
N mayor que n,
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Con este teorema la teoria de los numeros naturales basada uni
camente en los axiomas de PEANO esta suficientemente desarrollada pa-
ra demostrar el teorema de iteracion y sus generalizaciones. Otro me-
todopara introducir el orden en los naturales y demostrar los teore--
mas de iteracion y'sus generalizaciones, utilizando unicamente los --
axiomas de PEANO, es descrito por LANDAU en el libro citado anterior-
mente. Eate metoda es menos sencillo que el de DEDEKIND y utiliza el
siguiente artificio: demostrar en primer lugar un caso especial del
teorema de iteracion sin utilizar el orden, a saber el caso de la adi
cion (ver nota al teorema 2.3). En seguida definir el orden por medio
de la adicion. Expondremos en detalle este metodo de LANDAU.

TEOREMA 3.8.- Para cada neN existe una unica funcion F : N~
n

con las propiedades:
a) Fn(O) ~ n

b) para todo neN: F (v') =(F (v~),
n n

Se escribe: Fn(v) = n + v.

Demostracion.- La unicidad se prueba, como en el teorem~ 2.3,
usando unicamente los axiomas de PEANO.

La existencia de la funcion Fn se ddmuestra por induccion so-
bre el parametro n. Para n = 0, la funcion definida por Fo(v) = v tie
ne las propiedade s deseadas. Supong8lll0B ahora que para n ~ 0 se ha de-
terminado una funcion Fn con las propiedades deseadas. Entonces la -
funcion F ,definida por F ,(v) = (F (v))' posee las propiedades de-

n n n
seadas, en efecto:

a) F .(0) = (F (0))'= n'
n n

b) F ,(v') = (F (v'))'= «F (v)')' = '(F ,(v))'.
n n n n

NOTA.- En virtud de la unicidad de las funciones Fn, la de--
mostracion muestra que:

i) 0 + v = v

ii) n'+ v = (n + v)'.

Habiendose introducido la adicion, el orden puede definirse co-
mo eigue:
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DEFINICION 3.4 n < m ei y solo ei exiete ~EN tal que m - n+t'.
TEOREMA 3.9.- La relacion de la definicion 3.4 es una rela--

cion de orden para los nUmeros naturales, a saber:

(01°) no (ri < n)
(02) n < m,A, m < r -> n < r
(03) n I m => n < m, V, Dl < n,

Demostracion.- (01°) Ueamos induecion completa sabre n: para
n = 0, 0 < 0 es imposible, porque en el caso eontrario, 0 = 0 + fa t',
contrario al axioma 3 de PEANO. Por hipotesis de induce ion; supongamos
que no (n < n); entonces nO< n° no puede tenerse, porque, en caeo con-
trario, existe fEN tal que n" nO+ ~; perc el axioma 4 de PEANO im-
plicaria entonces que n - n + ~, es decir, n < n, 10 eual es contra-
rio a la hipotesie.

(02) Para demostrar la transitividad ee neeesario demoetrar
la aeociatividad de la adieionl (m+n) + r = m + (n+r). La demostraeion
por induce ion sobre r, por ejemplo, la dejamos al lector. Supongamos
ahora,que ncm ,A, m<r => existen fA' >., E 11' tales que: m n + p',,,,
r = m + )( ; entonces r - n + (f + >.,' ) - n + (f+ A); es deeir , ner,

(03) Sea m I 0 fijo, y demostremos por indueeion sobre n que

n I m => n < m,V, m < n

Si n = 0, y m I 0, tenemoe que m es sucesor de algUn nUmero natural fA
y por eso m = f= 0 + p:; es decir, 0 < m, Supongamos ahor-aque n I m =>
n < m, V, m < n • Sea ahora nol m, Si n • m, entonees n°.(n + 0) ° =
n + 0'= m + 0; es deeir, m<n: Si n I m, por hipotesis de indueei6n,
n-em,V, men, En primer easo (n-ea) tenemos la igualdad m - n + fA', do.£
de f + o. Por tanto, fdebe eer un sueesor; por ejemplo, pO. fA. Ento.£
ces, m = n + (po)'_ (n + p')'. nO+ po, es deeir, nO< m. Si m<n, ten~
mos n = m + f ' y entonces n'= (m + fA') '= m + ( r' )';es deeir: m<n:
En todo easo, hsmoa logrado el resultadol

n'l m -> men ", V , n'<m

eompletando la indueei6n.



Para poder aun demostrar los teoremas de recurrencia es neces~
rio todavia demostrar que para el orden definido por la defLnicion -
3.4, 0 es el elemento min~mo de N y que n'es el menor elemento de en-
tre los mayores que n. La demostracion de estas afirmaciones es sen-
cilla y la dejamos al cuidado del lector.

Finalmente, vamos a discutir un tercer metodo para introducir
el orden en los ntimeros naturales, demostrando en primer lugar el te~
rema de iteracion (i hasandonos tinicamente en los axiomas de PEANO!),
e introduciendo luego la adicion y con ella el orden.

TEOREMA 2.3 .- Sean X un conjunto arbitrario, XoE X,arbitrariol
F: X ~ X, arbitraria, N el conjunto de los ntimeros naturales. Entonces
existe una Unica funcion G:N~X con las propiedades

Demostracion (Sin utilizer el orden): Como en la demostracion
anterior de la unicidad de G no intervino el orden, ella permace vall
da. Para demostrar la existencia introducim06 el concepto de solucion
parcial. Una funcion H:.M ~ X se dice una so Luci Sn parcial si satisf~
ce las propiedades:

(i)M c N

(ii) OeM ->H ( 0) = xo
(iii) n'eM => (nEM,A, H(n') = F(H(n))

Vamos a de~ostrar que para todo nEN, existe una solucion parcial con
nEM. Esta demostrac~on se efectua por inducci6n respecto a n. Para -
n = 0, basta tomar M ={O}, Y H(O) = xo' Sea por hip6tesis de inducci6n
H:M ~ X una solucion parcial con neM. Si ya n'EM, H es una soluci6n -
parcial tal que n'¢M. Si n', M, consideremos la funcion Hf MU{n~ X
definida por

,={H
F
(v) si vEM

a'(v)
(H(n)) si v = n'

Es claro entonces que H'es una soluci6n parcial con M'= MU tn'}
y tal que n'EM'.
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En segundo lugar demostramos que si dos soluciones parciales -
contienen a n en sus domini os de definicion, entonces el valor de
ambas soluciones en n es e1 mismo. Por induocion n = 0 es trivial. -
Supongamos cierta afirmacion para un valor n, y consideremos las so-
luciones parciales H: M -- X, H-: It ....X, con n'E Mf1Il Entonces par
(iii), tenemos que DE MnM·y, par hipotesis de induccion H(n) = H-(n);
luego H(n') = F (H(n)) = F(H-(n)) = HO(n'), como queriamos demostrar.

Finalmente, definimos G: N ....X asi: G(n) es el valor comtinde
todas las soluoiones parciales tales que DEM. Evidentemente, G(O) = xo'
Sea nEN y sea H cualquier solucion parcial definida para el argumen-
to n'. Entonces HUn') = G(n'), y como ademas, por (iii), H esta defi
da para n, se tiene G(n) = H(n). Pero, otra vez (iii), H(n') = F(H(n));
asi pues: G(n') = F(G(n)). Esto demuestra la existencia de una G con
las propiedades deseadas.

Con esto terminamos el resumen de los diversos metodos para i~
troducir el orden en los naturales y demostrar el teorema de itera-
cion y sus generalizaciones. Observemos todavia que en el caso en que
se haya introducido el orden de los ntimeros naturales basandose s610
en los axiomas de PEANO y no utilizando la definicion de los ntimeros
naturales como ordinales finitos, se puede finalmente ligar e1 conce~
to de este orden con los ordinales y su ordenamiento, demostrando el
siguiente:

TEOREMA 3. 0.- Si se ha introducido un orden en el conjunto N
de tal modo cpe 0 sea el elemento minimo de N v n'el miriimo errtre los
numeros mayores que n, ent once.a , utilizando solo los axiomas de PEANO
puede demostrarse que:

(a) para cada n: el segmento Sn = (tv / v<n\, <)
es doblemente bien ordenado;

(b) para cada conjunto doblemente bien ordenado
existe un ntimero natural n tal que Sn tiene el
mismo tipo de orden del conjunto doblemente
bien ordenado;

(c) n<m si y solo si el tipo de orden de Sn es me
nor que el tipo de orden Sm
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Demostracion: (a) Vamos a demostrar por induccion sobre n: pa-
ra n = 0, So = ¢, y ¢ esta trivialmente doblemente bien ordenado. Su-
pongamos Sn doblem~nte bien ordenadol como nOes el elemento minimo de
los mayores que n, el segmento S 0 se origina a~adiendo a S n, el ~n n
cual es el mayor de los elementos de Sno, es decir el tipo de orden -
de Sn0 BS el sucesor del tipo de orden de Sn y como el sucesor de un
tipo doblemente bien ordenado es tambien doblemente bien ordenado,la
demostracion se completa.

(b) ver demostracion del teorema 2.1
(c) sea n < m, entonces Sn as el segmento determinado por el

elemento n en el conjunto ordenado Sm; por eso el tipo de orden de Sn
es menor que el tipo de orden de Sm. Reciprocamente, sea el tipo de.-
orden de Sn menor que el tipo de orden de Sm. Entonces m < n es impo-

sible, porque entonces Sm es el segmen,o determinado por m en Sn' con
10 cual el tipo de Sm seria menor 0 igual que el tipo de orden de Sn

Evidentemente, este teorema establece el vinculo entre los dos
metodos para desarrollar la teoria de los nilmeros naturales: el desa-
rrollado basandoBe ~n los axiomas de PEANO y el que fundamenta la di
cha teoria en la teoria general de conjuntos. Por otra parte, solo
hasta este instante es precise distinguir entre los dos metodos con
cuidadosa precision.

4.- NU~~ROS CARDINALES Y NUMEROS NATURALES

Damos a continuacion un grupo de teoremas sobre los conjuntos
finitos y sus nilmeros cardinales. Intuitivamente parece legitima la
siguiente definicion:

DEFINIC ION 4. 1 Un conjunto E se llama finito si y solo si,

con ;VEN / v < n} , es decir,
entre:EyS • Consecuencia inme-

n
3.10, es e1

erlete neN tal que E sea equipotente
existe una correspondencia biunivooa
diata de la definicion y del teorema

TEOREMA 4.1.- Un conjunto E es finito si y solo si E puede ser
doblemente bien ordenado.

UI,problema que surge de la def i.m oi.cn 4.1 es la unicidad del



ntimero natural n que en ella figura. La respuesta es afirmativa:

TEOREMA 4.2.- Sean n,mEN, si Sn es equipotente con Sm' enton-
ces n =- m.

Demostracionl Vamos a demostrar por induccion que para todo
nEN no existe m ~ n con ~ v / v < m t equipotente con{v / v < n}. Para
n 0, la af'Lr-mac i Sn es triV'i.alporque {v / v < m} f ¢ si m f ° (si -
m I 0, existe f tal que fA'~ m ~> fA < m}, Supongamos ahora que para al-
gUn n la afirmacion es valida; consideremos tVEN / v < nOl, Y supong~
mos que S ° es equipotente con S (m I~). Es claro que como Sol ¢n m n
(nOlO). entonces m I 0. Por tanto, existe fEN tal que fA'~ mJ es decir
SnoY ~~ son equipotentes • Sea C una correspondencia biunivoca entre
Sn° r St" J podemos suponer que C(no) ~f~ m, sin perder generalidad.
Pero entonces C ISn es una correspondencia biunivoca de Sn sobre S /"'
Y por hipotesis de Lnducc iSn , ncr-; de donde m ~~~ n ",

DEFINICION 4.2.- El ntimero cardinal lEI del conjunto finito E
es el unico ntimero natural n para el cual E es equipotente con Sn
t vEN / v < n ~ •

Evidentemente, dos conjuntos finitos son equipotentes si Y so-
lo si sus ntimeros ca~inales son igualeslademaB,un conjunto oualquiera
equipotente con un con junto finito, tambien es finito Y tiene el mismo
cardinal.

Finalmente, cada ntimero natural n es el numero cardinal de un
conjunto finito, a saber de {v / v < n\. Por 10 tanto, los ntimeros n~
turales pueden servir de representantes univocos de los nlimeros cardi-
nales (finitos) en el sentido de la teoria general de los conjuntos fi
nitos, es decir, de los oonjuntos doblemente bien ordenados •

Como los ntimeros naturales se introdujeron como ntimeros ordina-
les de los conjuntos doblemente bien ordenados, se ve que, en particu-
lar, d~do un conjunto finito E su ntimero cardinal ya define univocame~
te el ntimero ordinal de cualquier doble buen orden de E; en otras pal~
bras: un cdnjunto finit no ~ mas que un solo tipo de buen orden.
Es mas, es facil ver que un conjunto no permite mas que un solo tipo _
de buen orden.
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El teorerna siguiente expresa otra euaridad bien eonoeida de los
eonjuntos finitos:

TEJREMA 4.3.- Sea E un eonjunto finito, ElsE un ~ub~onjunto
propio de E. Entonees El es f i n it o y IEll < IE I •

Demostraeion: Vamos a efeetuarla por induce ion sobre el ntirnero
(cardinal) de E. Para lEI = 0, la afirmacion e~ trivial, puesto que -
entonces E = ¢ y no existe subconjuntos propios de E. Supongamos la a-
firmacion cierta para un lEI ~ n arbitrario. Sea ahora lEI = nO; es d~.

cir, existe una correspondeneia biunivoca C de i. V / v < n.'l sobre E. Si
C(n) ¢ El, entonces, por tenerse~v / v < n'}= tv / v < n tU{n\, debe
ten.rae El = C({v / v < n!) y, por h1potssis de induccion, IEll ~ n,
y por tanto IEll < n'. 8i C(n) EEl' entonees El -tC(n)~ I E -~C(n)~ -
porque en oaso contrario E = El• Ahora por tenerse El-lc(n)t = E -{C(n)} =
• C(\v / v v < n~), resulta por la hipotesis de induccipn que

IEl - {C(n)}1 < n;

es decir, E1 - {C(n)\ es equipotente c,on~v / v < 14, f < n, Entonces,
ciertamsnts, El es equipotente con tv / v < rr. 0 bien, IEll = ~!~ ricn",
con 10 eual queda demostrado el teorema.

COROLARIO.- Dados dos numeros naturales n,m, deeir que n < m es
equivalente a decir que todo conjunto finito con cardinal n es e~uipo-
tente a un subconjunto de un eonjunto finito con cardinal ~ perc no -
viceversa.

Demoat.r-acaSm Si n < m, el conjunto ~ vEN./ v < n t es un sabeon-
junto 1.vEN / v < m r ' perc {vEN / v < m t no es equipotente con un sub-
conjunto de { YEN / v < nt, porq ue (teorema 4.3) cada subconjunto de
tVEN / v < n~ posee un cardinal ~ n, y por eso ciertamente diferente
de m, Reciprocamen·te: si el eonjunto fini to E es equipotente con un
lubocnjunto del conjunto finito El, entonees lEI ~ IEll (teorema 4.3).
5i ademas El ~o es equipotente con un subocnjunto de E, entonces cier-
tamente lEI I IE11, es decir, lEI < IEll.

NOTA: El corolario demuestra que el orden < ent~e los numeros
naturales" es precisamente el orden usual entre eardinales euando --

29



los nUmeros naturales, se toman como representantes de los nUmeros -
cardinales finitos, en el sentido de la nota anterior. Vamos aver -
que una anotacion analoga puede hacerse a la adicion de numeros nat~
rales:

TEOREMA 4.4.- Sean El, E2, dos conjuntos finitos tale~ que
El n E2 - ¢, entonces El U E2 es finito y

Demostracion: Sea El fijo, y efectuemos induccion Batre IE21.
Si IE2' - 0, E2 = ¢ Y El U E2 = El, de donde resulta

y la ".firmacion es valida. Supongamosla cierta para alglin n, y consl
deremos IE2' = n', es decir, E2 es equipotente con \VEN / v < n'}. -
Entonces eliminando de E2 un (conveniente) elemento e, ciertamente -
resultara un conjunto E) con IE)' - n. Por hipotesis de induccion, -
resulta

IEl U E)I = jEll + n
y como e ,.El U E), se sigue evidentemente que

IEl U E2' • IEltJE) U~e~1 = (IEll + n) "

IEll + n'· IEl' + IE21,

y la induccion esta terminada.

NOTA: Ya hemos observado que el teorema 4,4 muestra como la adl
cion de los nUmeros naturales concebidos como representantes de los
nUmeros cardinales de los conjuntos finitos, es precisamente la adi-
cion usual entre nUmeros cardinales.

Finalmente demostraremoB la equivalencia entre la definicion -
de finitud de un conjunto dada arriba y la definicion bien conocida
de DEDEKIND, por meGio de una. correspondencia biunivoca entre el c0E.
junto y un subconjunto propio.

TEOREMA 4.5.- Un conjunto E es finito si y solo si no existe -
ningUn subconjunto propio de E equipotente con E.
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Demostracion: Si E es f'Ln i.t.o , por teorema 4.3 cada subconjun-

to propio de E tiene un nlimero (cardinal) menor que el de E, y por

eso no puede ser equipotente a E. si E no es finito, vamos a demos-

trar que E tiene un subconjunto equipotente con N, y' evidentemente

la ap l i ca ca Sn n~nl realiza una correspondencia biunivoca de N y un

subconjunto propio de N. Entonces evidentemente existe un 8ubconjunto

propio de E equipotente con E.

TEOREMA4.6.- Sea X un conjunto no finito, entonces exiete un

subconjunto de X equipotente oon el conjunto N de los numeros na-

turalss.

Demostraci6n: Para cada aubconjunto finito E de X existen

elementos en X - E, Y por sl axioma da eleocion existe una funoion )

que a oada suboonjun.to finito E ds X haoe oorrespondsr un elemanto
"'s (E) e. X-E. !;lea X el oonjun to de todas las funoiones An -. X,

para An .~'\leN / '\l"(,n~ oon n oualquisra. Para tal funoi6n f:An-tl,

el oonjunto imagen f(~) C X eata en oorrespondanoia biun!vooa oon

un suboonjunto de A, Y por eato y por el teorema 4.3, f (A) es
"n " n

tambllln fini to. Ae! pue s , podemoa definir la funoi6n F: X-+ X, as! I

F(f). 's (f(~»

para f: An'-t X. Aplicando el teorema 2.5, se deduoe (e EXes un

elemento arbi trario, fijo) la exist8ncia de una funoion G:N4 X tal

que:

G( 0) • 'S (a) • 's ( { e ~ )
G(n ,) • F (G \ ~), para todo n EN.

AfirmaDloa q,ne G es biun!voca. En efecto: sean n< m numeros

naturales arbi trarios. Entono8a m",*, 0, y por tanto existe r € N

tal que f'. m, Entono8a n E; fA < fA' = m, de aquf se deduce que

G(m) • G( r') = F(G I A/,,). 's «G\A/,,)(AI'.lh asl pues, G(m) + G(v)

para cada VE A fA. En particular, G(m)::f:G(n), y G ea ciertamente

biunivoca. ~&Q G(N) es un subconjunto de ~ equipotente oon N,

tal como queriamo8 demostrar.
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