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ABSTRACT. Using standard locally convex spaces techniques, it is shown that
local completeness is preserved under the formation of closed subspaces, projec-
tive limits, Cartesian products and locally convex direct sums. We also prove
that if every bounded set in a locally convex space is contained in a bounded
disk that generates a reflexive space, then the space is semi-reflexive and that a
regular inductive limit of such locally reflexive spaces is also semi-reflexive.
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REsSUMEN. Usando técnicas estandar de espacios localmente convexos, se mues-
tra que la completez local se preserva bajo la formacién de subespacios cerrados,
limites proyectivos, productos cartesianos y sumas directas localmente convexas.
Demostramos también que si todo conjunto acotado en un espacio localmente
convexo esta contenido en un disco acotado que genera un espacio reflexivo, en-
toces el espacio es semi-reflexivo y que los limites inductivos regulares de tales
espacios localmente reflexivos es también semi-reflexivo.

1. Introduccién

En este articulo, espacio sera sinénimo de espacio localmente convexo de Haus-
dorff. Un disco serd un conjunto convexo y balanceado. Si F es un espacio y
B es un disco acotado en F, dotaremos al subespacio vectorial generado por B
de la topologia generada por el funcional de Minkowski pg de B. No es dificil
ver que esta topologia estd dada por una norma. Denotaremos este espacio
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con Eg y escribiremos (Ep, pp) cuando sea necesario especificar la norma. Si
el espacio Eg es un espacio de Banach para pg, diremos que B es un disco
de Banach. Si cada conjunto acotado esta contenido en un disco acotado de
Banach, diremos que E es localmente completo.

Observamos que segtin [5; 5.1.6 pag. 152] un espacio es localmente completo
si y sélo si todo disco acotado y cerrado en E es un disco de Banach. En este
articulo demostraremos que la propiedad de ser localmente completo se preserva
en los subespacios cerrados y bajo la formacién de productos arbitrarios, sumas
directas y limites proyectivos arbitrarios. También demostraremos que cuando
cada conjunto acotado de E esta contenido en un disco acotado B tal que Ep
es reflexivo entonces el espacio E es semi-reflexivo. Este resultado sera 1itil en
el examen de los limites inductivos regulares.

2. Algunas propiedades hereditarias
de espacios localmente completos

2.1 Teorema. (a) Si E es localmene completo y F es un subespacio cerrado
de E, entonces F es localmente completo.

Si {E;;i € I} es una coleccién de espacios localmente compietos, entonces:

(b) EI producto II{E;;i € I} es localmente completo.

(c) El Iimite proyectivo de {E;;i € I} es localmente completo.

(d) La suma directa (localmente convexa) ®{E;;i € I} es localmente completa.

Demostracion.

(a) Sea I un subespacio cerrado de E. Sea B cualquier disco acotado y cerrado
en F. Tenemos que B es cerrado en E. Ademds, B es acotado en F y, por lo
tanto, B es un disco acotado de Banach en F [5; 5.1.6 pag. 152]. Como Ep
estd contenido en F, Eg coincide con Fpg, asi que B es un disco acotado de
Banach en F. Entonces, F es localmente completo [5; 5.1.6 pag. 152].

(b) Sea I cualquier conjunto de indices y supongamos que para todo i € I, E;
es localmente completo. Sea

E =1{E;;i€ I}

con la topologia producto y supongamos que A es un subconjunto acotado de
E. Si : E — E; es la proyeccién de E sobre E;, entonces m;(A) es acotado
en E;, para todo i € I. Entonces, para cada i € I, 7;(A) esta contenido en B;,
donde B; es un disco acotado de Banach en £;. Sea

B=T{Bi;i€I}.

Claramente B es un disco. Ademés, B es acotado en E [1; 15.6(13) pag. 155].
Solo nos queda por demostrar que Eg es completo. Para hacerlo, sea (z, : n =



UNA NOTA SOBRE ESPACIOS LOCALMENTE COMPLETOS - 115

1,2,...) una sucesion de Cauchy en Ep y sea z;, = mi(zn) (n = 1,2,...,1 € I).
Entonces, para cada k = 1,2, ..., existe un entero positivo N = N(k) tal que si
n, m > N entonces

ZTm — Zn € k"'B.

Asi, para cada i € I,

Tim— Tin € 7r,-(k"lB) =k~ !B;. (%)
Denotemos con F; el espacio vectorial generado por B; y dotemoslo de la
topologia del funcional de Minkowski de B;. Como para todo 7 € I F; es com-
pleto, existe z; € F; tal que z;, — z; cuandon — oo. Sea z = (&; : 1 € I). Fi-
jemos n en (x) y hagamos m — oo. Obtenemos que para cualquier k = 1,2, ...,
y n suficientemente grande,

T; —Tin € k_lB,'
para cada 2, y, por lo tanto, que
z—z, €k !B.

Entonces, £, — z para la topologia de Ep. Luego, para n suficientemente
grande, z — z, € B (y zn € EB), lo que implica que

z=(x—z,)+ 2z, € EB.

(c) Si E es el limite proyectivo de {E; : i € I} entonces, por [1; 19.10(3)
pag. 233], E es un subespacio cerrado de II{E; : 1 € I}. La afirmacién es
consecuencia entonces de las partes (a) y (b).
(d) Sea

E=&{E;:i€ I},
la suma directa de los espacios localmente completos E;. Sea A un subconjunto
acotado de E. De [1; 18.5(4) pag. 213] vemos que A esta contenido y es acotado
en una suma directa finita, la cual denotamos con

S{ By tg= 1,..,n},

donde n es algiin entero positivo. Una suma directa finita es equivalente a
un producto [1; 18.5(2) pag. 212]. Entonces @{E; : j = 1,...,n} resulta ser
localmente completo por (b). Esto asegura que A esta contenido en algin B,
donde B es un disco de Banach en @{E; : j = 1,...,n}. Como B es también
acotado en E, tenemos que B es un disco acotado de Banach en E. Esto
completa la demostracion. O

2.2 Nota. Un limite inductivo de espacios localmente completos no es nece-
sariamente localmente completo. Tampoco es cierto que los espacios cocientes
de espacios localmente completos sean localmente completos. El lector puede
encontrar contraejemplos en [2] y [5].
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3. Espacios localmente reflexivos

Existen espacios localmente completos que resultan ser semi-reflexivos: los es-
pacios localmente reflezivos.

3.1 Definicién. Sea B un disco acotado en un espacio E. Si Ep es reflexivo,
diremos que B es un disco reflezivo. Si cada conjunto acotado en E estd
contenido en un disco reflexivo, diremos que el espacio E es localmente reflexivo.

Observamos que como todo espacio normado reflexivo es de Banach entonces
todo espacio localmente reflexivo es localmente completo. Ademas, los espacios
de Banach no reflexivos son ejemplos (simples) de espacios localmente comple-
tos no localmente reflexivos.

3.2 Teorema. Cualquier espacio localmente reflexivo es semi-reflexivo.

Demostracién. Supongamos que E es localmente reflexivo para la topologia
7. Segin [1; 23.3 (1) pag. 299], basta demostrar que todo conjunto cerrado
y acotado en E es compacto para la topologia débil s(E,E’). Sea A un tal
subconjunto de E. Entonces A estd contenido en algin B, donde B es un
disco acotado y (Ep,pp) es un espacio reflexivo. Claramente A es acotado
en (Eg,pp). Ademas, como la topologia de pp es mas fina que 7 restringida
al subespacio Eg, entonces A es pp—cerrado. Por lo tanto, A es s(£p, Ep)-
compacto. Si F es Eg dotado de 7|g, entonces, por la continuidad de la identi-
dad id : (Ep,ps) — E, tenemos que s(Eg, E}) es mas fina que s(F, F'). Por lo
tanto, A es s(F, F')-compacto, de lo cual, A es también s(E, E')-compacto. O

Para establecer el corolario siguiente, recordamos que, cuando {E(n) : n =
1,2,...} es una sucesién de espacios localmente convexos tal que para cada
n=1,2,.., E(n) C E(n+1)eid: E(n) — E(n+1) es continua, se dice que el
limite inductivo ind, E(n) es regular si cada uno de sus subconjuntos acotados
-esta contenido y es acotado en algin E(n).

3.3 Corolario. Un Ilimite inductivo regular de espacios localmente reflexivos
es localmente reflexivo y semi-reflexivo.

Demostracién. Supongamos que E = ind,E(n), donde cada E(n) es local-
mente reflexivo. Si A C E es acotado, entonces A estd contenido y es acotado
en algin E(n), asi que existe un disco reflexivo B en E(n) que contiene a A.
Por la continuidad de id : E(n) — E, es claro que B es también un disco
reflexivo en E. Entonces, E es localmente reflexivo y por el teorema anterior,
E es semi-reflexivo. 0O

3.4 Notas.
(i ) Obviamente un espacio normado reflexivo es localmente reflexivo, y por el

Teorema de Mackey [1; 20.11(7) pag. 254], tales espacios con sus topologias
débiles son también localmente reflexivos. Asi, considerando el caso de un
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espacio de Banach reflexivo de dimensién infinita, vemos que hay espacios lo-
calmente reflexivos que no son metrizables, es decir, que no son de Banach.

(i1 ) Puede ser que un limite inductivo de espacios semireflexivos no sea semi-
reflexivo [4;5-v, pag. 10]. En [3; Thm 4, pag. 367] y [5;8.5.25 (¢ ), pag.
292] se ha establecido que si cada E(n) es un espacio de Banach reflexivo y
E = ind, E(n) es regular entonces E es semi-reflexivo. El Corolario 3.3 y la
Nota 3.4 (i ) nos dicen que el mismo resultado es valido para espacios F(n)
mas generales, es decir, para espacios localmente reflexivos.
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