ESTUDIO DE LAS INTEGRALES [x ®* sen bx dx y /x" 8*F cos bx dx

Por
ROBERTO NAVARRO GONZALEZ.
(Facultad de Minas, U . N .)

El objeto del presente trabajo es poner de manifiesto el tipo
de polinomio a que da lugar la integracidén de las funciones mencio-
nadas en el titulo y calcular, en funcién de los parédmetros n, a y
b, los coeficientes de dicho polinomio, con lo gue la integracién -

de funciones de este tipo resulta inmediata.

Existen dos caminos clésicos para la integracién de tales fun
ciones. Uno de ellos consiste en expresar sen X Yy cos X por medio
de las férmulas de Euler:

bix -bix
. AR ot ook 5L

sen bx = e

2i (1)

bix -bix
cos bx = e + e
2

(2)

¥y luego asimiler los exponentes de e que resultan de la parte trigo
nométrica al exponente ax que ya se tenia, con lo gque queda la inte

gral original escindida en integrales del tipo

fxn ekx dx (3)
donde k es un nimero complejo. Integrando ahora (3) por partes, ha-

ciendo

u = X (4)

avim' o (5)
la integral (3) nos quedarid en funcién de otra del tipo

fxn_l o dx (6)
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Continuando, pues, la integracidn por partes, ha de llegarse

forzosamente a la integral

fekx dx (7)
que es inmediatas
Para poner el resultado de modo que no haga referencia al -
campo complejo, bastard transformar las exponenciales de exponente
imaginario puro del modo siguiente:
mix

- cos mx + i sen mx (8)

e ™ = cos mx - i sen mx (9)

Las expresiones (8) y (9) se deducen de las (1) y (2). A1 =~
aplicarlas al desarrollo total delaprimitiva, los términos imagina
rios se compensardn entre s#.

El otro procedimiento consiste en observar que se cumple la

igualdad

& e gen bx = 13 (e®* sen bx) (10)
da"

por cuyo motivo se puede escribir

fxn e®* sen bx dx = anﬂfeax sen bx dx) (11)

9a"

y andlogamente sucede poniendo cos bx en lugar de sen bx, de modo

que ahora todo se reduce a calcular las integrales
Je?* sen bx dx (12)
feax cos bx dx (11)

lo cual se logra integridndolas ambas por partes, haciendo u = ¥
en una y otra. Con ello queda una de estas integrales en funcidn -
de la otra, lo que da lugar a un sistema de 2 ecuaciones con 2 in-

cbgnitas, que resuelto nos da:
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Je?* sen bx dx e®* (a sen bx - b cos bx) (12)

a2 + b2
Je®% cos bx dx = e>*(b sen bx + a cos bx) (13)
2 2
a + b

Por consiguiente, dere~ivando parcialmente m» veces con res——
pecto a a cada una de estas Gltimas expresiones, tendremos resuel-

tas las integrales propuestas.

Tanto un método como el otro nos muestra gue la funcidn pri-

mitiva es en ambos casos un polinomio del tipo

A xn eax sen bx + B xn eax cos bx + Al xn—l eax sen bx
0 0

+ B L g8 on bx + A, 22 ¢%% gen bx + B, s AL
CO8 DX + seees + An—l x 2 sen bx + Bn—l x ¥ cos bx
i e®* sen bx + Bn e2X cos bx (14)

En este trabajo adoptaremos y confirmaremos esta hipdtesis,
dando ademds las expresiones de los coeficientes en funcién de n,
a y b, para uno y otro tipo de integral. A fin de distinguir los «
coeficientes que resultan cuando el integrando lleva sen bx de a—-—
quellos a que da lugar la integral con cos bx, pondremos a los ul+

timos una coma alta (°).

Observaremos ante todo que la derivada de la funcidn

7 e®* sen bx (15)

vale
A2l 0™ genbx + ax" s etz + b x® o™ gos bx (16)

¥y que andlogamente la derivada de la funcidn

%% cos bx (17)



n-1 ax n dax n _ax
nx e cos bx + ax e cos bx - bx e sen bx (17)

Por consiguiente, admitiendo la validez del desarrollo =

(14), al derivarlo aparecerdn términos de los siguientes tipos:

n ax n a
X e sen bx x* 2% cos bx
n-1 ax - ax
X e sen bx 4 ¥ E cos bx
n-2 ax n—- ax
b 4 e sen bx b'q 2 e cos bx
.
. :
* .
* ’ (18)
ax ax
x e sen bx X e cos bx
ax
€™ sen bx e cos bx

Habré, por tanto, 2(n + l! clases de términos semejantes, del
mismo modo que hay en el desarrollo (14) 2(n + 1) coeficientes inde
terminados. Haciendo igual a 1 el coeficiente de x® ¥ sen bx que
resulte de la derivacidn de (14) para la integral con sen bx, y ha-

ciendo lo propio con el de x® e cos bx en la integral con cos bx

y anulando todos los demés, tendremos un sistema de 2(n + 1) ecuacio
nes con 2(n + 12 incégnitasy gque resuelto nos dard los coeficientes
de (14) y por tanto toda la integracién ya efectuada.

Empecemos trabajando con la integral con sen bx . En este ca-
80, la derivada del desarrmllo (14) debe ser igual a x® ¢®* gen bx.
Por tanto, se tendré:

x® ¢®* gen bx = nA, L %% gen bx + ak, x® ¢ gdn bx +

+ bAg x® %* oos bx + nB, 21 ¢%% 508 bx + aB, P

cos bx - bB, x® % gdn bx + (n-l)Al x

n-1 ax n-1  ax

+ aAl x e sen bx + bAl x

a2 eax sen bx +

cos bx + (n—l)Bl'
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ax

xm_2 e®* cos bx + aBl xn'l e®* cos bx - bBl xn-l e®* gen bx

+ (n-2)A2 3 e®¥gen bx + ah, a2 %% son Dxik bA, x22 8%

cos bx + (n—2)32 xn'3 %% cos bx + aB, 22 8% s bx. - bB,*

2772 ¢*F gen bz +

+ A o sen bx + aA x 2% sen bx + DbA x 2% cos bx
n-1 n-1 n-1

+ B 2 cos bx + aB x 2% cos bx - bB x % sen bx
n-1 n-1 n-1

+ ah_ e%* sen bx + bA eax cos bx + aB_ e

n n n
cos bx - an ™% sen bx (19)

Reuniendo ahora los términos seme jantes e igualando a O todos
los coeficientes del segundo miembro, excepto el de x> e®* gen bx,

que se iguala a 1, queda el siguiente sistema de ecuacionnes:

aA - bB, = 1

0 0
bA, + aBy = O
nh, + aA - BB = 0
nB + bA + aB, = 0
1 . (20)
(n-l)Al + &by’ - BB, 1m0
(n-l)Bl 51Dy ab 6B a0
L]
Aoiys gioga bl o iygraag
n n
B + DA+ aB = O Y,
n-1 n n

Las ecuaciones generales de este sistema (con la sola excep-

cién de la primera, que no se ajusta a ellas) son:

(n_k)Ak e aA.1(+:|. o ka+1 g 0 (21)
(n—k)Bk L i B GRS
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La particular disposicidn de este sistema lineal permite re~
solverlo del modo que sigue: For una parte, de las dos primeras -

ecuaciones resulta:

A = a

o — p
oF ik (22)
B°="2b 2
P ey (23)

mientrae que, por otra parte, de la resolucidén de las ecuaciones -

generales resultan las siguientes fdérmulas recurrentes:

A, = - (n-x)(aa +bB) (24)
a2 + b2

B, = - (n-X)(aB - ba) (25)
32 + b2

Las férmulas (24) y (25) nos permiten calcular A, ¥y B apar
tir de AO y Bo, Az Y BZ a partir de Al Yy Bl y ¥ asi sucesivamente.
Con ello, el sistema de ecuaciones (20) se descompone en n + 1 Sis
temas de 2 ecuaciones, cada uno de los cuales se resuelve a conti-
nuacién del anterior. Como quiera que, procediendo asi, el determi
nante del sistema vale siempre a2 + b2 y i 8 y b son dos niimeros
realds cualequiera, no nulos simulténeamente, el sistema (20) seré
compatible y determinado.

La aplicacién reiterada de las férmulas recurrentes (24) y
(25), a partir de k = O y aumentando k de unidad en unidad conduce

al siguiente interesante resultado:
Al - - ngaz - bzz (26)
(52 L b2)2

B - n. 2ab
——(a2 Ry (27)
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A, = n(n - 1)(a3 > 3ab2) (28)

(a2 + b2)3
B, = - n(n-1)(3a% - b3) (29)
2 (32 N b2)3 29
Ay = - n(n - 1)(n - 2)(&4 - 6a%b° + b{l (30)
(32 + b2)‘l'
By = n(n - 1)(n - 2)(4&3b - 4ab3) (31)
(a2 + b2)4
A4 = n(n - 1)(n - 2)(n - 3)(a5 - 10a3b2 + 53b4) (32)
(a2 + b2)5
B, = -n(=-1)(n-2)(n-3)(sa’ - 10a° + v°) (33)
(32 + b2)5
etc.

En la formacidén de estos coeficientes se observan los siguientes -
puntoss:

a) En la letra A antecede el signo menos en los términos de
subindice impar y no ocurre ello en los de subindice par.

En la letra B la regla es contraria.

b) En el numerador se encuentra un factor que vale -
n(n - 1)(n=-2) ..... (n -k + 1), siendo k el subindice, tanto en

la letra A como en la B.

c) El otro factor del numerador contiene, para la letra A, los
términos de lugar impar del desarrollo de (a + b2k+1 , déndoles al-
ternativamente signo “més’ y signo “menos” comenzando por signo ‘més!

Para la letra B, contiene los términos de lugar par del mismo
desarrollo, déndoles asi mismo alternativamente signos “mis? y “menos

Y comenzando tambien por el signo ‘mée' .

38



d) El denominador vale (a2 + b22k+1, para ambas letras.
De ser cierto esto indefinidamente podriamos dar la expresidn

general de Ak y Bk del siguiente modo:

k+1y k=-1.2
A - (- 1)k n(n-1)(n=-2)eeeee(n -k +1) [(kal)ak+l - ( ; )a"

(a2 4 p2)ktl
3 (kzl)ak—3b4 f ] (34)

B = -(- l)k n(n - 1)(n - 2)eeeee(n - k + 1)[kk;1)akb - (ksl)ak-sz

(a2 + bZ)k+1 (35)
+ (kgl)ak-4b5 - ]

La validez general de estas férmulas la realizaremos por indu-
ccién. Supongamos que se cumplen para cierto valor k: veremos cémo -
siguen cumpliéndose para k + 1.

Consideremos para ello las férmulas (24) ¥ (25), las cuales nos
ponen inmediatamente de manifiesto:

a) Bl cambio constante de signo: en efecto, ambas comienzan por
un signo “mencs” .

b) La aparicién de los factores sucesivos ny, n - 1, n - 2, etc.,
pues en A, (k = 0) tendremos el factor n, en A, (k = 1) se anadiré el
factor n - 1, en A3 (k = 2) el factor n — 2, y asi sucesivamente.

¢) El crecimiento,de unidad en unidad, del exponente de a2
en el denominador para subindice 1(k = 0) el exponente es 2, pues ya
arrastramos el denominador az + b2
subindice 2(k = 1) el exponente serd 3, y asi sucesivamente .

+ b2

procedente del subindice O. Para -
De modo que lo que queda por aclarar es el segundo factor de los
numeradores. Para ello reemplacemos en (24) los valores de Ak y Bk da-

dos respectivamente en (34) y (35). Tendremos, expresando el signo “me

nos" inicial por un aumento de unidad en el exponente de - 1:
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AK¢1::

& N I o ot vy S

(af + b2)k+2
(_1)<+: . n(n—lxn-z) - (n—k)[_ Q(Il)aka *Q(;}’k_zbll _Q(;}k-zlbé . ]
+
(a2 X b2)k+2 (36)

(Hemos introducido el nuevo factor n — k, hemos aumentado en
una unidad el exponente del denominador, hemos multiplicado por a -

los términos del segundo factor del numerador de Ak Y por b los co-

T A - & i \ |
rrespondientes de Bk’ pasando a dichcs términos el signo menos' -

con que empieza el valor de Bk en (35). )

Las dos fracciones de que se compone el segundo miembro de (36)
tienen como factor comin todo menos lo encerrado entre corchetes.
Con respecta a estos factores no comunes,resulta, teniendo presentes

las propiedades de los nimeros combinatorios:

ceh = F2®H - (37)

<kgl>*(kzl)=(k;2) (38)

(k;“l) s pr. g =<k:2> (39)
etc.
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Las Gltimas relaciones nos permiten escribir

Ak+l =

& SR Y ...(n-k){@}m ¥ ol oy P

(52 $ b2)k+2 (40)

lo cual prueba la tesis para la letra A, pues las expresiones (34)
y (40) son anélogas.
Para la letra B el camino demostrativo es parecido. Resultari,

en efectos

Bk+1 =

_Q.y‘*l. n(-l n-2) ...(-,Q[Q‘I}kdb -Q‘g?ak‘lb3 +Q“5‘ 345, ]

(a2 + p2)k*2

+ -{J)‘”l n(-an—?) Qx— )‘QS}‘“% -Q;]} -1,3 +¢Z)ak'3b5 - ]
(32 5 b2)k+2

- L o) R -G (Y -]
(a2 + p2)ke2 (41)

La tesis para B queda, pues, tambi‘n demostrada.

De este modo podemos escribir:

sen bx + XfB g Gk Ax 4

k=n n-k_ax
k=0 “k
(42)

n _ax
Jx" e™" sen bx dx = Lo A X

4
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siendo los valores generales de Ak y Bk los dados respectivamente
por (34) y (35).

El estudio de la integral con cos bx queda muy simplificado
por basarse en gran parte en el de la integral con sen bx.

El sistema de ecuaciones para hallar los coeficientes resulta
ser el hismo (20), con excepcidén de las dos primeras ecuaciones, -

gque son ahora:

aAj - bBJ = 0
‘ s (43)
bAO - aBO = 1

Del sistema formado por las ecuaciones (43) se deducen lés -

valores de AL ¥y Bé, que dan:

0
# b (44)
AL = =
0 W 4 b2
- . a
B = T3 (45)
a- + b

Como quiera que las deméds ecuaciones del sistema general son
las mismas las férmulas (24) y (25) siguen siendo vilidas en esta
integral, Aplicéndolas reiteradamente,van quedando las expresiones

de los coeficientes siguientes:

B o n.2ab (46)
1 (a2 + vB)2
B ¢ it n(a2 - b22
: EN (a7)
A° » —nfnZ 1) (3% - b°) (48)
2 (a2 + b2)3
B = _n(n-1)(a - 3ab?) (49)
(32 + b2)3



n(n - 1)(n - 2)(4a3b- 4ab3l

a o= -
(a2 4+ b2 (50)
_SRphmes g X, 20 . g
Bé L nn-1)(n - 2)(a 6a°b + bY) (51)
(a2 + b2)4
etc.

Por comparacidén de estos coeficientes con los de la integral

con sen bx, resultat

Al - - B (s2)
AL (53)

expresiones que podemos tambien generalizar por induccién. En efec

to, admitido esto para cierto valor de k, expresemos Ai+l ¥y Bi+1

en funcién de Ai Y Bﬂ por medio de las expresiones (24) y (25);

que, como dijimos, son vdlidas tambien agui. Tendremos:

- (n-k)(ahy + vB;) _  =(n - k)(-aB + bA,)

Aa- 2 . b2 P 3
= (n-k)(aB_ =~ bA)
n ZBBk : Ak N Bk+1 (54)
a- +b
+ o =(n-x)(aB - vAY) =(n=-X)(aa +b4) _,
kel @+ b @+ b 1((;;)

Los coeficientes de la integral con cos bx son, pues, los =-
mismos de la integral con sen bx, sin més que trocar entre si{ las
letras A y B, y ademés preceder con signo “menos" a las expresiones

de los coeficientes cuyo subindice sea impar, en ambas letras.

43



Presentamos a continuacidén un par de ejemplos de integracidn
llevados a cabo por este método.

a) Sea la integral

fx2 e* sen 2x dx
en la que tenemos :t n=2 a=13b=23 32 + b2 =5
Resultaréd (substituyendo directamente en las férmulas (22),

(23), (26), (27), (28) y (29)).

1 2
Ay =55 B, = e
L & - 31 « e B, = 2.2.2 = 8
1 25 1] === —
25 25 25
A,= 2(1-3.4) --22 B,=-203.2-8) - 4
125 125 125 125

con lo que tenemos ya:

S 12 e sen 2x dx = 1
5 5 2

w

+ 8 x e cos 2x - 22 & sen 2x + __4 e* cos 2x
25 125 125

b) Sea la integral

f x2 921 cos 2x dx
(n=23a=230b=2; & 410 . 8)

El cdlculo de los coeficientes, por medio de las férmulas (44)

a (49) nos dard ahora:

A #3g a0 _gu B =2 = _1_
0 8 2 (0] a 2
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A) = 2.1(3.4.2 - 8) = 1 B) = 2.1(8 = 3.2.4) = - 1_

8 16 8 16

resultando con ellog

fx2 X oos2xdx = 1 x° e gen2x +1 x° o= cos 2x
4 4
-1 x er sen 2x + 1 e2x sen 2x -_1 e2x cos 2x
4 16 16

Quedan por estudiar algunos casos particulares, en que se dan
condiciones especiales en los pardmetros a y b, materia que deja-

mos para un préximo trabajo.

(Recibido en Octubre de 1.964)
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