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El objeto del presente trabajo es poner de manifiesto el tipo
de polinomio a que da lugar la integracion de las funciones mencio-
nadas en el titulo y ca1cu1ar, en funcion de los parametros ~, ~ y
~, los coeficientes de dicho polinomio, con 10 que 1a integracion -
de funciones de este tipo resulta inmediata.

Existen dos caminos clasicos para la integraci6n de tales fun
ciones. Uno de ellos consiste en expresar ~ y ~ por medio
de las fOrlllulasde Euler:

sen bx bix -bixe - e
2i

bix -bixe + e
2

(2)

{
cos bx

y luegd asim!lar los exponentes de ~ que resultan de la parte trig£
nometrica al exponente ~ que ya se tenia, con 10 que queda la inte
gral original escindida en integrales del tipo

(3)

dcnde k es un numero complejo. Integrando ahora (3) por partes, ha-
ciendc

nx

la integral (3) nos quedara en funcion de otra del tipo

Ixn-l ekx dx (6)
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Continuando, pues, la integracion por partes, ha de llegarse
forzosamente a la integral

que es inrnediata:
Para poner el resultado de modo que no haga referencia al -

campo complejo, bastara transformar las exponenciales de exponente
imaginario puro del modo siguiente:

cos mx + i sen mx (8)

cos mx - i sen mx

Las expresiones (8) y (9) se deducen de las (1) y (2). Al
aplicarlas al desarrollo total de~primitiva, los terminos imagin~
rios se compensaran entre si.

El otro procedimiento consiste en observar que se cumple la
igualdad

xn eax sen bx (10)

por cuyo motivo se puede escribir

an(Jeax sen bx dx) (11)
dan

y analogamente sucede poniendo cos bx en lugar de .sen bx, de modo
que ahora todo se reduce a calcular las integrales

/eax sen bx dx

Jeax cos bx dx (i i )

10 cual se 10ira integrandolas ambas por partes, haciendo u = eax
en una y otra. Con ella queda una de estas integrales en runci6n -
de la otra, 10 que da lugar a un sistema de 2 ecuaciones con 2 in-
cognitas, que resuelto nos da:
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\
/eax sen bx dx ax (a bx - b COB bx)e sen

a2 + b2

/e= cos bx dx eax(b Ben bx + a cos bx)
2 b2a +

(13 )

Por consiguiente, der~ivando parcialmente ~ veces con res--
pecto a a cada una de estas ultimas expresionss, tendremoB resuel-
tas las integrales propuestas.

Tanto un metodo como el otro nos muestra ~ue la funcion pri-
mitiva es en ambos casos un polinomio del tipo

AO
n ax bx BO

n ax cos bx + Al
n-l ax bxx e sen + x e x e sen

+ Bl
n-l ax bx A2

n-2 ax bx B2
n-2 axx e cos + x e sen + J!; e .

cos bx An_l
ax bx + B ax bx+ + x e sen n-l x e cos

ax
+ A e sen bx + B eax cos bx (14 )n n

En este trabajo adoptaremos y confirmaremos esta hipotesis,
dando ademas las expresiones de los coeficientes en funcion de ~,
~ y ~, para uno y otro tipo de integral. A fin de distinguir los ~
coeficientes que resultan cuando el integrando lleva sen bx de a--
quellos a que da lugar la integral con cos bx, pondremos a los ul~
timos una coma alta (,).

Observaremos ante todo que 1a derivada de 1a funcion

vale n-l axn x e sen bx + a xn eax sen bx + b xn B= oos bx (16)

y ~ue analogamente 1a derivada de la funcion

xn eax cos bx



vale

+

Por consiguiente, admitiendo la validez del desarrollo
(14), al derivarlo apareceran terminos de los siguientes tipos:

n ax bx n ax bxx e sen x e cos

n-l ax bx n-l ax bxx e Ben x e cos
n-2 ax bx n-2 ax bxx e Ben x e cos

(18)
ax bx ax bxx e Ben x e COB

e= bx ax bxBen e COB

Habra, por tanto, 2(n + 1) clases de terminos BemejanteB, del
mismo modo ~ue bay en el desarrollo (14) 2(n + 1) coeficientes ind~
terminadoB. Haciendo igual a 1 el ooeficiente de xn eax Ben bx que
reBulte de la derivaci6n de (14) para la integral con sen bx, y ha-

ciendo 10 propio con el de xn eax COB bx en la integral con cos bx.
y anulando todos los demas, tendremoB un sistema de 2(n + 1) ecuaci£
nes con 2(n + 1) incognitaB!, que r-esueLto nOB dare.lOB coeficientee
de (14) y por tanto toda la integraci6n ya efectuada.

Empecemos trabajando con la integral con Ben bx • En eete oa-
BO, la derivada del desarrDllo (14) debe Ber igual a xn eax Ben bx.
Por tanto, Be tendral

+ bAa n ax OOB bx + nIlO
n-l ax bx + alia n axx e x e COB x e .

bx bIlO
n ax Ban bx + (n-l)Al

n-2 ax Ben bx +oos x e x e

+ &AI
n-l ax Ben bx + bAl xn-l ax COB bx (n-l)Il •x e e + I
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n-2 ax bx aBl
n-l ax n-l ax bxx a cos + x a cae bx - bBl x a aen

(n-2)A2
n-3 axsan bx n-2 ax b bA n-2 ax+ x a + aA2 a a san x + 2 x e

cos bx + (n-2)B2 xn-3 ax cos bx + aB2 xn-2 ax cos bx - bB
2
'e a

n-2 ax sen bx +x a

ax bx aBn_l
ax cos bx - bBe cos + x e n-l

+aA
ax bx bA axa san + an n
bx - bB ax sen bxcos en

cos bx + aBn
axe .

Reuniendo ahora los terminos semejantes e igualando a 0 todos
los coeficientee dal segundo miembro, excepto el de xn ax bx,e lilen
qua se iguala a 1, quada el siguiente sistema de ecuaci.onnes:

aAO bBO 1

bAO + aBO 0

nAo + aAl bBl 0

nBo + bAI + aBl 0
(20)

(n-l)Al + aA2 bB2 0
(n-l)Bl + bA2 + aB2 0

,
bBn
aBn

aA
n
bA +
n

o
o

+
+

Las ecuaciones generales de este sistema (con la sola excep-
ci6n de la primera, que no se ajusta a ellas) son:

+ aAk+l

+ +
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La particular disposicion de eete sistema lineal per~ite re-
solverlo del modo que sigue: Por una parte, de las dos primeras
ecuaciones resulta:

AO a
2 + b2a

BO b
2 b2a +

mientras que, por otra parte, de la resolucion de las ecuaciones -
generalss resultan las siguientes formulas rscurrentes:

(n - k) (aAk + bBk)

a2 + b2

Bk+l (n - k)(aBk - bAk)

a2 + b2

Las f6rmulas (24) Y (25) nos permiten calcular Al Y Bl a pa£
tir de AO y BO' A2 Y B2 a partir de Al y Bl ' Y asi sucesivamente.
Con ello, el sistema de ecuaciones (20) se deecompone en .!L.:!:....l. 5i.!
temas de 2 eouaciones, oada uno de los cuales se resuelve a oonti-
nuaoi6n del anterior. Como quiera que, procediendo aei, el determi
nante del sistema vale siempre a2 + b2 , ei.! y £ eon doe nUmeroe
realas oualequiera, no nulos eimultaneamente, el eistema (20) sera
oompatible y determinado.

La aplioaoi6n reiterada de las f6rmulae reourrentee (24) y

(25), a partir de k. 0 Y aumentando ~ de unidad en unidad oonduoe
al siguiente interesante resultadol

Al n(a2 _ b2) (26)
(a2 + b2)2

III n.2ab (21)
(a2 + b2)2
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n(n - 1)(3a2b _ b3)
(a2 + 02)3

n(n - l)(n - 2)(a4 _ 6a2b2 + b4)
(a2 + b2)'f

2) (4a\ - 4ab3)

(0)

Eo
.)

n in - l)(n -

n(n - 1) (n - 2)(n - 3) (as _ 10a\2 + 5ab4) 02 )
(a2 + b2)5

- n(n - 1)(n - 2) (n - 3)(5a4b _ 10a2b3 + bS) 03 )
(a2 + b2)5

etc.

En la formacion de estos coeficientes se observan los siguientes -
puntos:

a) En la letra A antecede el signo menos en los terminos de
subindice impar y no ocurre ello en los de subindice par.

En la letra E la regIa es contraria.
b) En el numerador se encuentra un factor que vale

n(n - l)(n - 2) ••••• (n - k + 1), siendo ~ el subindice, tanto en
la letra A como en la E.

c) El otro factor del numerador contiene, para la letra A, los
terminos de lugar impar del desarrollo de (a + b)k+l , dandoles al-
terlClativamentesigno '"m~s· y si gno "'menos'lcomenzando por signo ~as~

Para la letra E, contiene los terminos de lugar par del ~ismo
desarrollb, dandoles asi mismo alternativamente signos ~masq y -menol
y comenzando tambien por el signa -masq •
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) . (2 2)k+ld El denom~nador vale a + b ,para ambas letras.
De ser cierto esto indefinidamente podriamos dar la expresion

general de Ak Y Bk del siguiente modo:

Bk -(- l)k n(n - l)(n - 2) ••••• (n - k + l)((k~l)a~ _ (k;1)ak-2b3

(a2 + b2)k+l (35)
(k+l) k-4b5 J+ 5 a - •••

La validez general de estas f6rmulas la realizaremos por indu-
cci6n. Supongamos que se cumplen para cierto valor ~I veremos c6mo -
siguen cumpliendose para ~.

ConsideremoB para ell0 las f6rmulas (24) Y (25), las cuales nos
ponen inmediatamsnte de aanifiestol

a) El cambio constante de signa: en efecto, ambas comisnzan per
un signa ~menosu •

b) La aparici6n ds los factores sucesivos n, E-=-l, ~ eto.,
pues sn Al (k • 0) tendremos el factor n, en A2 (k • 1) Be anadira sl
faotor n - 1, sn A3 (k· 2) el factor ~ y asi sucesivamente.

c) El creoimiento,de unidad en unidad, del exponente de a2 + b2
en el denominador para subindics l(k = 0) el exponente es 2, pues ya
arrastramos el dsnominador aZ + b2 prooedente del subindioe O. Para -
subindioe Z(k • 1) el exponente sera 3, y asi sucesivamente

De modo que 10 que queda por aolarar es el segundo factor de los
numeradores. Para ell0 reemplaoemos en (24) los valoree de Ak Y Bk da-
dos respectivamente en (34) Y (35). Tendremos, expresando el signa ~m~
nos~ inicial por un aumento de unidad en el exponente de =-!I
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J

(Hemos introducido el nuevo factor ~ hemos aumentado en
una unidad el exponente del denominador, hemos multiplicado por a -
los termlnos del segundo factor del numerador de Ak y por £ los co-

rrespondientes de Bk, pasando a dichos terminos el signo \\menos'l
con que empieza el valor de Bk en (35). )

Las dos fracciones de que se compone el segundo miembro de (36)
tienen como factor comtin todo menos 10 encerrado entre corchetes.
Con respectm a estos factores no comunes,resulta, teniendo p~esentes
las propiedades de los nlimeros combinatorios:

1

+

+

etc.
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Las ultimas relacionee nos permiten escribir

Ax+l =

10 cual prueba la tesis para la letra A, puee las expresionee (34)
Y (40) son analogas.

Para la letra B el camino demostrativo ee parecido. Resultara,
en efeotol

.t ,'Vt+l t. v. ~ (yo :\Wk+:!lk+l {k+l\k-l 3 /k+l\,k-3 5 ]+ '\1 •n~-l~n-~ ••• ~-kJt\.O~ b -"2jr b +\4~ b - •••

_L ,\k+l I. W, :\ I. ~r{k+:tk+l (k+,\k-l 3 fk+~k-3 5 J.,.., .n,\-I"n-2,. .. \n--1l\lr b-\3~ b +\5/ b - ...

La tesis para B queda, pues, tambi'n demostrada.
De este modo podemos escribirl

f_n B% k-rl n-k B% kiln n-k B%~ e sen bz dx = k~O Ax x e sen bx + k=O Bk x e cos b
(42)



siendo los valore$ generales de Ak y Bk ~os dados respectivamente
par (34) y (35).

El estudio de la integral can cos bx queda muy simplificado
par basarse en gran parte en el de la integral can sen bx.

El sistema de ecuaciones para hallar los coeficientes resulta
ser el mismo (20), can excepcion de las dos primeras ecuaciones, -
que son ahara:

iaA ' - bBci0

bAO aBci r-

Del sistema formado par
valores de AO Y BO' que dan:

AO
b

2 b2a +

B' a
0 2 b2a +

o

1

las ecuaciones (43) se deducen los -

Como quiera que las demas ecuaciones del sistema general son
las mismas las formulas (24) y (25) siguen siendo validas en esta
integral. Aplicandolas reiteradamente,van quedando las expresiones
de los coeficientes siguientes:

A'
1

n.2ab

, B'
1

(a2 + b2'-)2
n(a2 _ b2)

A'
2

B'
2

n(n - 1)(a3 _ 3ab2)

(a2 + b2)3

42



A'
3

n(n - l)(n - 2) (4a3b_ 4ab3)
(a2 + b2)4

B'3
n(n - l)(n - 2)(a4 _ 6a2b2 + b4)

(a2 + b2)4

etc.

Por compar-acaSn de estos coe.ficientes con los de La integral
con~, resultal

B' = s:k -K.

expresiones que podemos tambien generalizar per inducci6n. En efe~
to, admitido este para cierto valor de _k, expresemos lL' y B'--k+l k+l

en funci6n de Ak y Bk por media de lae expresicnes (24) y (25)'
que, oomo dijimos, son validas tambien aqu1. Tendremosl

Ak+l •
- (n-k) (eAk + bBk) -en - k)(-a~ + bAk)

8,2+ b2 2 b2a +

(n - k)(aBk - bAg) w - Bk+l (54)2 + b2a

Bk+l • -en - k)(aBi - bAk) -en - k)(~ + b~) • Ak+l
~ T b1 0.1+ bL (55)

Los ooeficientes de la integral eon ~ son, pues, los -
mismos de la integral con~, sin mas que trocar entre s1 las
letras A y :8, y ademas p:receder con signa "menos" a las expresiones
de los ooefioientes ouyo sub1ndioe sea impar, en ambas letras.



Present amos a continuacion un par de ejemplos de integracion
llevados a cabo por este metodo.

a) Sea la integral

Jx2 eX sen 2x dx
en la que tenemos : n = 2 j a = 1 j b = 2

Resultara (substituyendo directamente en las formulas (22),
(23), (26), (27), (28) y (29)).

A = L BO
_2

o 5 5

Al -2(1-4) 6 Bl =~ .JL=25""
25 25 25

A2 2(1 - 3.4) -22 B2 - 2(3.2 8) .-L
125 125 125 125

con 10 que tenemos ya:

= 1
5

2 x 2 x xx e sen 2x - £ x e cos 2x +__6__x e
5 25

sen 2x

+~x eX cos 2x -~ eX sen 2x + --!- eX cos 2x
25 125 125

b) Sea la integral

, J x2 e2x COB 2x dx
(n = 2 j a = 2 l b = 2

El calculo de los coeficientes, por medio de las formulas (44)
a (49) nos dara ahara:

A' 2 _ 1_ B' = 2 _1_
0 8" 4

0 "8 4

A' - 2.2.2.2 - 1 B' - 2(4 - 4) 01
82 T 1
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A' - 2.1(3.4.2 - 8) ...L B' 2.1(8 - 3.2.4) - 12
83

2
8316 16

reaul tando con eLlo)

Jx2 e2x COB 2x dx _1_ 2 2x Ben 2x + 1 2 2x 2x- x e x e cos
4 4

-_1_ 2x 2x + 1 e2x sen 2x - 1 e2x cos 2xx e sen
4 16 16

Quedan por estudiar algunoe casos particu1ares, en que se dan
condiciones especia1es en los parametros ~ y~, materia que deja-
mos para un proximo trabajo.

(Recibido en Octubre de 1.964)


