UNA SERIE INFINITA RELACIONADA CON EL CONJUNTO DE
NUMEROS RACIONALES.

Por YU TAKEUCHI.

Sea
R ={xl, Ty Xypee } (1)

Una sucesién de los niimeros racionales en [ 0,1 ] . Se va a estu -

diar la convergencia de la siguiente series;

D | 1 (2)
lx - x|

Mmwm 2rl
Primero; Para x(¢ R) dado, existe un reordenamiento de los niimeros
racionales en L[ 0,1 ] tal que la serie (2) diverge a infinito, de

la siguiente manera;
x(¢ R) es punto de acumulaciém de los nimeros racionales, enton-

ces existe una sucesién {Xk ’ xk ’ ﬁ( k tal que
1 2 3
X - I 1
%= & oL
4
Tomamos un ordenamiento de los racionales { Yyr Yoo y3, cecee }
tal que
T, = xkn { n= 1,2,3,.0s )
entonces se tiene 1 . 1 > 1
2n l |
2 x an
Por tanto i " .
=00
n > 2n
w1 2tz - 1| Zm=1 2 | x - 1,

Segundo; vamos a demostrar que la serie (2) converge para casi to-
do punto x del intervalo [0,1 ] , para este objeto tomemos el recu -

brimiento abierto de R;
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A0 AP e g

m=1 n n P
(1 < a)
Evidentemente
A(l) :) A(z) D A(J) D... (4)
Sea L= (A
a k=1
entonces
R C A v m(Aa) = 0.

y ademés Aa es un conjunto no-enumerable.

Si XEAa,y . X¢R

ehtonces (k)
x € A , para todo k. (5)

Suponemos que x pertenece a los intervalos

1) ) k) () (6)
’ ’ ’ ’
k) k' kg kg
Si la sucesién (6) de los intervalos es finita, entonces x ya no per-
tenece a A(k) para k suficientemente grande ya que el radio del in-

tervalo disminuye cuando k aumenta, este contradice a (5), por lo

tanto la sucesidén (6) es infinita. De (6) se obtiene

¥ e
k.a (1)
entonces la serie (2) diverge para este x, 8i a » 2.
Si x qé A“, entonces existe k tal que
x45‘,(1':)

es decir

luego,se obtiene; 1
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Por lo tanto la serie converge para x ¢ Aa’ 8i a 2.

Sea S1 = {x \ ALY . 1 converge, X e[o,l] }
m=t oft 'x -Xx l
n

(8)

s2=RU{x| Z” 1 1 =oo,x€[0,1]%

m-1 20 'x-xrl I

entonces, de las discuciones anteriores se obtiene:

S:l ») [6,1] - “‘a para todo a < 2
(9)
S2 ) Aa. para todo a > 2
pero como
m(Aa) =0, m {[0,1] - Aak = 1 (para todo a)
entonces

m(s)) =1, n(SZ) =0 (10)

y ademas 52 es un conjunto no-enumerable. Para a fijo (menor gque 2),
el conjunte A depende del ordenamiento de los racionales, (1). Tome
mos la unién de Aa para todo los reordenamiento de los raciones (né-

tese que la unién no es enumerable),

B= Aa (unién para reordenamiento, a es fijo)

(11)

entonces se tiene
B D [0,1]

ya que para cualguier x ¢ R dxiste un reordenamiento tal que la se-
rie (2) es divergente, es decir, x pertenece a A (a< 2) para tal

reordenamiento.
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