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NQ O. Introduccion

El objeto de es t.a nota es enun ci a r , demostrar y dar algunos ejemplos

de ap Li ca ci Sn de un teorema de existencia global que se deduce mas

o menos inmediatamente del capitulo VIn del libro de Hormande r "Li

near Partial Differential Operators".

NQ L Notaciones
<J.

Si d- es un mul tindice d-. =("",' .. ,ol,,) , D des i gna rd el signo de

deri vaci on I~\ ,,1"1
(-1)'" 0

dX~'

PC'X.,D) den ot.a ra un operador de La f orma

0. fC'XJD)=LI,,(\~ rfCX)U,,(
en donde o..Cx) es una f'un ci on que toma sus ....alores en C y esta de-

finida en un abierto ~ de lRn

sera su parte homogenee de mayor

g r-ad o ,



Es cl a r-o que C.a1ll-1 es de grado ~m-1 con coeficientes reales.(En e-

fecto, atf",C'X.JS) es de grado"'''''-!).

En general usaremos las notaciones de Schwartz en y Honnander (2)

N2 2. Definiciones y resultados necesarios

Definicion 1 (2). Diremos que un operador '?('X,'D) es principalmente

nonnal en ~ (51 abierto de~,,) si los coeficientes de?,; e s t.an en

c'cQ.) y existe un operador diferencial Q_,('X, D) homogeneo de gr!,
1-

do -m.-1 enD ,con coeficientes en ceQ) tal que

Es bueno recordar en este punto que 0 es un polinomio de cualquier

grado , por tanto si La parte homogenea principal dePO'-' D) es real 0

constante,en cuyo caso

el operador es principalmentc normaL,

No es principalmente nonnal el operador de Lewy

C,cx., ~) = - 8 ~3 'I .t~ ('P....(x, ~») = .£~.l. - 'to x"~a

t .<,J",(P"",~)=-4~,-.t x.~~~

por tanto no puede exi sti r un operador de grado 'ITI-l (constante en ~)

tal que

Definicion 2(2). Sea P un polinomio eliptico 0 principalmente nor-

mal.La superficie orientada

"Ijt(X)=i'cXoo> (clo'l'lcle '\jf(X)E C~(.Q) 'I ~r ...,hlt('X..).O)
'se llama seudoconvexa con respecto a p en el punto :t. si

""'r' 0"1' G) -CIcl
L (lX- 'ax... ?- ('XI i,) 'P"", (X, ~ )
I.k l



para todo '1;..-0 en 1(" ,que satisface a las ecua ci ones

'" <j) ~-L f"" (1:., ~) """)C.. - 0
I Q J

La superficie se llama fuertemente seudoconvexa con respecto a p en x.
si adeDlas

"> 2:i nql ( -d~)
.L aX.ox.k f"" X,~) r"" (X,i.)
I, K J

+ il J""t f"" ,,(x, ~ )""t)(x., ~) ) 0
I •

'.S = ~+- l/C 'ar",d vex) CO'n ~ E R"para todo

YO*" 'L € R, que satisface las condiciones

,,>'" <jl rt
1=',..,.,('x., 's ) =- 0 I L, "P1'I\ (z, 's) 0';(' = 0

)

T-l-ll • Sea -Pc-x.;o) un operador diferencial de orden'"M con coeficien-

tes medi b l es y a cot.a dos en una vecindad Q de un punto -x.0 ;aswnamos ,

adell",s,que"p es p r in ci pu Imen t e normal j o que f"" es eliptico con C'
coeficientes.Sea "f E c.''-cQ) tcJI "tue '\feX')::/:- 0
y que '\jr(x.) = 1J"<x..) sea fuertemente seudoconvexa en z, con respec-

'" Y U. E d"'1J~::((\ )to a p ,entonces existe "'" vecindad de ""0 tal que si <71." .:JC;

sa t.i s f'u ce a PCX,'O)!.l.=O en

{ :x:.; X E SG '1.j! (x.) "> t (X.) }
entonces lJ..= 0 en Q,

T-2-H • Si 'P(X,'O) es principalmente normal '\f(X) € e'(,Q)
con superficies de nivel seudoconvexas.Asulfli..uuos,aderoas,que n i ngun a

de Ius e cuu ci one s diferenciules tP(x., D)u.=O

tiene solucion ell u.. E cCQ') .
o p.cx, D) l.l= 0
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Entonces existe una ap Li ca ci f n lineal continua E de L...~(\Q'!)enL:lc.R:)
tal que ?('X.,'D)Ef=f en Q.' si f EL~C.Q/)

a demds is E es a cot.e do en L1CQ') si lot \ < 'I'Y\..

T-3-H . Si P<'X.,L» es principalmente normal de orden 7n con coeficien-

tea en c:~(~) ,y si ~(~)E ~)tiene superficies seudoconvexas (Es

to ilDplica ~TO.c1 Vt1-)+O ..., SG a traves deQ, I si u.e. e'cR,) y

?(~/P)u - f ~~('l entonces lA E ~($"'r'I\-11 •

T-i~H • Con las hipotesia del teorema anterior si u.E E'(.Q) y

u E '1f1$' 1>(x,D) u. E ~('t) S~

X € C:CT4,) \~ Jx.=1 )(E.(x)= t"X.(x.h)
entonces u..)(. .. ~ IA en 1-f(S) y

T-~-H • Con las hip6teais del teorema anterior

J,l\lo~
V e <tt'CII (9) ~C;(Q,)

E C: <Q,) tal que

1 tpeX,l) V" ~ ~p(~,'t»)V
&1l ~~tC(Q)

implica que exiate qna suceS10n VV
d-tD Lo(.VII _ V e" O"{" (Q)

,
Estos teoremas se encuentran en t2] •

T-B. U • Sea 'E I e: upaci oa de Frechet. ,continuo ,

es un hOlUolDorfislDOsobre si y solo si

i ~ tu" £:' en E; es inyecti vu ,

ii)La ~ntersecci6n de (tu..<l:;:»f'\ B es debillllente cerrado,donde B es

un c onj un t,o cerrado convexo y d ebi Lment,e c er r-a do de E' .
Se en cuen t ra en C 3) •
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�1. Espacios locales y semilocales

Definicion 1 [2J. Si ~ es un subespacio vectorial de J)'(~) se llama

semilocal si<fU.E~ cuando U" Jcf Y 'i' E C':(r;(.) (funciones indefinida-

ment.e derivables con soporte compacto).

Decimos que ~ es local si"df es semilocal y,adewas, 1/ IAEOeDCS(.ltal
'i'IAE"a-f ,para todo Cf EC;:"CQ) se tenga lAE1{.

Nota I • Dado un espacio semilocal ~ ,el menor espacio local que con

bene a ~ es cafc= h. I 'fu E "af, 1/ <i' E C:"} [2.1

Dado un e spa ci o semilocal ~ con una topologia de f i ni da por una f'ami

lia de seminormas~" ,es natural considerar sobre ~c (El wenor esp~

cio local que contiene a 1f ) una topologia por medio de las seminor

.nas 1'i./f LA~ Pt. (<f u) donde Y> E C;:" (Q)

A continuacion mostraremos algunas propiedades elementales de estos

e spa c i o s ,

Proposicion L Si ~ es semilocal y es t.a dotado de una topologia que

10 hnga un e spa ci 0 localmente convexo completo en tonces ~Loc ,con Ia

topologia definida anterionnente es un espacio localmente convexo

c omp l e t,o ,

ID c1lnLoc
Sea ~ una base de filtro de Cauchy para la topologia ~ ; esto

es equivalente a decir que ~63 es una base de filtro de Cauchy so-

bre"Jf ,("If> E C:C$G)) como este espacio es completo,para cada'i'63 exis

te una dr s t.r i bu ci cn (YU ,limite del filtro de Cauchy engendrado por

i'63 .Tomemos en particular una pa r-ti ci on de la un i da d 'f. con sopo!.

tes c oinpu ct.os , entonces la fami lia Iv", '1\ 6 es swuable, ademus satis

face su SUDJaa la oondi c i on 2 ,y para todo Cf'

l"m 'f5 = I"m 9' ~ 1~('i'Jn
10 que prueba nuestra proposicion,
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Proposicion 2. Si ~ es un espacio de F'rechet tal que La mul t.i pl i ca c i dn
por un elemento arbi trario <f E c,:cs;n es continua, entonces 1fLoc:. es un

espacio de Frechet.

Demostracion:

Sea Ky una auc es i on de compactos tales que

ii) U Kv = Q
v~o

Sea ~" con las propiedades siguientes:

'f" = 1
Sean 1''1'1 las seminormas que definen La topologla de"4f .Mostremos que

las seminormas lJ" If" definen Ia topologla de aa-fILoc:.

En efecto,para todo 'fE C:'<Si.)existe un )} tal que se tenga

en donde Ia desigualdad se deduce de Ia continuidad de Ia multiplica-

ci on por un elemento 'f E C: (Q.)

Esto muestra que es metrizablelcomo Ia completez se deduce de Ia propo-

sicion anterior Ia demostracion es completa.

Proposicion 3. Sea C~ C~semiiocal con una topol ogf a Iocalmente con-

vexa separada,tal que Iu multiplicacion por los elementos de C~ sea

continua y su dual e s t.e contenido en D' (Ia r es t.r i cci on a 4(~)es una

di s t.r i buc i on] I <lq{lLo<. el mas peque iio espacio local que 10 conti ene, con su

topologla natural.Para que una forma lineal U. -sobre ~Loc:. sea conti-

nua es necesario y suficiente que

i) 1.1.. restringido a '1f sea continua para Ia topologla de Jaf
ii)J:l soporte de U. sea compacto.

Demostracion :

a)La condicion es necesaria.

Si u, es continua y 'i'v tiende a cero en~, <f'f'" tiende a cero en ~
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•
.h ()Lo',

luego ~V tiende a cero en -at y por tanto

tanto IJ.. restringida a"J{ es continua.

()..(if,,) tiende a cero,por

Si u.. no tiene soporte compacta podemos t.ouia r una suc es i on Kv de com-

pactos tales que

i) Kv C KvT•
r i ] U Kv = 5G

porte contenido en

x, E K\I Y X ~ K .+1
o
KV+1 -

,una sucesion de funciones con 80-

K" y tales que U.Cif,,>* 0 ,luego la su-

cesion

tiende a cero en ~Loc

puesto que dada una s erni noruia "P'i':" ,existe un Y tal que

suPP'tv (\ supp <p = ~ y por tanto 1'", (9''1',,)= a ,pero la au ces i Sn

u.(lA1~.))=1 no tiende a ce r o,

La.. re ci pTOCo.. es L.,.,,"e~ ~(l.ta..

Y
>I E Jot,,'Si u.. tiene soporte compacta ~ .~

a cero en 1fLo, ,entonces s i C: 3'(';01 en

ti ende a ce roo

supongo.mos que los 'f'v tienden

supp u, • u(,.9',,) = u. (9'" )

~,""c.
Proposicion 4. Sil1 es tonelado,un conjunto debilmente acotado en

tiene sus soportes contenidos en un compacta fijo K.
Demostracion:
ss K . ' d d d 0 chDLoc)es debilmente acotado,su polar es una veCln a e en ft

1uego exi ste una 'f) y un P tal que s e tenga "f", (,\,U) ? sUf \ < h. u '> \
h

.h fll.ocpara todo u.. que pe rtene zca a 'IT'C de donde se deduce 10. proposi ci on

a I r eempLaza r a u.. por una di s t r i bu ci on con soporte contenido en el

c oinp Lernent.a r i o del soporte de <j'.
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Un teorema de existencia en

•
Como el espacio de las funciones indefinidamente derivables que perte-

necen con sus deri vadas a LlCR) dotado de La topologia de La norma

en la funcion y sus derivadas es un espacio semi local de Frechet,pode-

mos aplicar a este espacio los resultados del paragrafo anterior.

t"I Loc _ n .\J l. <
OV:L (Q) -~~o 115, ademas es c l a r o que un conjunto acotado

en (J:5;< .l.(Q))' tiene su soporte contenido en un compacto fijo y todo

pertenecen a j-fS) fijo. (Para mostrar e,'lta parte de 1a afirmacion bas-

ta repetir el razonamiento de la proposicion 4 )

Lema 1. Sea "?(".I:,D)un operador principalmente normal en SG ,con coefi-

cientes en C1(Q) ,sea '\fE c"~)tal que sus superficies de nivel sean

fuertemente seudoconvexas,entonces la aplicacion £' ~ E'
es inyectiva.

'P(?t,"D)u.= 0 ,sea K=supplJ. ,mostremos

:X:O \ z, € \<.
{x.I i'Cx,)'>l'CXo)!

y puesto que Ue.c) pertenece a algUn ~":«Q) ,por tanto existe una

vecindad Q1 de ';(.0 en que 1).= 0 ,(T-l-+t)esto vo. contra 1a hi pot.e si s

Demostracion:

Sea IA.. tal que U. E E'(Q) y

que K es vaclo.En efecto,sea 'I
entonces u.= 0 en

Proposicion 1. Si los coeficientes ef(X)

aplicacion ~ ~ ~~(X)~ es continua de

entonces orl operador fC'X.,"D) es continuo.

Demostraci on:

de "P('X;D) son tales que laDr, (Q) fin 1)t (,Q)

Inmediata.

Teorema 1. Si los coeficientes de un operador principalmente normal

f('X.~ 'D) satisfacen las condiciones de la pr-opos t ci Sn 1 ; si 'l\I(X:)ECGS"2)
ti ene superfi ci es de ni vel fuertemente seudoconvexas con respecto a 'P
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Y si S~ es -p -convexo, entonces, para todo
Loc

existe un U. E J:)L, (Q.) tal que

f E If L:\Q)
'PCx, D)u.. = f en todo Q,

Para demostrar la p r-opos i ci on es suficiente mostrar que

JJ L:" (GG) tp().)l)) CD C:..~(Q,))'
satisface las siguientes condiciones:

CD Es inyectiva.

@ Para todo compacto K y para todo "m La i n t.e r s ecct on

"'P(x,'D)(1"'\ t~(Q)\I (\ L1 (K) I I
'(!-.J 'J \ '-"'" n_.....,..(K) designa La s dis-

t.r i bu ci ones que pertenecen a H-ll1y tienen soporte en K ) es un COlU

pacta debilmente cerrado.

CD es consecuencia del lema 1.

~lostreDlos @
Pa ra demostrar eruplearemos el siguiente

Lema 2. Si E satisface las condiciones del teorema 2-H y Q' es p -co!!,
vexo, La imagen E'P de una f'un ci on <p E C";C[;(.I) es una f'unci cn de C";;CGt)

Supongamos que E l' no tiene soporte compacto,

y 't:PC'x.,'D) 'f E L~"([(.')
nes V'll que tienden ell t~(s;2/)

I Lc c, /,,)
tiende a 'F en L..2, It,,:. ,adell,as los

luego existe una sucecion de funcio

hacia E. 'f y tales que 'tPCx)'D) V"

(Teorema 4-H)

Es claro que los Vv no pueden tener su soporte contenido en un compacta

\<' fijo.Ahora bien,los tpC'X,'D)V" tienden ha ei a tp(x,'D)E'r = If
pOl' tanto deben tener,de un cierto Wo en adelante,todos sus soportes

contenidos en un compacta fijo K , y comoQ' es p -convexo nuestra a-

sercion queda demostrada.

Una vez demostrada esta hi pot e si s es f a ci I ve r que t 'f es indefinidame!!,

te derivable.En efecto, -tPCx,D)E<j>=<f E '}-p'5l para todo S ,Iu£.

go para todo S ,10 que implicit que es indefinida-
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mente derivable.

tOO, 00
Lema 3. Con In hi pot.es i s del lema anterior E'f E Cc(Q)si 'FE CoCQ/),

Podemos utilizar el mismo razonamiento del lema anterior teniendo en

cuenta la igualdad

< t,?(x'-D)"E, ep) U) = < If' I EP(:x.,J)u.) - < r'1 U)

V <f' E C';(Q,') V u. E Lz(Q')
Lee C"\ I

Sea ahora f"~E. "0:.. (0") tales que t "PCx, D) fA... ~ e: debilmente, y sea

r'"p(x,'D) fie 1 acotado,mostremos que los r~ son debilmente conver-

gentes.

~1:f(-x.;D)rl<.~ es acotado equivale a decir ,segun 10 anotado a I co-

mienzo de este panigrafo, que t fex, "0) (A... tienen un compacta fijo K
-'M

como soporte,y que todos pertenecen a un H y tienden en el a cr-
fijolsegun el teorerua 3-H y I a '? -convexidad de S'G podemos suponer

que los ~~ tienen tambien como soporte comun en K' y pertenecen a un

\-\-t f'Lj o j s egun el teorerua 5-H

fAIt f~ (9'~o I ~(Pt:lx.=1,CPEC:J S"'ffY'C{xlll;.I~1~
converga ha ci a fA'i y los 't'P(X,'D)(t'J"'rpV",) ha ci a fj" <t'V'\'\ ,es cla-

ro que podemos entonces extraer una subsu ces i dn I"j" 'f1/'YI1 tal que

converge ha ci a (J

Tomemos ahora ~I~ Q un abierto -p -convexo que contiene a K.

Sea <f E Co ([;G') ,entonces tendremos,siendo E como en el teorema

2-H,en vir-tud de los lemas 2 y 3

< fj. ~1/1l. ) <t' > = < "E -CPCX;D>fJ· "P, ~ > = <'~P(;r."D)fJX*i) "E: rp>
I

10 que demuestra que la au ces i on fA; Ilf f,/'I1' es debilmente convergente
)

en un conjunto denso luego en todo J) L1.(Q).
Est~ termina la demostracion del teorema.

Las hipotesis del teorema se satisfacen por ejemplo en cualquier con-

junto del cuadrante positivo,por el operador de Tricomi :X:,'O:(,- x.. "OX
1
'
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