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N2 0. Introduccidn

El objeto de esta nota es enunciar,demwostrar y dar algunos ejemplos
de aplicacion de un teorema de existencia global que se deduce mas
o menos inmediatamente del capitulo VIII del libro de Hormander "Li

near Partial Differential Operators'.

N2 1. Notaciones

o
Si A es un multindice A =(d;, - ,dn) , D designard el signo de
derivacidn &l k!
( ]) 'axlﬂu oL -axf:n

P('L,D) denotard un operador de la forma
& o
) Px,D) =3 1om 02 (x)D
en donde (A(x)es una funcién que toma sus valores en C y estd de-

finida en un abierto P de "

o serd su parte homogénea de mayor
5=y & K

_Pm ) ) i (1) g

grado.

:E“(x,i)= ad('x) 5* serda el conjugado de R“(xli)

k)=
D
Pl gy 2atu) P8y 2Pulus)
'as’i ! ‘t '3'1}

) —"‘ 3 ) B
' —;Zx ;(‘é’n(x,z,)ﬁms(x,g) - E,,}(I.E)P:'(llg))



Es claro que C_;M_y es de grado <M-1 con coeficientes reales.(En e-

fecto, Ta‘ag-?m(rx,g) es de grado<m-1).
En general usaremos las notaciones de Schwartz [1] y HSrmander [2].

N2 2, Definiciones y resultados necesarios

Definicién 1[2). Diremos que un operador P(x,D)es principalmente
normal en Q (S abierto deR,) si los coeficientes de T, estén en
C‘(Q) Yy existe un operador diferencial Qm_,('l,'D) homogeneo de gra
do m-1 enD ,con coeficientes en C‘(@) tal que

Comg 1 E)=2Re B E)Q,..,(x.8)

Es bueno recordar en este punto que 0 es un polinomio de cualquier

grado,por tanto si la parte homogenea principal de-P(x;D) es real o

constante,en cuyo caso
B 5P (x5) - T e D E)=0

el operador es principalmente normal.

No es principalmente normal el operador de Lewy

-iD,+D, - 2(x+ %) D, Porque
Cl(1)£)=—8¥3 b »?/&CP*\(X:;)): 22z_+x,£a
Y ZL(PM,€)=—2£,-2 X,

por tanto no puede existir un operador de grado m-1(constante en !,)

tal que

CrE)=2Re Pulx, ) R

Definicién 2[2]). Sea P un polinomio eliptico o principalmente nor-

mal.La superficie orientada

Yx)=Y(x,) (donde Vre C(R) 7  dYxa=o )

se llama seudoconvexa con respecto a P en el punto XL si

PR ) B (x, §)

ik 9% %



Rl (B % Baes) - Py ) By &,;,)):a_ S0

4. k=1

para todo £#0 en Rn yque satisface a las ecuaciones

" G)
Tnx%)=0, > L <x,z,)%¥ = 0
! ]
La superficie se llama fuertemente seudoconvexa con respecto a P en X

T 32X Py Pas)

K '31 Xy

si ademds

+ 2 00T B3 B >0
para todo ¢ £+ LT %rod ”‘I’(x) con g e R,

Yy O+ T € R‘ que satisface las condiciones
n ¢ 0
P 8)=0 , Z, ‘Fm (1;3)%-‘?; = 0

T-1-11 . Sea P(xD)un operador diferencial de orden ™ con coeficien-
tes medibles y acotados en una vecindad 52 de un punto x jasumamos ,

ademdis,que P es principalmente normal,o que -P'm es eliptico con C'

coeficientes.Sea 2
Ve ) td que Y £o0
Y que "l’(x)=’qf(1°) sea fuertemente seudoconvexa en X, con respec-—
L
to a P ,entonces existe Q. vecindad de X, tal que si WE d}fq:(g)
satisface a P(X,D)U=0 en
{x; xe& Y= > ’Qi(x,)}

entonces W=0 en Ql

T-2-H . Si P&X,D) es principalmente normal Y(x) € Cz<§2.)

con superficies de nivel seudoconvexas.Aswinmos,ademis, que ninguna
de las ecuaciones diferenciales *PGLDYu=0 o P, D u=0
tiene solucién en e e(R)



Entonces existe una aplicaciin lineal continua E de L.;(\Q.‘)en Lz(g)
tal que POX,D)Ef=4 en G2 si § € L, (&)

E P@&D)u=u en S?,' si We C:(S?.:)
ademésD‘E es acotado en L,(S?.') si Ikl <m,

T-3-H . Si P(Z.D) es principalmente normal de orden M con coeficien-
tes en C®(R2) ,y si Y€ dﬁ)tiene superficies seudoconvexas (Es
to implica %md Vo0 e R ) a través deQ) 5 si UWE 8'(Q) y

PxDiu=f € ‘Rm el "Hcsm-n "

T-4-H . Con las hipdtesis del teorema anterior si €& &'(8) y

weH, PaDiu € He, si
X€C(RY  (x dx=1 XeG)= €7 % (2/8)

entonces U+ X, — W en JH(,S) y

PEDI U s ) — Pa,pyw  en “}Qm

T-5-H . Con las hipftesis del teorema anterior

VeHa Q) PaDyv € W)
implica que existe una sucesién V, € C:‘ 42X} tal que
i v Q) *PeDyv = *Px,D)v
Ky ()

Estos teoremas se encuentran en [2] .

T-B.D , Sea E, E espacios de Frechet. W E — EI ,continuo ,
es un homamorfismo sobre si y solo si

i) tl&.E’ en E: es inyectiva.

ii)La interseccioén de (t'lL(E:))n'B es débilmente cerrado,donde B es
un conjunto cerrado convexo y débilmente cerrado de E' .

Se encuentra en (3] .



§1 Lspacios locales y semilocales

U
Definicién 1 [2]. Si 4 es un subespacio vectorial de () se 11ama

: . 00 . s : .
semilocal sifue®P cuando ue% y ¢e C.(R) (funciones indefinida-
uente derivables con soporte compacto).

/
Decimos que 4P es local si Yf es semilocal y,ademds, VU € JO(SR)tal
fuc P ypara todo ¢ € C?(@) se tenga W € %Y

Nota 1 . Dado un espacio semilocal Y ,el menor espacio local que con

tiene a 9 es ”d’?cz-)u|?u63&p’v({;ec°o°} (2]

Dado un espacio semilocal"&f con una topologia definida por una fami
lia de seminormas 'Pb ,es natural considerar sobre 49 (E1 menor espa

cio local que contiene a "H) ) una topologia por medio de las seminor

mas Pou— Pu(Puw) donde ¢ € C(R)

A continuacidn mostraremos algunas propiedades elementales de estos

espacios.

Proposicidn 1. Siﬂ es semilocal y estd dotado de una topologia que

lo haga un espacio localmente convexo completo entonces ’\H)L“

,con la
topologia definida anteriormente es un espacio localmente convexo
completo.
Sea @ una base de filtro de Cauchy para la topologia "J-QL“ 5 esto
es equivalente a decir que (fB es una base de filtro de Cauchy so-
bre 4 (VP € C(R)) como este espacio es completo,para cada PR exis
te una distribucidén YU ;limite del filtro de Cauchy engendrado por
(f@ .Tomemos en particular una particion de la unidad ?i. con sopor
tes compactos,entonces la familia lom ?LB es sumable,ademds satis
face su suma a la condicién 2 ,y para todo @

lim #8 = lm ¢ X lim(%,B)

lo que prueba nuestra proposicion,



Proposicion 2. Sioa'e es un espacio de Frechet tal que la multiplicacion
por un elemento arbitrario @€ C‘:(S?)es continua,entonces "H)L“‘ es un
espacio de Frechet.

Demostracidn:

Sea Kv una sucesion de compactos tales que

o
1) KV c KVH
ii) =
A_JOK“ )
Sea (Fv con las propiedades siguientes:

¢ =1 e K, , =0 e CK,,,

Sean Pn las seminormas que definen la topologia deéd-P .Mostremos que
las seminormas .P“ @V deft:en la topologia de oa_()ll.oc
En efecto,para todo P& C,(SL)existe un Y tal que se tenga

Prelw) = P, (eu) = B %P =R(ERWSKE, (Huw =K Pm.v,(“‘)

en donde la desigualdad se deduce de la continuidad de la multiplica-

cién por un elemento ¢ e C‘f(sa) .

Esto muestra que es metrizablejcomo la completez se deduce de la propo-

sicion anterior la demostracién es completa.

Proposicion 3. Sea C? C%P semilocal con una topologia localmente con-—
vexa separada,tal que la multiplicacion por los elementos de CT sea
continua y su dual esté contenido en D' (la restriccién a C.:(Sz)es una
distribucién);%.{J“Q el mds pequeiio espacio local que lo contiene,con su
topologia natural.Para que una forma lineal W -sobre m"“ sea conti-
nua es necesario y suficiente que

i) W restringido a ‘)J»f sea continua para la topologia de “a—e

ii)El soporte de U sea compacto.

Demostracidn :

a)La condicidn es necesaria.

Si W es continua y @, tiende a cero enﬂ-{), ¢, tiende a cero en ds.e



. Loc
luego ¥, tiende a cero en ?—P y por tanto W(P,) tiende a cero,por

tanto W restringida a ad-e es continua.

Si U no tiene soporte compacto podemos tomar una sucesioén KV de com-—

pactos tales que
©

1) KV = KVﬂ

ii) UKV = SEI

L€ Ky 17 X ¢ Kyﬂ suna sucesién de funciones (fy con So-
3 o 2
porte contenido en Kyn = Ky y tales que W(¥,)+ O ,luego la su-
cesion ¢
—_—r " Loc
w(?,) tiende a cero en d}f

puesto que dada una seminoruwa P?,A sexiste un V tal que

supp ¢, N supp ¢ ¢ ¥ por tanto P,n (?S’J: 0 ,pero la sucesidn

u(% ) no tiende a cero.

Lo Yeciproca. es immed lala .

[
Si W tiene soporte compacto y ue"}-e supongamos que los cﬁ, tienden
a cero en ‘ﬂ-{uc ,entonces si C‘: 3P=1en supp WU , u((rsoy) £ u(?v)

tiende a cero.

Lo
Proposicidn 4. Si "K es tonelado,un conjunto débilmente acotado en

( =% )' tiene sus soportes contenidos en un compacto fijo K

Demostracion:

Si K es débilmente acotado,su polar es una vecindad de O en d}eboc)
luego existe una ¥,y un P tal que se tenga NV TN D g:‘) \<h. w> |

Loc de donde se deduce la proposicion

para todo W que pertenezca a %P
al reemplazar a W por una distribucion con soporte contenido en el

complementario del soporte de ¢,



loc

§2 Un teorema de existencia en oDJLQ)

Como el espacio de las funciones indefinidamente derivables que perte-
necen con su$ derivadas a [_,2(52) dotado de la topologia de la norma
en la funcidén y sus derivadas es un espacio semilocal de Frechet,pode-

mos aplicar a este espacio los resultados del pardgrafo anterior.

Loc loc
(@) $30 H 9 ademds es claro que un conjuntc acotado
L
en D“L(Q,)) uene su soporte contenido en un compacto fijo y todo
pertenecen a flJo.(Paru mostrar esta parte de la afirmacién bas-

ta repetir el razonamiento de la proposicién 4 )

Lema 1. Sea P&,D)un operador principalmente normal en S ,con coefi-
cientes en CI(SB) ysea ’IVG d@)tal que sus superficies de nivel sean
fuertemente seudoconvexas,entonces la aplicacién g — A
w—> PE,DY W es inyectiva.

Demostracidn:

Sea W tal que W € £ y P&D)u=0 ,sea K=supp® ,mostremos
que K es vacio.En efecto,sea Xo | X €K y max Y(x) = 'V(Io)
entonces U=0 en {I. I Y (x) > ‘\l(xo)} Has,

y puesto que W €E pertenece a algin Q.Q‘::'(SZ) ,por tanto existe una
vecindad Q| de Xy en que U= (@ ,(T-1-H)esto va contra la hipétesis

Xo € SUPP W

Proposicidn 1. Si los coeficientes O?("() de P&,D) son tales que 1la
aplicacién ¢ — Qd(:t) ¢ es continua de :DL}: (Q) en 'Dr (Sz)
entonces el operador P('L,D) es continuo.

Demostracidn:

Inmediata.

Teorema 1. Si los coeficientes de un operador principalmente normal
'P(i,D) satisfacen las condiciones de la proposicidn 1 j si ‘W(Z)GC“?)

tiene superficies de nivel fuertemente seudoconvexas con respecto a P



Loc
y si SE es P —convexo, entonces,para todo £ e 6’ L.z (SE)
Loc
existe un U € O L, Q) tal que P& D) =% en todo S |

Para demostrar la proposicién es suficiente mostrar que
Lac t'PuD Loc /
P LS @) 2225 (H L5 (Q)

satisface las siguientes condiciones:
@ Es inyectiva.
@Para todo compacto K Y para todo m la intersecciodn

t?(’”D)@ 'L::(S?-))'f\ "'\_,,“(.K) ( H_W(K) designa las dis-

tribuciones que pertenecen a H_my tienen soporte en X ) es un com

pacto débilmente cerrado.

@ es consecuencia del lema 1.
Mostremos @
Para demostrar emplearemos el siguiente ;
Lema 2. Si E satisface las condiciones del teorema 2-H y Q,es P-cog
vexo,la imdgen £ ¢ de una funcién P € C:(\Q.I) es una funcidn de C:(Q.’)

Lo
Supongamos queE? no tiene soporte compacto, E ¢ € \_: (SX)

¥ tP(x,D) ¢ € l__L:;c (&/) luego existe una sucecion de funcio
Lo t \
nes \/,, que tienden en L.:(SEI) hacia E¢ y tales que P(x,D) Vy
Loc

tiende a (f' en Lz (Q) ,ademas los v, € C‘:CQ,) (Teorema 4—H)

Es claro que los V) no pueden tener su soporte contenido en un compacto
K' fijo.Ahora bien,los 1"P(’x,D)\/‘, tienden hacia tP(‘x,D)ECf =¢

por tanto deben tener,de un cierto L), en adelante,todos sus soportes
contenidos en un compacto fijo K , Y como SalesP -convexo nuestra a-
sercidén queda demostrada.

Une vez demostrada ésta hipétesis es facil ver que E$ es indefinidamen

te derivable.En efecto, *P(x,D)E¢=¢ € "\,}?‘S’ para todo S ,lue

(Stm-1) ; ; ; -~
N E(re "'J.? pare todo & ,1lo0 que implica que es indefinida-

&



mente derivable.
Lo )
Lema 3. Con la hipdtesis del lema anterior tE‘f‘ eCoCQ)si (FG C‘:(Q')

Podemos utilizar el mismo razonamiento del lema anterior teniendo en

cuenta la igualdad

<*PED)IYE, P,ouUD> =<¢, EPEGEDIUD =< P, u>
Y e Co(R) Vue L(R)

Loc

Sea ahora Iuke D

;. (Y tales que ‘P(I,D)f‘k—) 6~  débilmente,y sea
{“P(—x,D) {"k} acotado,mostremos que los (A son débilmente conver-
gentes.

{‘P(x,D)(A‘E es acotado equivale a decir ,segin lo anotado al co-
mienzo de éste pardgrafo,que tP(x,'D) (‘k tienen un compacto fijo K
como soporte,y que todos pertenecen a un H-m y tienden en él a (°
fi jossegln el teorema 3-H y la P -convexidad de SE podemos suponer
que los ‘4\( tienen también como soporte comin en K’ y pertenecen a un

H-t fijoysegin el teorema 5-H o

Wit Py (30 SPax=1,9€C, sppP cix|ixigt}
converga hacia HJ y los ‘P(:L,‘DX/AJ-ﬂ?Vﬂ) hacia f*; * ?V‘n ,es cla-
ro que podemos entonces extraer una subsucesidn h * ?'/m; tal que
converge hacia ¢ .

tP(—xlD) IAj * ?"/,n;

/
Tomemos ahora Q@Q\m abierto P -convexo que contiene a K .

% i
Sea @é Lo (Sa) sentonces tendremos,siendo E_ como en el teorema
2-Hyen virtud de los lemas 2 y 3

<Py \yl/mi , 7> =<EPamp* Y, 1">=<tP<"'D)F5x¢5' E¥>

lo que demuestra que la sucesiodn [‘*j » ‘H/»n). es débilmente convergente
en un conjunto denso luego en todo CD L;z.(sa)-

Esto termina la demostracidn del teorema.

Las hipotesis del teorema se satisfacen por ejemplo en cualquier con-

junto del cuadrante positivo,por el operador de Tricomi I‘Dt,— IJDX'.

10
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