UNA FORMULA APROXIMADA DE TF(-b,1,X) PARA |

RELATIVAMENTE GRANDE.
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31  Introduccidn.
Para calcular los valores de la funcidén hipergeométrica confluente,
F(—L‘],t) , cuando |X| es grande, se utiliza generalmente el

conocido desarrollo asintdético de 1la funcic‘m;m’m

Fhbd 1)"%3)3){7 £+ obf+ &5 o {1+ & 0g} - @

Esta formula,(l) no es adecuada si |bl es muy grande ya que los

. 2 . . .
corchetes contienen L/x . En este articulo se estudia una férmula

aproximada de F(*b,’, x) para ,U/II 2 1 m

§2 Expresidn integral de 'F(—b,],x)_

La funcidn F(—b 1; Z) es una solucidén de la ecuacidén hipergeo -
).Q)

métrica confxuente-

¥ + (0-2)Y% +b¥Y=0 ()
Utilizando la integral de contorno en el plano complejo t se

Febl =762 § fHoadfetdt @)

47 sen b
donde (. es un doble contorno que circula los puntos T&0 y 't=~;(_

(Ver Figura 1)%

Deformando el contorno C y

obtiene;

f[amo -t

separandolo en dos partes C;.Cz
como en la figura 2, se obtiene Flg1

la siguiente relacidn.
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F-b,1.x)= §cb1x)+ (b1, x) : “)

donde - b e 3
~mib b
Rebl =€ LG ™0 Lletat - @®

Tig2..<a) - d Tig.z (b)

b
Reemplazando el desarrollo binomial de (""t/t) en (5) y (6) se
obtiene la formula (1), pero en este articulo se va a utilizar

otro desarrollo de (14 t/x )b

La expansién de (1+ "J)b

Sea
N LR m
{asre’ Y =3 an’ o
entonces la serie converge para |%|< 1 . La funcién (7) , consi-
derandola como una funciép analitica de b , se puede desarrollar

en la siguiente forma;

..\1 b__ 03 ol ¥
farwe P=3, fa)- & "
donde 1 n
£.0) =4 {og 1+4) - 4 §
hEed- e Pt o
i m=0
Entonces se obtienen;
o =0 si m< an - Qo
™
D(:‘=<—')w1'~’7‘, (m22) - Q)

También se tiene;
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NI T) ik 15 % R

m-0

&)

entonces: m m-2
m ‘n+l bm(—t) m-

De (11) y (12) se obtiene
) m-n (]
O =c1)"" |D
De (12)y (13) se tiene:
'ﬁ‘")l Zm-z
= ’VLf‘l ksan M-k
Utilizando la siguiente desigualdad para 2n< k < m-2;
< Kk—2n- l)
2(m=-2an)
de (11) y (14) se tiene la siguiente desigualdad:

hﬁml o Mm=2n+1Xm-2ns 2) - - (m-n-1)
m= 2 (m-1)! ml (m-2n+ 2)

(por induccién matemédtica ! )

De (15), es facil demostrar las siguientes desigualdades:

= @)(m—11m.3) St m & ;o'n\fnr

Ahora, de (8) se tiene:
@+ =g (Lo, Ta )8
DRRPIRE TSy
Por lo tanto, utilizando (16) se obtiene:

™o m-
lam\ b Z’n outi'ﬁ: g"l < i 2 {7,,_“.,”'% ('mzplr)

m (m-2)

Sm{"* |L|}n§' (‘”\-imrqr)

Nota De (18), es facil demostrar que la serie reiterada;

Lo (T 10 6 ) ™

converge, la cual justifica el cambio de la sigma en (17);

L L, =L.Ln
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Asi, obtenemos la siguiente expansién de (1+ '}1)";

\ 5‘3 o] n
G+y)t=e€" 72 a1 - s 19

m=

Los primeros coeficientes son;
Qe=1, &=0, (1,,=—i-,b ) =‘£‘b
a4=%b(b-2) }
%4  Pormula aproximada para §,(-b,7,1)

Reemplazando (19) en (5), tomando Y =t/x y cambiando la integral

§C. y Z:::» "Formalmente", se tiene

§ 7 a+tretdt = §t“e"t/‘ ¥ et at
_sto @ —t(l—b/x) 1*““ %

-me

«n Oom
0 (‘,_ b/&_)_l"“ r(l’* ’—M) xm i (2’)
; b 5l ,
=2mLE1N G i T el ] @Y
En (21) se ha utilizado la expresion integral de la funcién Gama:
ot 2mwi (-1) N \

Justificacidn g_e la Formula (22).

e%)

=27 Z:;

Evidentemente el cambio de orden de la integral éc' y Zm
no es admitible ya que el contorno C, extiende hacia infinito (Rt—o0)
y la serie converge cuande |t/x|< 1, por lo tanto la formula (22)
debe ser justificada por otro método.

Para este objeto, deformando el contorao C, como en la figura 3,

dividimos C, en tres partes, entonces:m P!-mo t
00
C
i S- 5"5 i S{ 1 (2#) (;‘.G; % — o
Fy o0

Como el origen es un punto de

Fiq‘3
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k=1 _t-l.-]wm

rama de las funciones T bl )
entonces ses obtiene: e
¢ x L el T, e )
R& Reed Reaf
S N m
e (s 33 = et/ ’Zwoam(%) + S} - @)
donde . N =1[b] = parte entera de b,
entonces S@E)= (1+t/x Pt z,.:" Om @&/ )™ - @m
o m
S@)=F o awk) O ] < 1z oo 428)

Tomando S menor que lZ’.l,se obtiene

1@(}#"6-* e sy dt | < | (e*mik 1% I + '@;asl

< AU TIar o e g g o g
b1t (- b/x) 5
|‘§, e b € wu,,a’“(%) dtl
<2 Gt (e fytat+2 T {TetWor e al
B | mata)  —tC1-
+ T e G B
El primer sumande < 2 S‘; e—t S-L-l 1+ ;/ltl)bo(t
3 » o s . =2(€'7§‘*') (1+ S/[zl )b - Al s (301\,
R T 2 z;‘ (|a,,ml,m).5""*“;:8-1.-(4—5/1:4)dt
PR YTV ) B £
=205 mne L, lam (Tx'\)
~ AT el /)T =0, @D

(Nota: Siempre se supone que b << |x| )
s i § omb-1 -t (I=bhx)
El tercer sumando = ‘L—Nﬂ |l /1™ .I(e"l’I)S. t e 4t |
-t (§ ~tO=bhxi)
< 25 (aul /i) 8 o € dt
-§0- Vi) m
2 U-b/xl)- 5% Z.,,Iaml(lu) 3 @32)
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§5

Tomando S (x]
b
para garantizar la convergencia de la serie en (32),

(observese (18)), entonces; C
I~

A~A~A~3T.u~‘ (33)

Si (33) es mucho mis pequefio que el primer termino de (22);
(1-bA)® / T(b+1) @4)

entonces el error de la formula (22) es despreciable.

De (5) y (22) se obtiene

B-b 1) = EXL (- b {1+ T 0™ bon - rmeER)

T(b+1)
(X) _b\b B b=1 la‘(b-l)(b 2)
T(b+|) ) {1 '117 (- b)* (X-b)»
bb‘l)b b‘lxb’l) . - £
+% (X-BY" } (334

Formula aproximada para §L<—b’]' x)
En (6), haciendo el cambio de variable

-t+x=1 (t>1)

se tiene; :
@(-uz)-m e‘x“'cﬁq Ly et dy - (36
Aplicando la expansion de (1 ‘3/!5 discutida en § 3.

se obtiene:

g™ -9C1- 55
Q&("L) ’ f‘!ti. Z (~I)"‘§ ‘a'“‘ e 4%
(=b=1Xcb-2) - Cb-m) G
T(b)(x b-1)" { 1+ T Ry %
Y P bbt 1Xbr2) _ blbaiXbe2Xbr3)
r(s)(x b=1) { T2 k=12 3 (x-b-I)P }"@"7
De (35) y (37) obtenemos;
1 2¢b-1
Fbi 1, %) %}—Da L {r-f A8 - |
ex blbtIXb+2) . (38)
T T b1 {1- Sy }
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