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Por:
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S 1 1.1J.!F..odueei o_n.•

Para caleular los valores de la funcion hipergeometriea eonfluente,

F(-b.1, x) , euando l:cl es grande, se utiliza generalmente el

eonoeido desarrollo as i.nt ot.Lco de La funeion;Ul.(1l

t.£t J s: i ~ eX x.+J {~L :...L: 1f(-b, 1,r.)= fCb+l) 11- r. + 0 (~JJ + f(-b) 1+ x + 0Cii)J ,. (1)

Esta formula. (1) no es

eorehetes eontienen ~ I:t:.
aproximada de F (-6, I, x)

ade cuada si I b I es muy grande ya que los

En este.articulo se estudia una formula

para Ib'/x.l ~ 1 '"

~2 ~resion integral ~ f(-b.l,x).
La f'un c.icn f (-b, 1, z) e.s una ao Iu ca Sn de la e cuacd Sn hipergeo -

metri ea confluen te ~1.QI

x: ~'I + (7 - z) ~' + b ~ -0 (2)
Utilizando la integral de contorno en el plano complejo t se

obtiene; b ~F(-b T x:)= -E-r.) fl.-tC7+.i)b e-t tit, , If'" SE'Il1\:b c. :c:
donde C es un doble contorno quo circula los puntos tJ:O '1 t=-X.
(Ver Figura 1'f5>

(3)

Deformando el contorno C y

separandolo en dos partes CI,C~
como e la figura 2, se obtiene

In siguiente relaeion.
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donde

"0

·t=-x.

(~)

(S)

(6)

pRo:no- t
---------

"F i~ z . (a.) }i~.~ <b)

Reemplazando el desarrollo binomial de (1+ t/:c.)" en (5) Y (6) se
obtiene la formula (1) I perc en este articulo se va a utilizar
otro desarrollo de (f + t/:c)~

Sea t (1+ ~) e·-~ }b = L::=o am ~m
entonces la serie converge para 1"31< 1

(7)
• La f'unci on (7) , consi-

derandola como una funcior analitica de b , se puede desarrollar
en la siguiente forma;

Entonces se obtienen;
U;:: = 0

DO~=E-r)..,-1~
Tambien se tiene;

(8)

(~ )

CJ 0)

un
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entonces: ~)
.,4MI) =-1- ~"ll-.2. (_ ,m-k-1 Ok'
l),." '1\+ IL I\=,q. 1 m=k"

De (11) y (12) se obtieneD: =(_1)......,..ID':/
De (12)Y (13) sle"'::l~ne:1 ~"'_~ '[)~

I)ft\ 1= notel L~"......~
Utilizando la siguiente desigualdad para 211.:!i:: k ~ m-.2, ;

~ IS - .2('l\.-l)
m- k ~ ~(m-,(,'I'\.l

de (11) y (14) se tiene la siguiente desigualdad:
Itt) 1< (?t\-21'1.t-1X11l-2,HJ-)· . ('m.-1'I.-1)
'" - ,l,1I-1 (7l.-7)! ')1.! ("""-.tll.+~)

(J 3)

OS)

(por Lnducci cn ma t ematica !)
De (15), es facil demostrar las siguientes desigualdades:

('l!V'~) ~ SL 'WI> es I""r }.Ittl ~ "l'\,. ?r\ (__ .2.)
(J 6)

S ~) :4 si. '1'1'\ es ""'fOor*' ('Ir.-1X'm-)l
Ahora, de (8) se tiene:

(17)

Por 10 tanto, utilizando (16) se obtiene:

I a...\ ~ I·~ht:b....l s; ~ {It-lbl}'"'t2
'>\aO

s, ('Ir..fX1l\-3) ~1 + Ibl rr
('W\=t-r) L.

("",--;",,1"',) J
(13)

Nota De (18), es facil demostrar que la serie reiterada;
L~ (I1\ I~ !br H~\-

converge, La cual justifica el cambio de la sigma en (7'1) i
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As i , obtenemos Ia s i gui en t e expansion de

( \ b eb~ '\ 00 "f"1 +- '.J ) = LlI\=o a..,,,
Los primeros coeficientes son;

0.0= 1, a,= 0 I

CN,,=tbCb-2) 1-- (20)

Formula aproximada para ~ I(- 6!" z )
Reemplazando (19) en (5), tomando ~=t/x y cambiando la integral

&.. v -';:-00 "Formalmente", se t i enere, I £.."'=0

\, t-b-l (J + 1)b e-t dt =fc, t+I ebt/~ Co dmtf-fe-t d.t
"" oc t; e-W- b/x) t-b-l ..... eU: o:....

='-"""=0 1c., ~
-b ........

00 (-1) 0.-
=.2.7C~ ~ 'n

L.",=o (1- "iX.)-b ...-M r (6+ 1-m.) :t:'"

= "Tei. H )b (1- ..12}{Tt- f (-1>1, (b-')·· (b-m~1) (X~'j) ...L.(.24J.
nbt- 1) x. ~, 0 (

En (21) se ha utilizado la expresion integral de la funcion Gama:

s. -i>-tS-1clt= 2.1fi.(-d
JC, e ~ n-St 1)

Justificacion ~ la Formula L22.l.
Evidentemente el cambia de orden de la integral ~CI Y L""

no es admi tible ya que el contorno C, extiende hacia infini to (Rf;-'too)

y la serie converge cuando l-t/;I(.\ < 1 , par 10 tanto la formula (22)

(.23)

debe ser justificada por otro metodo.

Para este objeto,

di vidimos C, en

1c= f~ + ~~ + .S;',~ .....

deformando el contorno

tres partes, entonces:~

c, .como en la figura 3,

pt"'no- t
(~) G~~b~r ~~~,~C=, ~~oo

~ 00

Fi~. 3
Como e1 origen es un punta de
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entonces se obtiene:
i (00
\ +)~
R..'1 Rb.l

( .1. 'b = ebt/x J, N e,...rt) ....+
J + x.) I LTiI=o \x.

CZS)

Sea set) } ('<-6)

donde N = [b) = parte entera de b I
entonces set) = (I+ tlx. )6 e-WX. - z.;z/ 0.... (t/x)""::

S<t)="oo a. fi).....cuando It I < Ix.!
LYfI:Ntl "'I:x.

Tomando ~ menor que 1:c.1, se obtiene

I ~CI 1;-H e--t ebt/x $et) eli; I ~ I (e-2.Jrt ~ 1 ) ~~ I -r I 'r ~ s I
< .2.1 S: {e-t t-b-I C1+ ~ )b - e-t <H/x) r~-I~:Ialt\ttr~dt I

+ I ~h' t-He--t (/-0/;<) Loo a...~,Ix)'"' d.t I
-m=/<ITI

~ 2. r- e-tt-~-l(1+.:t. )I.Jt+,l ~{(OOet(/-lI,x,)t-I.-'~tL ~
)~ 11:1 L1 Jr r IXI'I>\

+,,00 Itt .....I If:.. f"-He-tC/-b/x.)d..tl (2~)
L N-t-I I x. I'm. Js., s

R primer sumando s; Z S~ e" ~-6-1 (1+ 6lfx Il d t
=.2. (e-Y.&'l.to') (1+ d'llx/ )b = L1, (30)

El segundo ~ ...::: 2., r..~Qa....IIi~I"').rl.-'+.",r;e-t(l-bt1xI)·Jt
_ e-W-l.IIXl) N (S' )"'1.
- ;).(1- b/lxl) &11+, L, Ia......\ !Xi

"""'/:",L~ I~I (SAxl r =.1~ (31)
(Nota: Siempre se supone que b« 1-:<-1 .J

0<> 1-2"'1.1 )t t-I.-' e-tU-bIiXI) Jt
]Ll tercer sumando - I"tol I a.....I/I:l:: f'" . Ce - ) •

't!'I-+I (i -tCI-l.Aler) Jt
< .2L::,Oa. ....1 /1:r.I"'H )0 e
_ 1- e-H,- VIYJ) 00 (i)...._ __
- ~ (1- b/I~I)· ~'+IIII•..IcA.,..1 \Ix.! - ~3 (3.2.)

. - (27)

(28)
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Tomando

para garantizar la convergencia de la serie en
(observese (18)), entonces;

1 lib \1.+1
<1,""" <1~ ~ .6.3 ......, ---p;+1 '" X (33)

Si Ul1 es mucho mas pequeno que el p'rimer terminG ~ l22l;
(1-I./x.)b / ru- I)

entonces el error de la formula (22) es despreciable.
De (5) ~ (22) se obtiene

P(-b 1.;t.)=~ C1_lL)b{l+ ""i" (-I).....bCH)·--(b-"'+I)(~~)-m.l
I' ICb"t'1) X. I J

~'X:.)b b)D \ _1.. b1(b-1) _ 1. b~(b-')(b-2)
-= f<b"t'l) (I-x 1.1 ~ '~-b)a. 3 eX-b)'

+1-bCb-l.)b(b-/Xb-.2.) + .} (35)
8 (x- b)'I-

~ 5 Formula aproximada para P:l,(- b,', x )
En (6), haciendo el cambio de variable

-t+ :(='4 (t~"1)
se tiene; .".'"
q>~H/I,:x:.)=-,,~l.· el:.X-b-l~c,(I-!fb-'1b{~ 4'4 (36)

~b-lAplicando la expansion de (l-~/XI discutida en § 3.)

se obtiene: . ~I_ -e-1t.!, ~ -b-I '\ ~ k: '(l""·"e-lf<'- -r) CIt ~
~a.(-~),,1:)- ~e x: L. (-.xr-'1c,

_ e· ,- I.-I \ (-b-')(-~-.:z.) "(-b-,,.,) ~ 1
-n-b) (X-b-/) ll-t-L".=t (X-b-I)- 1

=L (x-b- n-b-I I be!rt /XIJ+2) _ bCbtIXI..l.Xb· 3)
fe-b) . n- 2·(x-I>-I)1 3'(';-1.-1)3 } ..~'1J

De (35) y (37) obtenemos;
1_ 'Y )1. b I. \ , ~1 (b-l ) . -

f(-b, I. x.)=~ (1- y) \ 1 - ~l- b)1. _.

e.I. J bCb+IX\,t2) _ .••
1- rc-b)(x- b- Ifd t 1 - 2 ,(x-b-')"

} - (38)
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