FUNDAMENTACION AXIOMATICA DE LA GONIOMETRIA

Por

MANUEL VINENT

(Departamento de Matemdticas U.N.)

DEFINICION Y PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES SECANTE (SC) COSECANTE (cc).

s
17-D  SC A=%5g
78 Sc es una funcidn
Inmediato de la definicidn

79-D eec a=5sc (M2 -a)

80 CC es una funcién
Inmediato de la definicidn

81 cca =3!1—I
pe (19-D) y (9-D)

s c = A, Y, | =
32 se 0=1 sc0=gog="1 =/
83 = ._-.’_.
83 ce & =1 ce =—0 =+_;
84 0<a < ,implica, SCa >
Puesto que 0<csa <1
85 O0<a<E ,implica, ¢C & =1

Puesto que 0 < sma <1

86 SC A = SC(—&)

De la paridad de la funcidn coseno.

87 Cca=—cCcla)

De la imparidad de la funcién seno.

88" lim €C X =too
S En efecto
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wn CeX = |m —— = |wn —
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= |im et ft B, v s il oo
x3y0 SN X xl-?'i sen X )‘z‘lmx. +

lim SCX = 0o

ASF-
En efecto !
T s x 'x'i‘ii- ce(T-x)=fmCU=100

sc a = sc (a+2xm) Inmediato de la periodicidad de la funcidn
coseno y de la periodicidad de la funcidn seno,

" se deduce asimismgqj
ce a=cCc(a+2mn)

Secante es una funcidén mondtona creciente en el intervalo
(o, ™)
Es decir que si A< b, y,0<&<¥‘,7 0<b<E
se debe verificar que $c&< scb o lo que es lo
mismo, $¢ @ < S¢(a+C) donde C=b-a

En efecto,

§¢ (a+C)- 5S¢ a= ggho = = 80050
Secante es una funcidn convexa en el intervalo (0., TMA)

Tenemos que demostrar que si O<G<%} Y

O<b<ma,y a#b

se cumple que, i;<“ a+ sch)-sc g’rb >0

Puesto que la funcién CS$ es cdncava tenemos

que, £§.a~_'£'__cih< cskih que equivale a,

Sorcsp 2 5S¢ 1}"’,‘*‘

Por lo que bastara demostrar que,

) ,_
2¢s O + 2 €sa+ ¢s >0
En efecto,
e, Mg Mol _<sb(esarcsh)rcsalesarcsh)-4esaash
¢Gsa - 2c¢b  CsA+csh 2¢sa csb (csa+ €sb)

2
_(csaycshNesa+ csb)-4csa csb _ (cs & —csb) >0
2csa csh (csa+ esh) €sdcs a+ cgh)
Secante es una funcién continua, exepto en los puntos

xX= (2n+7) Wa

En efecto
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Cosecante es una funcidén mondtona decreciente en el intervalo

,%]. Inmediato de (79-D) y (92)

Cosecante es una funcidén convexa en el intervalo (O, T4]
Inmediato de (79-D) y (93)

Cosecante es una funcidén continua exepto en los puntos L=nT
Demostracidén anidloga a la de (94).

El dominio de la funcidn secante es la clase de los reales

diferentes de (ZM+1)W/2
Evidente de (4A)
El codominio de la funcién secante es la clase de 1os'y tales

que 4] S1
Inmediato de (84) y (86) y (89)
El dominio de la funcidn secante es la clase de los reales di-
ferentes de MTT
Evidente de (14)
El Codominio de la funcidn Secante es la clase de los V ta-
les que 1%121
Inmediato de (85) y (87) y (88)
Veadmos ahora como se demuestran las proposiciones que se re-
fieren a "argumentos" en alguna relacién notable y las rela-
ciones que corresponden a sus respectivos valores de funcién,
sin recurrir, como se suele hacer, a la intuicién gréfica.
Ejemplo 19
b—a e=/2 , implica $n b=cs a
en efecto,
b='"'/2, + & , Yy tenemos entonces,
SMb=sn( +a)=nR csa+ cSMasn a

Ejemplo 29 =1 cSA =(C§ a.

b+a =T Implica smbh=sn a

en efecto,

b= -0 ¢nb = sm(m-b)
=6nTC COA — CS T SmA = <-Sn Q) = $n 4 (0N OCSs
Las demés proposiciones de este tipo pueden demostrarse de
una manera analoga.

Citaremos las siguientes, que necesitaremos para la represen-



tacidén grafica de las funciones.

104 b-a=T  implica $n b=-s$na
105 b+ a=2w implica $nb=—8$na
106 b+ a=T implica Ceb=cc a

107 b—Q=7C implica ¢Ceb=-cca
108 b+oa=27T implica e b=-cca

DEFINICION DE LAS FUNCIONES INVERSAS

Debido a la periodicidad de todas las funciones goniométri-
cas éstas no son biunivocas. En estas condiciones para po -
der definir la correspondiente funcidén inversa debemos res-
tringir su dominio

Las funciones inversas recibiran las siguientes denominacio-
nes;

"Argumento cuyo $emo €S x' (aresm )

"Argumento cuyo Coseme €S X' (arceg X)

"Argumento cuya fm?ntt es X' (aretn x)

"Argumento cuya cofmgente es z"(and.’ x)

"Argumento cuya %ecante es x” (ares€ Xx)

Definiremos estas funciones de la siguiente manera:

109-D Y= arcsm X equivale a decir que, L=sny (-'5 SES
110-D ym arces X equivale a decir que, x=¢3% (0€%4 €¢m)
111-D y= arcti equivale a decir que, X=1%n Y (‘E(”j(%)
112-D Y= areet X equivale a decir que, x =¢t % (0<“j <1e)
113-D Y= arésc T equivale a decir que, A =%CY (0 sYsm,+%)
114-D Yy=arcee X equivale a decir que, X=¢Ce%Y éfs‘gs{-, #0)

REPRESENTACION GRAFICA DE LAS FUNCIONES GONIOMETRICAS

Es faeil conocer el comportamiento gridfico de las funciones
goniométricas a partir de algunas de las propiedades estudia-

das.



En cada caso indicaremos las proposiciones que nos informan

sobre las peculiaridades de la grafica.
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FUNCIONES COTANGENTE Y ARCCT.
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ISOMORFISMOS

'F'»g 14

Una interpretacidén de las funciones que hemos estudiado,

son las "Funciones Trigonométricas' definidas en el llama-

do "Circulo Trigonométrico", o, en un angulo

en "posicidn

candnica'" en un Sistemas de Coordenadas Cartesianas.

Una de las definiciones usuales de las Funciones Trigonomé-

tricas es la siguiente:
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(1) sm o.=,,'l‘. b e
(II) s o = P

l
[
(111) tn & =L i°h 1
(V) et avd 2o el
I ¥y

(V) = ssg -] Ve L 1/ x
N

(vi) ee a.-a,?.. 1}7“} "
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Dénde m=0P,%, (";‘3) son las coordenadas del punto P,

Comprobaremos que estas definiciones satisfacen los axiomas
y defipic¢iones™anunciados.

)
En efecto;

(I) satisface; (7-A) puesto que se trata de una relacién
univoca.

(Z'A) ya que '0" es la medida en radianes de un angulo.

(3-A) Puesto que M se toma siempre como positivo,y,|}igm.

(4-A) Porque para a=0, 4=0,

(5-A) Porque @=T7& 4=m. (7-A) Pporgue 5"‘(‘“)=—%.

De (8-A) existen diferentes demostraciones. La que daremos

estd basada en la invariancia de la distancia respecto al

Sistema de Coordenadas elegido.

Se condideran dos dngulos @ y b en posicién canénica ress
pecto un sistema X,Y . Se considera ademis el angulo b-a,
en posicidn candnica respecto al sistema X', ¥ . Se esco-
gen By R tales que OR=0R = m (fig 15) En estas con-
diciones podemos escribir;

A=mcSOh, Y =msna X,=m @S b Y, =m Snb

Xmm ., Y=0 Xi=m €s (b-a) =m M (b-a)

Resulta entonces; 2
0=d'-d'm (¢ 5 ‘Kx)’f 1 Rl A y- xl-xi - - Vi)



=m_‘&csq—est)"+(»‘a.—snb)"~h~<$(l-¢)}‘ Y
N =) = m[1+1-1-7 - Lesa esb
—2smasnb+ 2es(b-a))
=-csacsL—smasnb+ cs(b-a)=0
0 sea,

csCh=a)=csa ¢sh+ sma smb
De esta relacién es

facil deducir (8-A).

Figié
Es trivial comprobar la correspondencia entre las definicio-
nes (II), (III), (IV), (V), y (VI), con las (9-D), (44-D),

(45-0), (76-D) y (79-D).

Nos falta verificar (6-4)
En efectos;

De la figura 15 se defuce facilmente por semejanza de

tridngulos que, 4 _MN _ MN de donde Y<M °
G0 PR 208 = T M,

ma< tna
Ademas se puede inferir la relacién,

SMa < &< 't'\,a,

Dividiendo por sn a , obtenemos

1<L__<M

m a m a

que nos prueba la primera desigualdad de (6-4).

Ademis de a<Tth a deducimos;

Sp& 1. M
Qe esa luego P S a luego,
degta< WA
de donde
a 2 o (A
a(1-snta)< ' a , de donde @ < snt o (1)

¥ finalmente _&Z- < Vq‘+1
s :
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