
NOTAS MATEMATICAS

El Ejemplo de Volterra de Una Funci6n Diferenciable ~ el Intervalo
~) ~ Cuya Derivada No Es Integrable-Riemann

intervalo LO,l J
l,

suprimimos

Por
Luis Ignacio Soriano
( Dpto. de Matematicas,

convergente ~: J 1..=! < 1
los puntos del intervalo abierto

U.N. )

Consideremos una serie • En el
de longitud

con centro en el punto 1/2
i,que marc amos con negro en la figu-

ra 1. En el centro de cada una de 0 o-----.(II!!~!ll.'-J4•• ~-----
los interval os blancos se suprimen
los puntos de un intervalo abierto
de longitud R,../~ . Se continua en

Fig. 1

1a misma forma y se obtiene un con-
~1 s;'3junto enumerable de intervalos ~~

0 fll ( I W IJabiertos negros. El con junto de ~ R..z,/~
los puntos obtenidos al suprimir
los intervalos negros H, llama Fig. 2, se
e1 conjunto de Harnack, y ev iden t emen t e su medida es I - .e. La
uni6n total de los intervalos negros :

Ll = UrI:' ~....
es un conjunto abierto dense en [0,1] , donde ~~ es e1 enesimo inte~
va10 negro. El conjunto de Harnack, H, tiene 1a propiedad siguiente:

Cualquier sub-intervalo abierto de [0,1] contiene por 10 me-
nos un punto tal que existe una vecindad que no contiene punto
de H. ( es decir, tota1mente contenida en L).)
En efecto, a1 colocar e1 primer intervalo negro, S, todo
los puntos de l 0,1 Joson negros 0 est an a una distancip me-
nor que 1/2 de un punto negro. Al co10car los intervalos ~4 y
~a los puntos b1ancos est~n a una distancia menor que 1/4 de
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un punto negro y asi sucesivamente, de modo
que la distancia de los puntos blancos
a los puntos negros ser~ menos que
1/2n •

En &....=(~I P) definimos
una funci6n fn(X) como sigue:

t'>\ (d.) - 0

1,,(-x.) = (x-.f se'r\t~~d.}
en (d.1 ~]I

donde

Fig. 3

es el mayor valor de x que corresponde a un maximo de la funci6n
fn(x) y tal que est~ a la izquierda del punto f ' mitad del intervalo
(0. , P ), Si el valor de t,,(r)=S , entonces se hace fn(x) = g en el in
tervalo [f I 1"-) En el intervalo C!", p) se hace si.metrLca con respes,.
to al punto r como se mU~Btra en la Figura 3.

Consideremos ahora la funci6n de Volterra definida asi:
f(x) = fro(x )
f(x) = °

en S'I'I ( n = 1,2,3, .... )
en H.

Es evidente que l~ funci6n asi definida as continua. Ahara se va a demos
trar que f(x) es derivable en CO,l ) ,

para x E Cc/, (J La derivada de
f(x) es:

f'(JC,) -2 ('X.-~) ie,"~L.,(.)
- cos(~.,(.)

1+~x.-e
,---'--."

'7. e( 1t-dX

Cuando x. tiende a ~ por la derecha
f'(x) oscila infinitas veces entre + I,

Por la simetr!a con que construy6 la funci6n f(x) pasa 10 mlsmo para el

Fig. 4

otro punto extremo del intervalo, es decir, f'(x) oscila entre ~ 1
cuando x tiende a ~ por la Lz.qu i er-da ,

Consideremos ahora la derivada de f(x) en un punto ~ de H, Tene-
mos: iCY[ t-.4 x.) - f(?J)

,/I:.:.
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ya que -f('ll)= 0 • Si 'll+ II'X: es un punto de H, entonces f('~+t.x)= O. Si
'l'/-t- e x, pertenece a algun intervalo de Ll , entonces existe por 10 m~
nos un punto extreme del intervalo negro entre 'Z y "l+ .ll.'L. Sea € tal
punto extremo del intervalo negro, entonces se tiene:

ILlf \ <, (''2+ 4x.-et :< (..1x.t = .1:x:.~ 0
.Ilx. - L1:(. --.:1x. (l\x.~ 0 )

lue~o f' (x) = O.

La funci6n de Volterra f(x) es pues derivable y acotada en todo
e1 intervalo (0,1) • Pero cada punto de H es un punto de discontinuidad
de f' (x) ya que un punta de H es punto de acumulaci6n de Ll , en donde
la 08ci1aci6n de f'(x) e8 igual a 2. Como la medida de H no es cero ,
entances la funci6n f'(x) no es integrable-Riemann.
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