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Las soluciones de un sistema de E. O. D. forman un conti-
nuum. Sin embargo, un sistema fisico gobernado por tal sistema,
solo exhibe en general un nlimero finito de estados estables, 10-
pados bien por las condiciones iniciales 0 bien por haber lopa -
do el estado estacionario a la larga. Un pendulo, p. e., funci£
na con una amplitud bien determinada, siempre que al comienzo ~
pecemos con una amplitud suficientemente grande, pues de 10 con-
trario en corto tiempo volvera al reposo. Decimos pues, que en -
tre las infinitas soluciones de las ecuaciones del pendulo hay 2
particulares: el estado de reposo, el estado de oscilaciones so§
tenidas, las cuales son estables en el intuitivo sentido de que
otros estados vecinos a cada uno de los descritos, es absorbido
rapidamente por el mismo. La catalogacion y acondicionamiento de
estos estados de entre la infinita variedad de soluciones, cons-
tituye la teoria cualitativa de las Ecuaciones Diferenciales, d~
bida escencialmente a poincare,Bendixon, Lefstez, Trapunov, etc.

Por otro lado, la gran mayoria de los sistemas de e uacio-
nes diferenciales que gobiernan sistemas f{sicos son no-lineales
cuya teor!a cuantitativa global no ha podido establecerse. Sin -
embargo, para un computador es igual que la ecuacion sea lineal
o no-lineal, en el sentido de que los metodos numericos de inte-
gracion son aplicables indistintamente a ecuaciones lineales y



no-lineales.
Por este motivo surgen dos cuestiones:

(1) C6mo utilizar los resultados de 1& teoria cualitativa en la
integracion num~rica?

(2) C6mo utilizar las posibilidades de la integracion numerica
de las E. Do O. no lineales.
En esta nota queremos ampliar el sentido de estas cuestio-

nes, mostrando el problema del osci1ador trIodo de fundamer:tal
importancia para la Mecanica no lineal. Ilustremos e1 dispositi-
vo con el diagrama adjunto

R

b c
L..

El triodo arc consta de 'nodo a, rejilla r, c'to-
do c; Entre r y c existe una diferencia de potencial V (vol
taje de rejilla). Entre los polos a ~ b fluye la corriente l~

cion
(corriente de anodo). La " caraeteristica del triodo " es la fun

La..
L~=f<v),

mas 0 menos como en la figura
I

1-
IV1llclX
I
I
I vadjunta.

Un oseilador triodo puede por ejemplo obtenerse aeoplando
un cireuito oseilante al elreuito de pLaca , El dLagr-amahabla por
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sf mismo, solo que la inductoria ( dos ) est~n conectadas por u-
na induccion mutua negativa ( ~ > 0
tacion del circuito por "feed back".

que realiza la realimen -

Observemos que:
Carga en C, CV; corriente -. -t±:cv ; voltaje en L debido

ai, Lj;CCV) ; voltaje en L debido a ~o.., -M 1i' =- M ~
voltaje en R , R~(cV), voltaje de rejilla V. Sumando estos vol-
tajes obtenemos, en el circuito oscilante, 0 segUn la segunda
ley de Kirchkoff. Con un cambio de variable de la forma V =kx,
obtenemos la ecuacion del triodo en la forma

i. + ~(x) i + x: = 0 ~('X)= i (R - t fCx.)
Es de segundo orden Y llQ-lineal. La reducimos a Un siste -

ma de primer orden no lineal poniendo,
i=~
~ = - ~oo '1 - X

Ademas es un sistema autonomo, por no figurar exp1icitam~
teo

ALGUNOS RESULTADOS DE LA TEORIA CUALITATIVA

Sea e1 So A. en forma escalar

5:~= f./ (X', ;i', .. , ) x,.....)
,,~con t: definida en una region .d CRy 'dV continuas alli.

En forma vectorial puede escribirse
X = f eX)rv rJ/V

siendo p. e,,
• ( • f
'X, = 'X.rv )

;(2. ) ., . 1 i'n)
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1- Para cada pareja de valores iniciales to, "h pasa una y una sQ
la "soluci6n" x:,L= <pi.(t) cuyo intervalo maximal de def'f.nt.c t on
Ix: es I'YYI.. < t < 'm2 •

II- S1 :d'=ict) es soluci6n de 1m%:; '1Yl,< t<"'k.; tambien 10 es
• i, -

X\'= <f"ct) =f"Ct+C) de I"'x,; -m.,-C <t < m;z.-c

INTERPRETACION CINEMATICA: A cada soluci6n Ie hacemos correspon-
der el movimiento de un punta en el espacio n-dimensional defi
nido por la soLucLon , siendo (Xl J'" )..;; ) ER' y t el tiempo.
-+ ., .~
V =(X I ••• L) coincide con el vector velocidad en cada punta •
Ademas del movimiento tenemos la trayectoria del mismo. Si a ca-
da solucion Ie hacemos corresponder la trayectoria, perdemos in-
formacion por que olvidamos la d1reccion. Pues s1 tenemos dos 5£

puesto que no pueden cruzarse,
solo pueden coincidir pero una puede estar separada respecto a la
otra. Por esto a cada trayectoria Ie asignamos una flechao
111- Existen 3 clases de trayectorias: 1) las correspondientes a
estados de equilibrio. 2) trayectorias periodicas y 3) trayecto-
rias que no se intersectan.

L ~ l-Si <rCt) es soIucLSn 1""x. j 1'l'I.<t<trrl.2.) CfCt,)=r<t",).t;t.l.dllllr.

<tCt,) =r«+ t, - t,:z.) = ~i.Ct~+C) =Cf~(tJ.)= yi-ct2) ~ eplCt-t- c )=Cfht) de ill1frvcJo

maximal "~,-c < t < m~- c J para todo C ~ siendo los dos in
tervalos identicos concluimos que 1YYl,= - 00 ~
Entonces se presentan dos casos:

1112, = + ()()

) 'It ) etCt) = rf: E L1 independientemente de t 0 sea,
e1 punto (0.\ .. , I rJ:) no se mueve , Es un estado de equilibrio(Sin



gularidad).
2) :3 T >0) vt ~b(t+T)=fi:.(t) L=I) L) .. , ,'l'l.

y por 10 menos para un i ) \t, - t,2, 1< T (l(t,):f= Ij't(t,a,)

Entonces ~(t) es una solucion peri~dica de periodo T y 5U tra -
yectoria es una curva cerrada K •
1'1-Defir.icion. CicIo Limite (PoincaI'l). Es una solucion periodi
ca aislada. 0 sea no hay tryectorias cerradas e~_la vecindad de

K·
v- Estabilidad de un estado de Equilibria. Teoria de Liaporenov.

Para e1 S. A, ~=t(Sind.icamos con <PCt)~) la soLucdon con
vaLores iniciales t=O ~=~ 0 sea, 9'(0, ~)=I;
Def'Ln.lcLon , a. es estable-L ::i'i ~

IV

I.) 3f>0 .I~- ~l< r ~
t >0

Ii) Ve;o) 3~<f J Ik,- ~l<~ ~ If(t,f.)- f6 \< f.,

Un estado a.. estable~L es asLnt.St.Lcament.e estable si
IV

'Pet) ~) esta definida para todo

Ejemplo: Sea i =A~ un sistema lineal nomogeneo con coeficientes
constantes;si todos los valores de A tienen una parte real n~ga-

t ~0

o sea el astado de equilibria ~=O es estable-L yasintoticamen-
te estable.

Como caso particular sea LCp)z=o una ecuacion lineal homo-
genea de coeficientes constantes.



El polinomio caracteristico L('J\,) se llama"estable"si todas

sus raices tienen partes reales negativas. Sean elIas

?--~ = /AI + i ~}
Si LCp) es estable

=:I ~ ) 0 j f~<- c:J. ; J = I J J- J ., ') IJYt,

En este caso para toda so Iuct.Sn de la ecuaci6n existe til> 0 tal

~= f).2, .. , ,'1'\1-

que t~O
S >-jt

basta considerar una "so lucf.Sn fundamental" Zs=-C e )0

( I 'l'\ )TEOREMADE LIAPOUNOV.Sea ~ = 0.. I' • • I a. un estado estable

del S. A. Pongamos Xt.= et+.:1x.i' L=1J",/I'L. Sean ~r las nuevas

incognitas. Reemplazando y desarrollando en serie de Taylor se

obtiene.:. 1\ 'df"(a.) A ~ Rl,
,dX,,(,. = fl.o(o..)+L.)=l 'Ox.~ u'X.: + L=1J2) ... /Y1.

donde It es un infinitesimal de orden superior can respecto a las

inc6gnitas ( parte no lineal ). Por ser Cl un estado de equili-
'V

brio f"C~)= 0
Poniendo '0 f"'Co..)!?>rl - etJ se tiene:

~ 'Xi, = ,,11 d: Li xl + Ri,
LJ=1 )

Si todos los autovalores de A=(&j)tienen parte real negativa ~

es asintoticamente estable. 0 sea 3 CJ '> 0 J \ ~ - ~ \ < 0- ~

lepCtJ ~) - ~ I ~ l' \~- ~\ e-~t
"'"

Teorema - Corolario: >b es completamente inestable si cualquier

so lucf Sn 'f(t/~) que empieza en i '* ~ de la esfera Ii-~\<cr'
sale de la esfera y no vuelve. S1 todos los valores de A t1enen



parte real positiva

VI- Estabilidad de los ciclos Ifmites. g Sea X='fCt) un cf.eLo Ifmi-
N .

es completamente inestable.

t e Y K su tra.yectoria cerrada. K separa el plano en interior

y exterior. Comolas trayectorias no se interse~tan, cada una de

eLLas 0 es interior de K 0 exterior. Sa presentan dos ca so s mll

tuamente excluyentes. Puesto que tanto las trayectorias interio-

res como exteriores "adh1eren" espec1almente a K bien cuando t
~oo. S1 todas 10 hacen euando t -')00 el cl eLo Ifmi te se hace

"e s tab.Le", Si 10 hacen cuando t~-00 el cLeLo Ifmi te es inest~

b.le, Si las anteriores se acercan cuando t --7 -00 , las exteriQ

res cuarido t -'> 00

ESTA~l.E

el cicIo es semlestable.

IN'i:STABLt:... SEMI ESTABLE

VIlm Criterio para la existencia de un e.lcLo Ifmi.te. Sea <fct) una
so Iuc i Sn del'S. A. definida para t.odo t ~to y que permanece en un

conjunto cerrado y acotado f c zi . Un punto ~ sa llama punto 11
m.ite de (pCt) s1 existe una suce st Sn crec1ente to < tl < '" <tl'1< .. ,
con 11m~ = 00 tal que 11m<f ctn)=r. El conjunto Q de t,Q

dos los Ifmi tes de <pet) se dice el conjunt.c-Lfmt te de 'Pet).
E:3no vac [o cerrado y acotado. Si ~ E Q I ~ct~) 3 Vt y su tr,a

yectoria est~ contenida en Q • Si '!'Ct) es un estado de equili -

brio fct)-=.'X.o1 Q =. ':(.0 • Si Cpct)es peri6dica de trayectoria K
Q(<f) =K. Si K es trayectoria de soIucf Sn per Lcdl ca y <"pet) se



aeerea espeeialmente a K euando t --'t -{-00) K = S"?'Cf)
Teorema de Pof.ncar-e-Bendf.xon, Si 5G no contiene estados de equill
brio Q -= k y se presentan dos casos 1)~(t) es solueion perio -
diea y K es su trayeetoria, 0 2) la trayeetoria de l'"adhiere" a
K euando t ~+ 00
Aplicacion a la ecuacion del triodo.

Punto de vista eualitativo. En el sistema

el Unieo estado de equili brio es e1 origen:.( =- 0) ~ = 0 .
Linearizando el sistema alrededor de (0,0) obtenemos

de donde resulta e1 polinromlo caraeter!stico
it + ~(0) 'A.. + I = 0

que es estable si y solo si ~ (0) > 0 ,
° sea e1 est~jo de equilibria (0,0) es estable sl
y completamente inestable si ~ < ~ fCo)

Entonces por el teorema de Poincar~-Bendixon,

R >~ teO)- (a)
- - - - - - - _. (b)

eualquier trs,

yeetoria que no eontenga ese Unieo estado de equilibrio, 0 bien
sera eerrada y corresponder~ a una solucion periodiea 0 se ace~
car~ espiralmente a una tal soluci6n. ° sea, euando se eumple 1a
condicion (b) el oscilador es fuente de oscilaciones no-amorti -
guadas.
Punto de vista cuantitativo. SegUn 1a eleccion de 1a funcion
f(V) caracter1stica del triodo, el sistema admite uno 0 mas ei -
clos l{mites, cuya construccion, puede elegir acertadamente los
valores iniciales que a su vez conducen a soLueLone s periodlcas.
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Puesto que existe ~~a dependencia continua entre la solu --
ci on y las condiciones Iniclales, e1 var-Lar estas cambia el peri-
odo y dem~s caracter!sticas de la solueion.

Por tanto, el proceso de integracion se saben controlar las
variaciones de las condiciones iniciales e investigar la estabi-
lidad de la solucion periodica. Un famoso teorema de Liapunov --
Andeonov da criterios para ello; perc las dificultades numericas
inherentes al conjunto de los mismos, obligan al especialista en
analisis numer-Lco a idear criterios que inspirados en Los de Lis.
punov, sean mas faeiles de computar. Esto muestra un nuevo aspe£
to de la interacci6n entre la teoria cuaLitat.Lvay el desarrollo
del amilisis numez-Leo,

Sobra decir que, recfprocamente, siendo la ter!a de las e-
cuaciones difereneiales no-llneales escenciallnente cuali.tativa s

pues cada caso particular, en general merece un tratamiento sepS.
rado, resulta que la solucion numerica de dichas ecuaciones, a -
rroja mucha luz sobre los fenomenos que exhlben familias enteras:
de dichas ecuaciones.

p •10 anterior, unido al hecho de que para e1 computo poco im-
porta que una ecuaci6n sea lineal 0 no, muestra la aosoluta ne-
cesidad de desarrollar el Analisis Numericp sobre ampli.as bases
modernas, con miras tanto a las apLtcacfones practlcas como a las,
teoricas. En este campo se muestra elocuente e1 hecho de que son
los problemas tecnologicos la fuente genuina de los verdaderos:
problemas que animan la vida de las matemchlcas.

9


