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Las soluciones de un sistema de E, 0. D. forman un conti-
nuum. Sin embargo, un sistema fisico gobernado por tal sistema,
solo exhibe en general un nimero finito de estados estables, lo-
pados bien por las condiciones iniciales o bien por haber lopa -
do el estado estacionario a la larga. Un péndulo, p. e., funcig
na con una amplitud bien determinada, siempre que al comienzo em
pecemos con una amplitud suficientemente grande, pues de lo con-
trario en corto tiempo volverd al reposo. Decimos pues, que en -
tre las infinitas soluciones de las ecuaciones del péndulo hay 2
particulares: el estado de reposo, el estado de oscilaciones sog
tenidas, las cuales son estables en el intuitivo sentido de que
otros estados vecinos a cada unc de los descritos, es absorbido
rdpidamente por el mismo. La catalogacidn y acondicionamiento de
estos estados de entre la infinita variedad de soluciones, cons-
tituye la teoria cualitativa de las Ecuaciones Diferenciales, dg
bida escencialmente a Poincaré,Bendixon, Lefstez, Trapunov, etc.

Por otro lado, la gran mayorfia de los sistemas de ecuacio-
nes diferenciales que gobiernan sistemas fi{sicos son no-lineales
cuya teorfa cuantitativa global no ha podido establecerse. Sin =
embargo, para un computador es igual que la ecuacidén sea lineal
o no-lineal, en el sentido de que los métodos numéricos de inte-

gracidén son aplicables indistintamente a ecuaciones lineales ¥y



no-lineales.
Por este motivo surgen dos cuestiones:
(1) Cémo utilizar los resultados de la teorfa cualitativa en la
integracién numérica?
(2) Cémo utilizar las posibilidades de la integracidén numérica
de las E. Do 0O, no lineales,
En esta nota queremos ampliar el sentido de estas cuestio-
nes, mostrando el problema del oscilador trfodo de fundamertal
importancia para la Mecdnica no lineal. Ilustremos el dispositi=-

wvo con el diagrama adjunto

El trfodo a r ¢ consta de dnodo a, rejilla r, cdto-
do c; Entre r y c¢ existe una diferencia de potencial V (vol
taje de rejilla). Entre los polos a y b fluye la corriente im
(corriente de &nodo)s La " caracteristica del trfodo " es la fun
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Un oscilador trfodo puede por ejemplo obtenerse acoplando

un circuito oscilante al circuito de placa, El diagrama habla por



s{ mismo, solo que la inductoria ( dos ) estdn conectadas por u-
na induccidn mutua negativa ( M > Q ) que realiza la realimen -
tacidn del circuito por "feed back'.

Observemos que:

Carga en C, CVs corriente i,jicv s voltaje en L debido

s T;(CV) ; voltaje en L debido a {, , —M%%e. =_M#I%L)
voltaje en R | Rﬁ%GZV), voltaje de rejilla V. Sumando estos vol-
tajes obtenemos, en el circuito oscilantey, O segiin la segunda
ley de Kirchkoff. Con un cambio de variable de la forma V = kx,
obtenemos la ecuacidn del triodo en la forma
Z+9@r+xe=0 ; 9e=FR-F )
Es de segundo orden y no-lineal. La reducimos a un siste -
ma de primer orden no lineal poniendo,
%=
Y =—g0%-X
Ademds es un sistema autdnomo, por no figurar explicitamen
te.

ALGUNOS RESULTADOS DE LA TEORIA CUALITATIVA

Sea el S, A. en forma escalar
. 4 b n
TP it oty e )
5 A n £
con f definida en una regidn A C R y &3y continuas al1i.

En forma vectorial puede escribirse
siendo p. €oy



I- Para cada pareja de valores iniciales t.,, 5; pasa uma y una SsQ
la "soluecidn" X' = P“®) cuyo intervalo maximal de definicidn
Ie es m<tam,.

II-.81 IL=?}(‘C) es solucidn de I""‘z; M < t<m; también lo es

: i r
v__ @Y
X=Pu(t)=F(t+c) del,, ; m-C <t <cm-c

INTERPRETACION CINEMATICA: A cada solucibén le hacemos correspon-
der el movimiento de un punto en el espacio n - dimensional defi
nido por la solucidn, siendo (I',~“)£‘)6R1‘ y T el tiempo.
-\;=('i', .. -'I:n) coincide con el vector velocidad en cada punto .
Ademds del movimiento tenemos la trayectoria del mismo. Si a ca-
da solucidn le hacemos corresponder la trayectoria, perdemos in-
formaeidn por que olvidamos la direccibn. Pues si tenemos dos sg
luciones x'.’= ?':(t)) = "P’Ct) puesto que no pueden cruzarse,
solo pueden coincidir pero una puede estar separada respecto a la
otra. Por esto a cada trayectoria le asignamos una flecha.
III- Existen 3 clases de trayectorias: 1) las correspondientes a
estados de equilibrio. 2) trayectorias periédicas y 3) trayecto-
rias que no se intersectan.

Si ?l‘(t) es solucibn I, ; M<t<m,, ?L(t,)=?é(t,,),t,,.&du
P(t)= P+ t-t,) = ?°(tz+c)=?i(tz)=?f‘(t,)=) P+ c)=¢t) de inlervalo
maximal m-c<t< m,-c , para todo C ; siendo los dos in
tervalos idénticos concluimos que mM=—00 4§ M=+
Entonces se presentan dos casos:

VYt ) ?f'(t)= O.t €A independientemente de to sea,

el punto (a', ,dL) no se mueve, Es un estado de equilibrio(Sip



gularidad).

2) IT>0,Vt F@+T)=¢t) i=12,-m
y por lo menos para un  , |t,-Tul< T go‘:(-t;l)¢ P ()
Entonces ?"Ct) es una solucidn periddica de perfodo T y su tra -
yectoria es una curva cerrada K o
IV- Definicidn. Cf{clo Limite (Poincard). Es una solucidn periéddi
ca aislada, O sea no hay tryectorias cerradas en la vecindad de

K-

V- Estabilidad de un estado de Equilibrio. Teoria de Liaporenov.

Para el S.A. X={(9 indicamos con ¢(t,E) 1la solucidn con
valores iniciales T=0 X=E o seay, P(0,E)=E
Definicidn. a es estable-l, sis
i) estd definida para %todo
§F>o’\s_’(\l}‘<r pory P, E) p
t>o0.

1) Yeso, IS<p, [5-8I<S = 19t 8)- 8 |< e

Un estade & estable-{, es asintéticamente estable si

iii) !
Jo>p,15-8l<e = Jim|ee,e)-»1=0
Ejemplo: Sea ,3:(./=A§, un sistema lineal homcgéneo con coeficientes
constantes;si todos los valores de A tienen una parte real nega-

tiva,

ot €) < TIEIES Fad

osea el qstado de equilibric X =0 es estable-L, y asintbticamen-

te estable,
Como caso particular sea L(F)z:{) una ecuacidn lineal homo-

genea de coeficientes constantes.



El polinomiocaracter{stico | (») se llama"estable'si todas

sus raices tienen partes reales negativas. Sean ellas
B RV | Sl B, o
81 [L(p) es estable
Fd>0 i Pygdinig o Fala s m

En este caso para toda solucién de la ecuacidn existe M >0 tal
que —at
lect)l < me 520

( basta considerar una "solucién fundamental" Zs=-(-,s e

TEOREMA DE LIAPOUNOV. Sea %:(a’ ek a’,n) un estado estable
del S. A. Pongamos xL= cé‘-{- axt t=1,",Mn, Sean Ax,i‘ las nuevas
incégnitas. Reemplazando y desarrollando en serie de Taylor se
obtiene.
m ’DfC )
Al =5+l T30

donde R“ es un infinitesimal de orden superior con respecto a las

Axd +R L=12,. - ,m

incégnitas ( parte no lineal ). Por ser % un estado de equili-
brio 'S'-L(%)=o
Poniendo '3‘?:'(&3/01? o= L(-} se tiene:

axt Z’ A Ax’ + R
Si todos los autovalores de A=(Q))tienen parte real negativa @
es asintéticamente estable. 0 sea Jo >0, |g-gl< o =

-dt
P, ) -2l rlg-gle
Teorema - Corolario: & es completamente inestable si cualquier

solucién P(t,g) que empieza en 5_-.7: Q& de la esfera ‘%—%‘(0’

sale de la esfera y no vuelve. Si todos los valores de A tienen



parte real positiva ’0\.’ es completamente inestable,

VI- Estabilidad de los ciclos 1imites.: Sea ZCI:‘P(t)un ciclo 1{mi-
te y K su trayectoria cerrada. K separa el plano en interior
y exterior. Como las trayectorias no se intersectan, cada una de
ellas o es interior de K o exterior, Se presentan dos cascs mu
tuamente excluyentes. Puesto que tanto las trayectorias interio-
res como exteriores "adhieren" especialmente a K bien cuando t,
—>»e0s Si todas lo hacen cuando t— o0 el ciclo 1fmite se hace
"estable", Si lo hacen cuando t— —o00 el ciclo 1fmite es inesta
ble. Si las anteriores se acercan cuando { — —aso s las exterig

res cuando  — oo s el ciclo es semiestable.

pir

ESTABLE INESTABLE
VII- Criterio para la existencia de un ciclo 1lfmite, Sea @(t) una

SEMIESTABLE

solucidn delS.A. definida para todo T 2T, y que permanece en un
conjunto cerrado y acotado Fc A . Un punto KP se llama punteo li
mite de P@)si existe una sucesidn creciente To< )< SRS i
con lim $,=o00 tal que lim ?(‘t,,ﬁ:‘f). El conjunto G2 de to
dos los 1imites de P(t) se dice el conjunto-lfmite de P(t).

Es no vacfo cerrado y acotade. Si £ € ) ,Pt,E) aYt v su tra
yectoria esti contenida en - A ?’(t)‘es un estado de equili -
brio PEH)=%,, SBE’J% . SiQ(t)es peribdica de trayectoria K
\SEC(P)EK si K es trayectoria de solucién periddica y P(@t)se



acerca especlalmente a K cuando ¥ - + 00, K= Sa(?)
Teorema de Poincaré-Bendixone Siﬁ'a no contiene estados de equili
brio QEK y se presentan dos casos 1) @(t) es solucién perié -
dica y \< es su trayectoria, o 2) la trayectoria de‘?"adhiere" a
K cuando t =+ 00
Aplicacion a la ecuacidén del trfodo.
Punto de vista cualitativo. En el sistema

X =Y T=—3wy—x
el Yinico estado de equilibrio es el origen A= O) ’\3 =0
Linearizando el sistema alrededor de (0,0) obtenemos

=Y , 4=-30Y-x
de donde resulta el polinomio caracter{stico

N+ 3Or+1=0
que es estable si y sdlo si $(0) > 04

0 sea el estaio de equilibrio (040) es estable si R)%JKO)-(&)
y completamente inestable si R« _[(‘{\'_.9(0) ......... (b)

Entonces por el teorema de Poincaré-Bendixon, cualquier tra

yectoria gue no contenga ese finico estado de equilibrio, o bien
ser§ cerrada y corresponderi a una solucidén periddica o se aceg
cari espiralmente a una tal solucidn. 0 sea, cuando se cumple la
condicibén (b) el oscilador es fuente de oscilaciones no-amorti -

guadase

Punto de vista cuantitativo. Segfin la eleccién de la funcidn

£(V) caracteristica del trfodo, el sistema admite uno o mas ci =
clos l:fmites, cuya construccién, puede elegir acertadamente los

valores iniciales que a su vez conducen a soluciones pe;riédicas.



Puesto que existe una dependencia continua entre la solu -—
cidén y las condiciones iniciales, el variar &stas cambia el peri-
odo y demds caracterf{sticas de la solueidn.

Por tantoy, el proceso de integracién se saben controlar las
variaciones de las condiciones iniciales e investigar la estabi-
lidad de la solucidén peridédica., Un famoso teorema de Liapunov —
Andeonow da criterios para ellog pero las dificultades numéricas
inherentes al conjunto de los mismos, obligan al especialista en
anflisis numérico a idear criterios que inspirados en los de Lia
punov, sean mas ficiles de computar. Esto muestra un nuevo aspec
to de la interaccibn entre la teorfa cualitativa y el desarrolleo
del andlisis numéricc.

Sobra decir que, reciprocamente, siendo la terfa de las e-
cuaciones diferenciales no-lineales escencialmente cualitativa
pues cada caso particular, en general merece un tratamiento sepa
radoy resulta que la solucidén numérica de dichas ecuacionesy a -
rroja mucha luz sobre los fenbémenos que exhiben familias enteras
de dichas ecuaciones.

Lo anterior, unido al hecho de que para el cbémputo boco im-
porta que una ecuacidn sea lineal o no, muestra la absoluta ne-
cesidad de desarrollar el Andlisis Numérico sobre amplias bases
modernas, con miras tanto a las aplicaciones practicas como a las
tebricas., En este campo se muestra elocuente el hecho de que son
los problemas tecnoldégicos la fuente genuina de los verdaderos

problemas que animan la vida de las matemdticas,



