Una demostracidn del teorema fundamental del 41lgebra

Por: Leonidas Mouthon ( U, Ind. de Santander).

Teorema: Si ?(2) es un polinomio de grado n>,'l , entonces

tiene al menos un cero,

Demostracién: Primero demostramos la existencia de un cero del jo.9)

linomio P(Z_) cuando los coeficientes son nimeros reales.
n n-1
Sea P(2)= A Z +QZ 4o+ GuiZ+dn (Ae#0,00#0)
Pongamos Z =17 (ceS §+ L %N @), entonces podemos escribir

P(Z.)=%o Qn-x ¥ (cos k6 + Lsenm k9)

. m
k s Kk

=) OpyT cosk® + i) Opyl Sem kO

k=0 K=0

» m
Hanemos A =) fpy ¥ osk® 7 B=Y apyT* sem ko
k=0 k=0

Formemos la funcidn V=arctg% vy derivémosla formalmente con resg

pectoa ¥ y @ , entonces:

A2 aA
o = 5% ST = 01, )
A‘+ B
v - B
%_9 = A‘+ B‘% = %0ry0)

Consideremos la regidn OST‘SR, 0 €8 ¢£2m y supongamos que
Az+ B"rk 0 para cada valor de R . En esta regidn las funciones

$Cr,0) ¥ 3(r, 9) son continuas y ademés %ie = %7?.- en efecto.
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Bz('sA%B +A3ne 'ane)+2AB( -%%%%_)=13-
A+ B ) b

Como K(r, 9)=-%% -%—?\' es una funcidén continua en el recinto

0<Y R 0 < 6 < &mr entonces se debe tener que
S ) -

1) C: g: h(r, 6)drde = §f S-jwkCr, o) do dr

Pero, calculando separadamente las dos integrales repetidas, tg

nemos

g‘: g:—wh(r, 6)de dr = gf £ 93]2’: dr

=g:@ Q. kT Cos keX§ k Qn.ﬂ'h s ke) (i a,,.kr sen ke)

A"+ BY A‘+€‘
n g ko*m-kT 9"‘ k9>]d
= SR (}ganﬂ“x;k QT @: am-k‘xxz_ k Q™)
° A* + B‘ =

Por otro lado,

¢ h(r, )‘h-49= g,wg(r,eIde=i:(%<kre)'%(°'e))de >0 en efecto

2300, 0) = (_Zh.ag"‘"‘r cos ke)( Z:::: k Qp-k ™ cos 0)
A*+ B>

0 \ T S Tsen ko X Zo ¢ Aoy ™ sem k)
A + B*

es decir

%(n 8)= m a T‘?m-}— monomios en r de grado menor que 2n

a% ‘|~2m+ monomios en r de grado menor gque 2n
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asi que
lim =
T>eo % (T', e)

luego dado 0 < £ < | 5 existe un nimero N tal que %(T,G)é ('n—E)n
+E) para todo T >N.
Si fijamos R SN tendremos entonces que %CR,6)>’N-E; 300,0)= 0

ya que T aparece como potencia )1 en cada monomio del numerador
de %‘(T;Q) y en el denominador aparece el término Qn v en los o-

tros monomios la potencia de T es mayor o igual a 1.

4(R,0)-300,0)>n-¢

Luego 2w 2

go (@@;6)—3(0,9))019 >g (m-£)de = (m-£)2a®™ >0

)

Como los valores de las integrales repetidas en (I) nos resulta-
ron distintas, esto nos indica que la continuidad de la funcidn
h(T, 6) debe fallar por lo menos en un punto Z, y en este punto
debe tenerse que

2 2

AN+B=0 = A=0,B=0 = P(z)=0
Consideremos ahora P(z)= Qo Z™+ ** + OpqZ+ Ry (Qo 0)
un polinomio de grado n con coeficientes complejos.
Sea Q(z) el polinomio de grado n y cuyos coeficlentes son los
conjugados de Qi’( vt=0, M)

n = -1 -

El polinomio R(z)=P(z)Q(z) es de grado 2n y tiene coeficientes

reales, en efecto

R@ =(%2"+ - + QpqZ+ 0 XA 2"+ + 0 2+ Cn)
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=0, T, 2"+ (0T + 4 T,) 2™ 1+ (00 Gt &, 0,+0,T) 2™

£ -k
v (f e

=0

* 4 OmQm

Como el polinomioR(z) tiene coeficientes reales, é1 tienme por lo
menos un cero, digamos Z,, es decir Q(zo)P(zo)=0 y esto Gl-
$imo implica que Q(ZN=0 o P(z)=0

si P(z2,)=0 entonces Z, es un cero de P(x),

81 Q(Zo)=(0 entonces 7, es un cero de Px),
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