
Una demostracion del teorema fundamental del algebra

Por: Leonidas Mouthon ( U. Ind. de Santander).

Teorema: Si P (l) es un polinomio de grado n~1 , entonces
tiene al menos un cero.

Demostracion: Primero demostramos la existencia de un cero del ~

linomio 1?(~)cuando los coeficientes son nlimeros reales.

Sea Pll)=o.oZ.°+<l1ln-\ ... +Oo-tl+On (a.o~O/Ql\10)
Pongamos Z= I' ( ce s e + GS'€'I'I e), entonces podemos escribir

P(z..) =f. 011-11: ,I< (GOS ke + L'i>en !dn
~·o

=f D.'I1_k r" GO.. ke + if o.-n-k rk' Sf'l't ~e
k=o K::O

III

B =L ~I< ,k sen ~e
\(::0

'"A =L o."-k rk CDSlee
k=O

'J
Llamemos

Formemos la runct on V =O-rct9~ Y derivemosla formalmente con re~

peeto a T y e , entonces:
oV A* -B oA
......'t' - 'T ~Y' = fer/ 9)
Q I A~+ 84

:aY = A~ -"B *
~6 A2.+'B~ =~(r,e)

Consideremos la region 0 ~ r ~~) 0 ~ e ~,2-n- Y supongamos que

A2+ 641= 0 para cad a valor de R • En esta region las funciones

~(r,e) y ~(rJe) son continuas y adema s ~t= ~~ en ef'ec to ,

1t - -N*~ +B'"~* +A'(A~B-'~Ht-B~)
(g -to B:l.):lJ
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Como h(T, e)=~~ -* es una funcion continua en el recinto

O ......y. .....0 0 ~ e ~ Jt"Tt' entonces se debe tener que
~\~"') ~ ~

(1)

Pero, calculando separadamente las dos integrales repetidas, t~

nemos

=:) (_ (A",-Ic T'\oskeX~../ Q.Tl-k!-~s ke) (tlla.n..k tl\ ..-n ke)
() A)" + 6 - N' ...'01 .aT

X (- t. <a."..r""J... ke}r
=)R(to....,lxtka.."r)-(ta.....{XVo.-r~l) I 0

o ~+~ ~r=O
Por otro lado,

rw-~ h(r, 6)drcle = t""~(r,etclEl=rCSCR,9)- ~(o/ln)d9 > 0 en efecto}o )0 )0 ~o 0

~(r e) = (L.c:a.k rkcoske )( L~o k a."-k r\( coS 6)
) ;. Al + 6~

.,. ("[:0 o.'II-k '~S&f\keX L~o k ~k ,I<Se'I'I k 6)
P( + B~

es decir

~(r,e) /}'\ If.; il'"+ monomios en r de grado menor que 2n

at r~+ monomios en r de grado menor que 2n
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asi que

lim ~ Cr, e) = 'nor...,.-
luego dado 0 <. E.. < 1 s existe un nUmero N tal que 'aCt,9)E: (-n-€.) 7l.

-+ e.) para todo r"> N.

Si fijamos R >N tendremos entonces que ~CR,a) >'n-t:) ~(O, e)= 0
ya que T aparece como potencia ~ 1 en cada monomio del numerador
de ~(r)e) y en e1 denominador aparece el termino Q~ y en los 0-

tros monomios la potencia de I es mayor 0 igual a 1.

Como los valores de las integrales repetidas en (I) nos resulta-
ron distintas, esto nos indica que la continuidad de la funcion
h(~ e) debe falIar por 10 menos en un punto 20 y en este punto
debe tenerse que

A2+ B).=O =9 A-o, B=O ~ P(Zo)=O

Consideremos ahara PCz) = 0..0 Z'Yl+ .,. + 0.11-1 Z + ~1l ( Q,o:fa0 )

un polinomio de grado n con coeficientes complejos.
Sea Q(z.) el polinomio de grade n y cuyos coeficientes son los
conjugados de CAL( i= 0) .. ' /Y\,)

Q(z) = ao zll1.i- a, z'YI-\
El polinomio R(z)=PCz) QCz.) es de grade

+ (f'n-1 Z + (A",
2n y tiene coeficientes

reales, en efecto
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= Cl.o ao rff'L -t (ao o. + 0.1 0.0) Z:M'l-1 + (0.0 ~ + 0.0 o.~+~I 0.,).j;'4,

1" '" + (i a. a. .) r:+ ...
~=o L k-~

... + o.'Y\~

Como e1 po1inomio~(z) tiene coeficientes rea1es, e1 tiene por 10
manos un cero, digamos Zo , es dacir Q (zo) PCZo)= 0 y esto ul-
timo 1mp11ca que O(Zo)= 0 0 'P(Zo) = 0
S1 P(zo) =0 entonces '0 es un cero de PCx.),
Si Q ("z.o) = 0 entonces ~ es un cero de PCXo).
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