Una observacidn sobre el teorema de la integral de Cauchy
Por: Bernard de Jong (UNESCO)

El teorema de 1 integral de Cauchy dice en una de sus for-
mas mas sencillas:

Si la funcién F(z) es analftica en el recinto simplemente
conexo G, cualquiera que sea una trayectoria cerrada y simple,

C, contenida en G, es:

SF(Z)JZ =0
9
Se puede extender el teorema de la manera siguiente:

Si la funcidén F(z) es analftica en el interior de una tra =-
yectoria cerrada y simple C, y continua sobre C ( con respecto a
C y su interior), se cumple:

jF(z)o(z =0

Hans Heilbronn did una demostracién de este tecrema, usando
transformaciones confcrmesl.

Theodor Estermann presentd una prueba con medidas mas senci
llas, usando todav{a la teorfa de integracidn de LebesgueZs

Aqui se sigue una modificacibén de la prueba de Estermann, u
sando medidas elementalgs solamente.

C sea definida por
x = _F(u) para Q.sx \< b (IS [Q)b))

y= 3
siendo §(W)y Q(w) funciones continuas en Iy de variacién limi-
tada,
Ademds se cumple f(q):#(u,‘)ﬂg(lghg(u‘)para ( y solamen-
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te para) W,=Q 4 u2=b

Para cada n €ly243yese) subdividimos el intervalo I en
subintervalos In,\" (de longitudes iguales):
a+(b-0)2M(r-) < W g a+ (b-a)gMp
r=1,2,3,...
Definimos Kpp (x) =1 si f(Wasume el valor x en Ipp
=0 si f(wno asume el valor x en Inp
Evidentemente Ky p@)=o0para x < min(n,r)
= |para min(n,r) ¢ x ¢ max(n,r)
=oOpara x » max(mr), siendo
min(n,r) y max(n,r) el minimo y el mdximo respectivamente de §(u)
en el subintervalo cerrado
a+(b-a)2 (r-Dgug a+ (b-a)™r
Es claro que la funcién on
Kn(x) = h§ Kn"p (x)
es una funcién escalera e indi-
ca gn cuantos intervalos In)f' de la subdivisién de I con 2" sub
intervalos la funcién {(Wasume el valor x.
Ademds es claro que I(n,“ (x) 2 Kn(x) , ¥ aue
Kn(®)=0 para x ¢m, y
para x P M,

siendo m y M el minimo y el mdximo respectivamente de la fun
cién fQWen I,

Tenemos + oo on

M
gkn (x)dx = f K, (x) dx = 2 (max(n,r)-min(n,r))
- 00 m

Prw/
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De la variacién limitada de la funcbn §(U) sigue inmediata

mente que existe un nimero positivo N, tal que
2'1

L (max (nn) < min(nm) < N
Observamos gﬁé los puntos extremos de los intervalos en los
cuales Kn(x)es constante, forman un conjunto finito para cada n.
Por lo tanto el conjunto de los puntos extremos de los intervalos
en los cuales Kn(x)es una constante para n = 1,2434..s forman un
conjunto enumerable e,,eaies) e s
Consideramos ahora la funcibén K(X) (definida para cada x)

que indica el nimero de veces que -{-’(u) asume el valor x en I,

Tenemos Lim Ka(x) = K(x) porque
n = o

a) para un x tal que K(¢)= 0 todos los Kp(X) =0
b) para un x tal que K ()= todos los Kn (x) =)
¢) para un x tal que K(x)=t existen exactamente ¢ valores

diferentes V,, V,, Vs, ¢+ Uy en I, tales que -F(UJ = X.

Sea d el minimo de todas las distancias entre dos valores
V; . Ahora, Kn(X)= % para " d , ¥ entonces lim K,(x) = K(x)
d) para un x tal que K(X)= ® existen para cada niimero naturalt

valores diferentes v,,V,,%,..-, U, en I tales que §(Uj)=zx. Sea

5
el mfnimo de todas las distancias entre dos valores de U; « Enton

ces, para cada t tenemos Kp(X) 2 ’(Z,

si se cumple E-ns A({‘,) , en otras palabras
lim Ky (x) = @

n o> ©
Ahora vamos a comprobar que para cada é (pesitivo) existe un
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nfimero x tal que ninguna de las 1fneas rectas x=x+J§(7e 2Z)
tiene un nimero infinito de puntos en comin con C.

Suponemos lo contrario, es decir ningin nlmero en el integ
valo () £ 1(9 sirve como ntimero X,; entonces ciertamente nin -
gn nimero de intervalo cerrado 0g1$% sirve.

En otras palabras, para cada E, de este intervalo existe un nime
roentero j = +(8) tal que la 1lfnea recta XL== (3:21-3({)5)
tendrd un nimero infinito de puntos en comin con C. Por conse -
cuencia existe un n=n(=) tal que Kn(Z)> l_osﬂ- para n = n(=)

Siendo ky(X) una funcidn escalera, no solamente k, (=)(x) >
L%N(x:_:_)sino para todos los x en un intervalo = -d < X< E+?_

Si = es un punto interior de este intervalo, asociamos
con = este intervalo. Si = es un punto extremo de este in-
tervalo, es decir = es un punto de E’,L , mencionado anterior-

=_$S &

mente, asociamos con = el intervalo = —=2—: Tt = =
’ = = 50 <* <=7 0@

Asi pues, podemos también asociar de manera Gnica, con cada
punto 'g del intervalo 0 sx.&-i: un intervalo de la forma £ — A
<'I.<§+F (tipo A) o un intervalo de la forma N(igl%/w(;ﬁ.))(tipo B)

En ambos casos E, es un punto interior del intervalo que a=-
sociamos con £.

Seghn el teorema de Heine-Borel basta un nimero finito de
estos intervalos para cubrir el intervalo QX < . 7

Ia longitud total de los intervalos del tipo B es menor que

o
ZfFl IO(ZL) — S/IO " Por lo tanto la parte del inter-
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valo 0 <X < 8/2, no cubierta por intervalos del tipo B ( y
por consecuencia cubierta por intervalos del tipo A ) consiste

de intervalos con longitud total a lo menos S 1—% 10

Sean estos intervalos ( tipo A )
S N N
Sea m(-‘) el mdximo de los nfmeros M(Z), (=), ;m(Ep)
entonces para n;n(_—_) tenemos

10N

en todos estos intervalos Kk, (%)> —=— S
La contribucién de estos intervalos a la integral

SOO k,\(_:_‘) () dx  es mayor que % Losﬂ=4-N lo que con =

tradice que el valor total de la integral es menor que N.

Ahora podemos S®8Ulr con la prueba del teorema de la inte -
gral de Cauchy como usual.

H sea el conjunto formado por C y su interior , Dado cual -
quier g positivo, se da un S (con 0O< S<1 ) tal que
\F(Z)—F(Z&\(ﬁ siempre y cuando
|g — z°\<28 (z, Zo en H) en virtud de la continui -
dad uniforme.

Como acabamos de comprobar,existe un X, tal que ninguna de
las 1lipeas rectas X =X, + (}S (j =0,1,2, ,=1,=2, " )
tiene un nimerc infinito de puntos en comin con C

De la misma manera existe un %o tal que ninguna de las 1i-
neas rectas "3:"30 + &S tiene un nfimero infinito de puntos en

comin con C. Los dos sistemas de lineas rectas dividen el inte -
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rior de C en un nimero finito de recintos, teniendo cada recin-
to como frontera una trayectoria cerrada simple: C; ,Cp yee.,Cgq

Si orientamos todas lgs curvas en sentido positivo, tendre

mos gc Fz)dz =ZLS=| SCLF(Z) dz

Suponemos que las primeras q curvas contienen partes de la
curva C; entonces las demds son cuadrados, completamente dentro

deC. Para tales cuadrados ya vale el teorema

Sc_ F(z\ d2 =0 5 de manera que tenemos:
[

_st g
ScF@dz =7 § F@1dz
Sean Q Y ﬁ-b las longitudes de C y de las curvas CL res -

pectivamente, entonces
Tib-d <48 '
b= L~ < 4‘ Vv siendo )) el'numero de los cuadrados

(formados por los dos sistemas de lineas rectas) que contienen
puntos de C.

Un segmento de C con longitud S no puede tener puntos en
comiin con cinco o mas cuadrados. (Entre cinco cuadrados siempre
hay dos con la propiedad: La distancia de cuaguier punto del uno
a cualquier punto del otro es mayor que 8 ).

Por lo tanto un segmentc con longitud menor que S puede
tener puntos en comin con a lo miximo cuatro cuadrados.

Se puede subdividir la curva en [Q/Sj-f-’] segmentos, cada
uno con longitud menor que § . Pues Vsﬁ‘-([—%]*.?)& isz-+4/- y

'§Q~U<@+?S(§£+4)=:7£+16Ssm£+le
=1
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Cada uno de los puntos de C;, tienen distancia menor o i-
gual SV <2,S Por tanto, si seleccionamos sobre Cb un pun-
to z, cualquiera (para cada i), entonces para cada z sobre C te

nemos:

lz-z;|<2% |F@ -Fap| <g  Pues

|§, (Fo-Fandz|<el, 7
13

\Z;l gCL(F(Z)—F(zr)) olz\ <E Zl,ﬁa < e(nir16)
Al otro lado (usando gC_F(ZL) dzzF(ZL)S‘CLdZ =O) tenemos:
122§, F@-Fanda| =2}, ( F@dz|
=122, . Fadz|=|( Fadz|

Por lo tanto

l gCF(Z) dz ‘ <& (' 1 2+ 1 6) para cada £ positivo.

Entonces gc F(z) dZ =0
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