
� CRITERIO ~ ~ CONVERGENCIA ~ ~
INTEGRAL IMPROPIA

Por

YU TAKEUCHI
(Dpto: de M.tematicas.U.N.)

1. INTRODUCCION
See {f( x)} = S el conj unto d. las funciones continuas y cre-

cientes tales que

lim f(x) ...CO
x-GO

Se trate de estudiar la estructur. de la convergencia de la int~

fllO d: x
f(x) (1)

Si f(x) , g(x) E S . entonces 1es integrales J~l/f(X» dx

J(~/g(X» dx convergen 0 divergen simultaneamente si

y

Por 10 tanto es convenient. establecer una equivalencia de fun-

ciones d. acuardo con la condici6n (2).

DEfINICION 1
i) Si f(x) • g(x)(~ ~)setisfecen le condici6n (2), entonces

f(x) es equivalente a g(x) y .e escribe:

f(x) rv g(x) (3)



Nota. Esta definiei6n de la equivaleneia es distinta a la de

la equivaleneia para el desarrollo asint6tico, es decir,

fN 9 si f - 9 = Q (f)

ii) 5i
lim f (x ) = cf) ( 4 )
)(·~dl g(x)

entonces f(x) es MUCHO MAYOR que g(x) y se nota

f(x»> q Ix ) o g(x) « f(x)

Nota: 9 es despreeiable del ante de f. [(2)]

El siguiente teorema es evidente. [(1),(2),(3)]
TEOREMA 1 ~ ~

i) 5i f rv g, entonees J(l/f)c1.x y J(1/9) ax

o divergen simultaneamente.

ii) 5if,.. g. ent one es 1a",eonverg encia de J711 g) d."
la convergeneia de f II f) d x , y la divergencia

f~l/f) d « impliea la divergencia de la otra.

TEOREMA 2

convergen

impliea

de

i) f rv c f , (e es una constante) .

ii) 5i f ('..) 9 Y 9 (,oJ h entonces fN h .
iii) ss- f rv 9 entonces 9 rv f •
iv) 5i f > 9 Y 9 » h entonces f » h .
v) 5i f » 9 entonees f.h » g.h

vi) 5i f » 9 y h~ k entonces f + h >- 9 + k .
Demostraci6n:

i),ii),iii),iv),v) son evidentes.

vi) 5i f ~ 9 Y h» k , entonces
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lim f(x)
)(~DO g(x)

-00 h(x)
k(x)

-cD

es decir, dada M existe Xo tal que

f(x) > M
g(x)

h( x) > H
k(x)

para

luego, f(x) + h(x) > H( g(x) + k(x) ) • 0 biqn ,

f(x) + h(x)
g(x) + k(x) > M

~ es un conjunto semiordenado con la DESIGUAlDAD • ~ ., pero
nO as un conjunto perfectamente ordenado ya que existen f, 9
no-eollparables.
EjellDlo:

~ ~ n! -vn "f(x) nl + ( x - n! ) para n! S x + . n.
f(x) = (n + I)! para n! + Vn . nr ~x ~(n -t. I)!

(n = 1, 2, 3, 4, ...)
g(x) = x
Evidentellente f(x) , g(x) pertenecen a ~ y, ademas.

lim
x_1IO

f(n!)
9(n!) • 1

f(n! + Vn • nf)
a:

9(n! + 'f"7ri!')
lill (n + I)!
)(-+00 n! + yn I'• n. -co

Como la convergencia de la integral

es decir, , y 9 no son comparables de acuerdo can la definici6nL

illpropia /71/f(X» dx
IlO

serie L: 1/'( x) • basta
es

equivalent. a Is convergencia de la saber
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los valores de la funci6n f(x) en x=entero para el estudio de

la convergencia de la integral impropia, por 10 tanto, se puede

suponer que f(x) es derivable (0 infinitas veCBS derivable,o r~

gular a trozos) ya que modificando los valares de f(x),(x = ent~

ro), siempre se obtiene una nueva funci6n derivable. En las sec-

ciones siguientes se supone que todas las funciones son regula-

res a tr020S (la derivada es continua exceptuando un numero f1

nito de puntos en el intervalo finito).

2. EXTREMO SUPERIOR

{ 9(x ) , f" (x) , n = 1, 2, 3, ... }

una sucesi6n de funciones de S tales que

Sea ( 6 )

es decir

o lim
x~co

= 0 (para todo n) ( 8 )

De ( 8) , existe una sucesi6n creciente {an} tal que

fk (x) < g(x)

k-ll} cuando x">'at<. ( 9 )
f/(.(x) > flo ( x ) ,(h = 1, 2, ...,

Ahara sa define una nueva sucesi6n de funciones {< (x)} de la

siguiente manera:

< (x) = Min ( 9 (x) , f (all ) ) ,cuando x s ak } (10)
f: (x) fl((x) cuando x ~ a/(

Evidentemente
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0 eS •f... , fitrv fl( y

f· 0 0

It
« flCH fIC <: 9

Adem~s, de acuerdo can Ie for••
0como flC.(x) fu6 construida, 88

obtiene:
o 0fl((x ) ~ f~+l ( x I

f: (x) ~ g( x)

(para todo k y x.)

} (11)

, (para todo k.)

fig. 1
De (11), 18 sucesi6n {f;(X), k. 1,2, ...} converge 8 una fun-
ci6n gO (x);

(12)lim
K~CO

Esta funci6n satisface las siguientes propiededes:
i) f: (x) ~ gO(x) J::: g(x) para todo x

}ii) fO <: gO para todo k (13 )...
iii) gO (x) r:=0( g(x) )

Demostraci6n:
i),iii) son evidentes.
ii). De i) se tiene;

entonces

(para todo k)

( x --+00 , k fijo)
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ItS deeir o 0
fl< « 9 (para todo k.)

TEOREMA 3

Dada la sueesi6n (6), existe una funei6n h(x)€ S tal que

h « 9 y f~ « h (para todo k v )

Demostraei6n:

De aeuerdo eon la diseusi6n anterior, S8 puede suponer que

, para todo k y x.

5e puade construir una sucesi6n ereciente {an} tal que

x ~ an impliea

ya que g» ~+1 .5e define una funei6n h(x) como sigue:

(16 )

n 1, 2, 3,

5e obtieneg
Qnfoi - xh'(x) =
QJlfo{ - OJI

as decir, h(x) es ereeiente , 0 bien. h(x) 6 ~

Evidantemente

fll(x) c:: h(x) <: fnH (x) euando x e [a17 ,anH]

fnH(x) -< h(x) <:: ftl+2(x) euando x e [QnH ,an,+:2]

luego J h(x) > fnH (x) si x ~ OnH
fn (x) fl"l (x)

entonees h » f", para todo n.
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Tambien,

~ n si xe [a" ,anH]

luego

"'co , es decir • g » h

Este teorema nos indica que 1a 8ucesi6n creciente y acotada NO
tiende a un limite de acuerdo con la"desigua1dad" ~. Is ausen-

Ejemp10 2
~_.!

fir (x) • X k

.(x, · X J (17)

9cia del extremo • II IsuperJ.or••••

Se define h~(x) parametricamente x
Ol'l anH

fig. 2

] (16 )

como sigue:

y "" h~ (x)

-t+~
X = t , tEO (o,~ )
y .. tot _ 1 .()\.> 0)

entonces

h;\ ( )() • dy/a.t l (log t + 1) .10g t + 1 ~A
dxldt tH>..(log t+ 1 +('~/t» log t+ 1 +(~/t)

lim g{x) lim 9 I (x) lim log t + 1 + t~/t) ? '" CO_D D

)(+ClO h~{x) x-.co h~ (x) t....co log t + 1
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h,,-(x) h~ (x) (log ) -~
lim lim lim t + 1 t- = =.x~CXl fK (x) x-+co f~ (x) t_GO (log t+l+ (?-/t) ) (1- (11k) )t-ft~).)

(log + 1)
(t~i\_A)

lim t i CO
t~GO (log t + 1 + (il!k» (l-(l!k»

es decir,

fIC « hA « g .para todo k y 1\..

Tambi~n

h)\. « hf 5i A >fC .

3. ELEMENTOMAXIMAL

5ea Sc el conj unto de las funciones de S tales que la ill

tegral jCVO!f(X» ax converge y Sd el cenjunto de las fun-

ciones tales que la integral jf.l!f(X)) dx di\\#erge,entences,

evidentemente.se obtiene

, (19)

Ademas, cualquier funci6n de Sc es ~ MAYORque cualquier

elemento de Sd· (Sc »S d i.

El siguiente teorema nos dice que NO existe el elemento

MAXIMAL'de Scl ; la DE5IGUALDAD" » " no admite la existencia

del extreme superior del conjunte ACDTADD~do

TEDREMA 4

i) 5i f 6 Sd' entonces existe

ii) 5i f e Sc, entonces existe

9 G Sd tal que

h e Sc tal que

9 •
h « f •
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Demostraci6n:

i) Si f fa Sd . entoncBS
~1lO 1 / f'{n )Lnw1

(20)

Por 10 tanto existe N(l) , N(2) , N(3)
~N(1)
L 1 / f(k) > 1

\<-1
~Na+l)
L.. 1 / f(k) > 1

Kz=Pi(i)H

• ••• ,tales que

• (i-I, 2. 3, ••• )

5e define una funci6n g(x) como sigue:

g(x) '"f(x) si x~ N(l)
g(x) • (i + 1) f(x) si N(i) + 1 .c. x .c: N(i + 1)
g(x) II: i + x - N (i) f(x) si N(i)~x .c:: N(i) + 1

( i - 1, 2, 3, ••• )

EntoncBs se tiene
co M(~) IlO (NCi+t> )

L.'l g(~l • L...9~k) • ~'I L•..<,Jrr
· r"'''' ft.l •r t+lrli+"rho ~r~·'"

ICc1 i-i k=N({)H ,at

luego,la integral !(1/9(X» d» diverge e 00 •
Evidentemente

lim
x-co

.. lim
, .... co

( i + 1 )

ii) Si f(x)€Se • entonces
~

\ 1 A«oO).
Ln:1 """'f(;)
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forma:

Anora 8e determinan N(l), N(2), N(3), ••• , en la siguiente

en generalIN(iHJ
k,=N(l)+!

5e define la

_1_
f(k)

funci6n

hex) 2- -3 f(x)

-a.~ ? (A -as -Q, - ••• -a, )/2
l+~

hex) como sigueg

, para x ~ N(l)

.
hex) _( .;-)'[1 - %(x- N(i» ] f(x) ,para N(i) ~ x~N(i) + 1

i+1
h (x) .. ( ;) f (x)

Entonces se obtiene

,para N(i) + l~x ~N(i + 1)

De (21) se puede demostrar facilmente la siguiente desigualdadg
k

Qk+1 s A / 2
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Par 10 tanto
flO( 1/g (x) ) d. x converge y.ademas, 9 <: f

x <: x10g x « x log x 10g10g x <: •••

pertenece a Sd. En general, si f( x) EO Sd entonces
x f(log x) e Sd . ya que

e&

J ax
• x f(log x)

( B --+00 J

Como el ejemp10 3 • 51 se puede demostrar la siguiente relaci6n:

f(x) ~ x f(log x) (23)

este es un m~todo practico para obtener otra funci6n ~ MAYOR
que f(x) que pertenece a Sci • Pero si La sucesi6n de funciones
(22) convergiera a una funci6n limite. la cual ya no cumpliria
Ie DE5IGUALDAD (23).
En las siguientes secciones se va a estudiar Ie substituci6n

x f(log u + x» •

Nota: Para evitar 1a dificultad en el punto singular de la fun-
ci6n logaritmica • es conveniente tomar loge 1 + x) en
lugar de log x •

EiemDlo 4

5i f E SeA. entonces
)(

= f(X)! ~
f(t)

partenece e Sd s»

Damostraci6n:
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See y .fx~
f(t)

Entonees

J d«
g(x)

Ademb

, entonee. y ~ 00 cU8ndo x ---+ CIO

af d.
x

f(X)-JXe.<t
f(t)

-fd: • log Y --+ 00

[J.tg'(x) • flex) fTiT
es decir

+ 1 > 0

entonces

f( x) {fCOd. t }1
f(t)

x

EvidenteMente 9

9 / f

E j 811010 5

Si

g(x) =

:> f ya que

fdt
= f(t) ~co ( x ~co )

pertenece a ~c y 9 .: f •

•• INDICE DE LA CONVERGENCIA

Es bien conocida que los l!mites

lim
h .... CO

sirven p~ra saber

f(n + 1) , lim {[f(nf
fen) n~CZ) C)

le convergencia de la integral f (l/f( x» d.x,
perc much as veces eSOB It_ites son igualeB a 1, luego 880S cri-

terios Bon impotenteB.

la integral.

En ~8ta secci6n se va aver otro criteria de ls convergencia de
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TEDREMA 5

Si lim x f'( x ) .r > 1 entonc •• fe SC
)C~CIO f(.)

Si li_ x fl (x) .r < 1 entonee. f e Sd.
.... co f(x)

DB!91treci6n I

5 YS> ~_r_-lupcnemos que ,- I, Intonces para G
2

existe Xo tal
que

a bien,

df >
rJ,x

Se tome una funci6n

( 1 + E: ) f( x)
x

1> (x) como sigulu

(24)

tit- .eJ. x
u +£) ~(x)

x

IS decir,

(26)

De (24) y (25) , existe una vecindad de x. en dondl sa tianea

Si existe un punta x (> Xo ) en donde

1> (x) > f(x)

entonces,por Ie continuided de f(x) ~ ~(x) existe Xi tel que

(28)
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si f (xi) - f' (xj )
f(x) <'p(x) }si

o bHn

f (x1) = r(x'l)

f f ( x 1) < f' (x'l ) }
Pero de (24) y (25) se ob-

tiene:

x.,

fig. 3

f'(x1) > (l +e::) f(x1)/xJ - (1 +E;)<f(xt)/x1- f(Xj)

la cual contradice 8 (29}.Por 10 tanto,para todo x> Xo S8

f( xo)
~+Cxo

pertenece 8 S C • entonces f(x) e $c.

tiene:

es decir,

>

De Ie misma manera se puede demostrar facilmente la segunda pa£

te del teorema.

Eiempl0 6

i) x f'(X)
f(x)

x lim
x... co

2
x (log x) , lim x f I (x)

x_co f( xl

... 1

=

x (log x ):leSe •
- 1
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TEOREMA 6

5ee
~

.. Ii• f(x),,_co )(f(log x)

5i if >1 entonceB fe Sc
5i If <1 entoAcee f€ Sd
Demostraci6n:

ss J. > 1 entonces existe Xc> tal que (€ .. IF ~ ~
f 2

x~ Xo implica f(x) >1 -£ ..1 + £
x f(log x) F

(30)

5ean
Q A a e a all-i
o .. 0 • 1. "" 1. %= ,,, •• , JI= e , ... (31)

Evidentemente {a ..} a. creciente y tiende a cD .Para 0" >xo •

se obtiene3

ia
ll

4-f JO"Hd x < _..::d~x~ _
a f(x) - ~ (1+£ hf(log x)
'II 1I

Par 10 tantor .Ix
011

+ ••• }<J fix {I + --!- + 1 <CO- fGJ • (1+£:):1lJJJ-4 f(x) 1 +6
es decir, O".j

fIx) 6: Sc
Por e1 procedimiento .n'logo a1 anterior, se puede demostrar Ie

eegunda parte del teore.e.

5i f(x) - 1 , evidante.ente f € ~d
)(f(log x)
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TEOREMA 1

i) Si lrf > ~ 9 entonces f :> 9

ii) Si f t"".../ 9 entonces ~f • 't'()g
Demostraci6n:

i) !f > ~g Existen ~y!tales que

~f > ~ >.1 > 6g

x f(log x)

g(x) < B
x g(10g x) F

Sean
Xc, xl e XJl-Ix1 • e . X2, • e •. .. , XII· •• ••

(32)

h(x) - M • f(x) (33)

Entoncesl

x h(1og'x)
M f(x)

•
x M f(log x)

(para x> x.,) (34)

Adames, en [log Xo • XCI I
h(x) > g(x) • 0 bien , h(x) > 1 ( 35 )---g(x)

En el intervalo [ Xo , xi .. eX,] sa tienS3

h(x) > C{X h(log x) > c{ x g(10g x) 0( ,(x)>
fd

o bien • ..
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En general, en el intervalo [Xn-i• xn ] B. D~tiene:
h(x)

,(x)
luego

hex) » g(x)
Por 10 tanto sa tiene que

f(x) :>

ii) Evidente •

Kf • ~ 9 no implica que f A.J 9 •

En realidad se pueden conatruir muchaa funcianes no-equivalentes
que tienen 81 miamo valor de ~. como sigue:
Sea f(x) (36)

x f(log x)

Se toma una funci6n k(x), continua y decreciente, tal que

.. 1 + A 1 +2-
n + 1n

donde { Xn} ea la sucesi6n (32) y A es une constante arbitraria.
Definimo8 una funci6n g(x) como sigue~

x e [log Xo ' xo ] }

g(x) ...Idx) «(x) .J(, g(log x) , X6[X,,_p xh ]

(n = 1, 2, 3, •••)

(37)

En [xo' x~ ] 8e tiene:
g(x) • k(x} tt(x)·x-g(log x) • k(x)c{(x) x f(log x)

- k(x) f(x) > (1 + t ) f(x) •
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En [ xn_~ • xl'l] se obtienel

n + 1

> (1 + r;;.,)o(x)
A A)•••(1 + )f(x)
n 2

x g(log x)g(x) • k(x) o(x) x g(1og x)

A> (1 + ) (1 +

Par 10 tanto se tiene

~ > ( 1 + ~ )( 1 + A ) ••• ( 1 + A ) }f(x) 2 3 n + 1
(38)

en [x"'_1 • xn]

(38) implies qus

lill
X-a>

-00 • 0 • , f

ya que e1 producto infinito

nw
( 1 + A

/(,.2 k

diverge s CO

Cdmo k(x) tiende a 1 c-usnao x _ flO • de (37) .e tiene que

TEOREMA 8

5i. para todo x> Xo •

•
x f(log x) x g(log x)

entonces f ~ 9

Demostraci6nl

Sea M • Max
(~ ll'JXo]

~ • entonc •• se puede de.ostrar fscilmente
f(x)
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que (en Ie construcci6n anterior se puede to.ar A • 0),
H f(x) > g(x) para tODo x .> xo •

E8 decir,
g(x) • o (r(x»

ne la .i8•• ••ner'a Sit obtiene
f(x) - 0 (g(x) ) •

Dada una funci6n cI. (x) , )(€ [xo ,00 1, 81t puedl!lconstruir una
funcidn tel que

f(x) _I• a (x)
x f(J.og x)

(39)

sebiendo .1 valor de f(x) en [log x. , Xo ]. El teorema B nos
garantiz. que tal funci~n es ~nica Itnel sentido de Ie equiva-
lencia , r\J, para cualquier valor de f(x) en [log x~ 'Xo ] •

Evidente.ente r:t (x) debe satisfacer alguna condici6n par. que la
funci6n ccnstruida f(x) sea crltciltnte.De (39) Sit tiene:
f'(x) • a{'(x) x f(log x) .ci(x) f(log x) +ol(x)f'(log x)
la condici6n suficiente para que flex) sltapositiva 8S:

q'(x) x f(log x) +fi.(x) f(log x) > 0

es decir o
Del procedimiento analogo al u.edo en la demostrsci6n del teo-
rema 5, 8e tiene:

d. (x) para x > xo (40)

Si 01.. (x) e8 una funci6n positiva que tiende a un numero i'l 0
cuando x - DO , siempre exist. Xo que cu.ple la desigualded
(40).
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s•• alex) una funci6n decreciente tal que

A ,.J(x ) ... l+--L,"" " n + 1n

dOAde ~ x"J e. 1. 8ucesi6n (32) y A e. una constants.Ta •••o.

una funci6n rex) tal que

rex)
X f(log x)

- f:i. (x) (42)

(Notas Esta funci6n existe y unica de Ie discusi6n anterior~

Entoncesr:--!- d«
f(x)

)("
IX-HI dx

• alex) x f(log x)
Xli

donde

• J
)(1t

1 dx
oJ (91/»)( f(x)

II-I

Aplicando sucesiva~ente la relaci6n (43) ae tiene:
X"'HI _1 dx-

Xl) rex)

lue
g
o1,Y.... c/ x 11

t. f(x)'"

ne (41) y (44) ae obtiene:

1

(1 + A )(1 + ~ )••• (1+ __A__
3 4 k+2

20
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••• <ll(6-" ) f(x)

.Ito

< 1

(43)

(44)

(45)
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< 1
(1+ 1Xt+ J1 (1 + k~t) (46)

De (46) , la serie

L~ 1
k=1 d(e,) d.(02,) cl (8k)

converge ( n ----7 00) si A> 1 Y la serie diverge si A<l. Es
decir, SCSi. A "> 1 fex. ) E

(47)
Si. A<1 t (x ) E Sd

Ademas, evidentemente

~f == 1 (48)
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