N CRITERIO SOBRE LA CONVERGENCIA DE LA

INTEGRAL IMPROPIA

Por

YU TAKEUCHI

(Dpto. de Matematicas.U.N.)

1. INTRODUCCION
Sea {f(x)} = E; el conjunto de las funciones contfnuas y cre-

cientes talss que

lim f(x) = 00
X—>c0

Se trata de estudiar la estructura de la convergencia de la inte

[ ]
fdx
f(x) (1)
a@

Siwf(x) , glx) € S , entonces las integrales f(l/f(x))dx y

gral impropia

(i/g(x»(ix convergen o divergen simulténeamente si

t0 =Qtatxd) + gtx) = Qtetxn (2)

Por lo tanto es conveniente establecer una equivalencia de fun-

ciones de acuardo con la condicién (2).

DEFINICION 1
i) si f(x) , g(x)«E E;)satisfacen la condicién (2), entonces
f(x) es equivalente a g(x) y se escribe:

f(x) NV gl(x) (3)



Nota. Esta definicién de la equivalencia es distinta a la de
la equivalencia para el desarrollo asintético, es decir,
fJ g si f-g=0(f) [(2)]
ii) Si

1im X)) _ o (4)
X >0 g(x)

entonces f(x) es MUCHO MAYOR que g(x) y se nota

f(x) > gl(x) ) glx) <« f(x) (5)

Nota: g es despreciable delante de f. [(2)]

El siguiente teorema es evidente. [(1),(2),(3)]

TEOREMA 1 0 @©
i) Si f v g, entonces f(l/f)c(x y f(l/g)dx convergen

o divergen simulténeamente. 0

ii) Si f > g, entonces laooconvergencia de f(l/g)dx implica
la convergencia de (l/f)dx y ¥y la divergencia de
fc?l/f)dx implica la divergencia de la otra.

TEOREMA 2

i) frJc f , (c es una constante).

ii) Si f~y g y gAvh entonces frvh .

iii) Si f~Av g entonces g~ f .

iv) si f > g y g >=>h entonces f > h.

v) Si f > g entonces f.h > g.h .

vi) Si f>>g y h> k entonces f +h > g+ k .

Demostracidn:

i),ii),iii),iv),v) son evidentes.

vi) Si f>> g y h > k , entonces



1im ) o lim
X>0 g{x) X>© | (x)

es decir, dada M existe x, tal que

0D o hix) o para x > x,
g(x) k(x)

luego, f(x) + h(x) > M( g(x) + k(x) ) , o bien ,

f(x) + h(x)
glx) + k(x)

S es un conjunto semiordenado con la DESIGUALDAD * > ", pero
no es un conjunto perfectamente ordenado ya que existen f, g

no-comparables.

Ejemplo:
2 < ' T
f(x) =ndl + (x-n!) para n!<s X = n: + n . me
f(x) = (n + 1)!¢ para n! + n.n! <x <(n+1)!
(n = 1' 2, 3' 4, o.o)
g(x) = x

Evidentemente f(x) , g(x) pertenecen a E; y, ademéas,

1im f0f) g Lo
x»® g(n!) x> n!
1im f(n! +\Vn . n') - i (n + 1)! .

x> g(n! +\/n . nT) x>® n! +\n . n!

es decir, f y g no son comparables de acuerdo con la definicién L

®
Como la convergencia de la integral impropia /(l/f(x)) dx es

®
equivalente a la convergencia de la serie 2. 1/f(x) , basta saber



los valores de la funcién f(x) en x=entero para el estudio de

la convergencia de la integral impropia, por lo tanto, se puede
suponer que f(x) es derivable (o infinitas veces derivable,o re
gular a trozos) ya que modificando los valores de f(x),(x = ente
ro), siempre se obtiene una nueva funcién derivable.En las sec-
ciones siguientes se supone que todas las funciones son regqula-
res a trozog (la derivada es continua exceptuando un nidmero fi

nito de puntos en el intervalo finito).

2. EXTREMO SUPERIOR

Sea {g(x) y f(x) , n=1, 2, 3, } (6)
una sucesién de funciones de S tales que
i K f, .o K f, K <K 0. K g (7)
es decir
lim Ukl =0 , 1lim fn (x) =0 (para todo n) (8)
x>0 £ (x) x> g(x)

De (B) , existe una sucesifn creciente {a,,} tal que

f, (x) < glx)
cuando x > Qy (9)

fk(x) > f“ (X) '(h = l, 2, ecey k-l)
Ahora se define una nueva sucesién de funciones {f: (x)} de 1la

siguiente manera:

f:(x) = Min ( g(x) , f (Ax) ) ,cuando x = QA
{10)

f:(x) = f (x) ’ cuando x = Ok

Evidentemente



(4
fCED , fyJ fi

K
f: < f:,,‘ ’ f‘: < g » (para todo k.)
Adem&s, de acuerdo con la forma
, 3(x)
como fy (x) fué construida, se //// "
K
obtiene: f’ ///////
(J o k(x)
f (x) € f,(x) —f
F (11)
fe. (x) € g(x)
(para todo k y x.)
@, X

Figo 1
°
De (11), la sucesién { ﬂ‘(x), k = 1,2, ...} converge a una fun-

cién g°(x);

lim  fg(x) = g°(x) (12)
K=o

Esta funcién satisface las siguientes propiedades:
1) fo(x) < ¢°(x) = glx) para todo x

i1) - fo. & g° para todo k (13)

iii) ¢°(x) ==(>( g(x) )
Demostracién:
i),iii) son evidentes.

ii). De i) se tiene;
f:(x) < fg (x) < g°(x) (para todo k)

entonces
o
g°®(x) > fkﬁ,(x)

> —= —>a ( x —»00 » k fijo)
f,:(x) fk(x)




es decir f": < g° (para todo k.)
TEOREMA 3

Dada la sucesién (6), existe una funcién h(x) € S tal que

h < g y f < h (para todo k.)

Demostracién:

De acuerdo con la discusién anterior, se puede suponer que

f (x) € f,,(x) < g(x) , para todo k y x. (14)
Se puede construir una sucesién craciente{an} tal que

x =a, implica g(x) / fau(x) = n (15)

ya que g >> f,., .Se define una funcién h(x) como sigue:

hix) = f,(x) + X - On {fmi(") - fh(x)} (O x £0,,) (16)
q’nﬂ.‘an
n = lp 2' 39 oee

Se obtiene:

- X x =0
T . T Bl £i(x) + —l—-—{f,,+,1(x)=f‘“(x)} + —— 1 (x)>0
Ongy — 0Oy anq.i" n Qper=On
es decir, h(x) es creciente , o bien, h(x) e S
Evidentemente
f,, (x) < hix) = fapa(x) cuando x€[Qy ,0p4y ]
fnﬂ(x) =< h(x) = f,.2(x) cuando xe[qn_,_i +Qnysa )
luego, _hia) > Tosg (x) si x = Onst
T (x) iy (x)

entonces h > f, para todo n.



También,

g(x) > 9l = n ; si xe€[an ,0p4,)
h(x) fm‘(x)

luego
ling—(—x-lﬂco » s decir , g>h .

X3 h(x)

Este teorema nos indica que la sucesién creciente y acotada NO

tiende a un limite de acuerdo con la"desigualdad®™ <<; la ausen-

cia del extremo superior!!! . v
Ejemplo 2 f,
. h vgﬁ:" nH
fK (X) = X‘-E | — f“
(i) i) (17)
i f = =
Se define h, (x) paramétricamente x
a, 0 W
como sigue: Fig. 2
. x=t" |, te(0,m)
y = hy(x) 3
entonces
t
hi(x) = dy/dt _ t (log t + 1) _logt +1 A

dx/dt  &** (log t+ 1 +(A/t)) log t+ 1 +(A/t)

1im 900 g 2tx) g4, log t 41+ Q/E) 2 g
x> hy(x) x>© hy (x) t>o log t + 1




" -N
. ha (x) s ht(x) - T (log t + 1) ¢t !
x>® £ (x) x>o £!(x) t>o (log t+l+(A/t))(1-(1/k))t HR)
t+A
== )
i (10g ¢+ 1) 4 o
t>o (log t + 1 + (A/k))(1-(1/k))
es decir,
fu € hy < g ,para todo k y A,

También
hy << h/“ si 7~>/“ -

3. ELEMENTO MAXIMAL

Sea Sc el conjunto de las funciones de S tales que la in
@®
tegral f (1/f(x)) dx converge y Sd el conjunto de las fun-
0
ciones tales que la integral j(l/f(x))dx diverge,entonces ,

evidentemente,se obtiene

S=Sc USd ’ ScﬂSdsjl (19)

Adem8s, cualquier funcién de SC es MUCHO MAYOR que cualquier
elemento de Sd o SC > Sol )

El siguiente teorema nos dice que NO existe el elemento
MAXIMAL de Sd; la DESIGUALDAD ™ >> "™ no admite la existencia
del extremo superior del conjunto ACOTADO Sdo
TEOREMA 4

i) Si f‘eSd, entonces existe g € Sd tal que f < g .

ii) Si féSc , entonces existe h e Sc tal que h <« f .



Demostracibn:
i) si fe Sd , entoncss

o0
z 1/ f(n) = o0 (20)
Nuf

Por lo tanto existe N(1) , N(2) , N(3) , «.0o ,tales que

N(Y)
Z 1/ f(k) =

K=4
N(C+HD)
Z 1/ flk) =1 » (i=1l, 2, 3, ee. )
K=N(@+
Se define una funcién g(x) como sigue:
g(x) = f(x) si x< N(1)
g(x) = (i + 1) f(x) si N(i) +1 = x = N(i + 1)
gi{x) = i+ x = N(i) f(x) si N(i)=x = N(i) +1
(i=l,2.3,‘.o)

Entonces se tiene

@ N() ) N(i+1)
Z 1 =2 1 . z I
- glk) g(k) glk)

=1 K=N()+
Nt) NCi+1)
1 =
Y A Y pnY e ZY 4
k=1 i=1 Kk=N()+

luego,la integral f(l/g(x)) dx diverge a 00 .

tEvidentemente
1im 900 lim (i + 1) = o0

ii) Si f(")GSc , entonces
1i

Z . = Al(<o00).
n=4 f(n)




Ahora se determinan N(1), N(2), N(3), ... , ®n la siguiente

forma:
N(1)
1 =0, > / 2
Z £(k) 1 A )
k=1
N(2) 1
= 02 > | A -G,) / 2
fk)
k=N@)+1 (219
en general
N(C+4)
= = -Q -0, = -+ =Q
—L-f(k) a,, 2 ( A-a -q, a; )/2
K=N({)+4 )

Se define la funcién h(x) como sigues

para x = N(1)

hix) = 2 #(x)
3 b

hix) -(%)‘[ I %(x- N(i)) ] f(x) ,para N(i) < x < N(i) + 1

(+
h(x) = (-j') fx) , para N(i) + 1=x =N(i + 1)

Entonces se obtiene

uci) N(&H)
F) D 5
g(k) gl(k)
k=4 =4 k=N ({+4)
N{4) @® 3 n(m)
- 32 1 Z (3 (
2 f(k) z f(k)
k=4 i:‘ kaf( )+Q

De (21) se puede demostrar facilmente la siguiente desigualdad:

a,., < A/ 2

ki

entonces o

Z (3) z:(g)‘ (A7 27') =2 AZ (%)E <

10



Por lo tanto

©
/(l/g(x))d.x converge y,adems, ¢ <« f

Ejemplo 3
x <€« xlog x <« x log x loglog x <« ... (22)
pertenece a S;d . En general, si f(x)e S;d entonces

x f(log x) eSd , ya que

8

& e
f_‘_"_l‘_ = dx 3 C0 (B— )
f(x) x f(log x)

Como el ejemplo 3 ; si se puede demostrar la siguiente relacidn:s
f(x) <« x f(log x) (23)

este es un método préctico para obtener otra funcién MUCHO MAYOR
que f(x) que pertenece an .« Pero si la sucesién de funciones
(22) convergiera a una funcién l{mite, la cual ya no cumpliria
la DESIGUALDAD (23).

En las siguientes secciones se va a estudiar la substitucién

f(x) —> x f(log (1 + x))
Nota: Para evitar la dificultad en el punto singular de la fun=
cibn logaritmica , es conveniente tomar log( 1 + x ) en

lugar de log x .

Ejemplo 4 X
Si fe Sd entonces g(x) = f(x)j :“(: ) pertenece a Sd Vo
t

ademfs g > f .

Demogtracibn:

n



X
.| 4t

Sea » entonces y —» 0
f(t)
Entonces
f dx = d.g .jdy
X ==
g(x) f(x)e L& y
f(t)
Ademés
o) = x| Bee o1 >
es decir
g(x)eSd °
Evidentemente g > f ya que
g/ f = Jiﬁ_ —_— 0
f(t)
Ejemplo 5
Si fGSC entonces 1
© 2
At
= f —
g(x) (x) [f(t)

4, INDICE DE LA CONVERGENCIA

Es bien conocido que los lfmites

lim f(n + 1) ,

n> o f(n)

cuando

lim 4???;?

Nn-» @

‘qw °

( x —>0 )

pertenece aSc y g X f.

®©
sirven para saber la convergencia de la integral j.(l/f(x))a(x,

pero muchas veces esos lfmites son iguales a 1, luego esos cri-

terios son impotentes.

En ésta seccién se va a ver otro criterio de ls convergencia de

la integrale.



TEOREMA 5

Si lim X fi(x) =1 > 1 entonces fe SC
X0 ()
Si lim X__fi(_’fl =7 < 1 entonces f &€ Sd

x»o f(x)

Demogtraciéng

Supcnemos que I’ > 1, entonces para & =¥=1  oxiste x, tal

que
x> x, implica 1+ &€ =7 - € < 5%':_’2 <7T +¢
fx
o bien,
dar > (1+€)f(x) (24)

d x x

Se toma una funcién &(x) como sigues

LS I 15 v Plx) = flx,) (25)

d x x
es decir,
$(x) = flxo) use (26)
X,,“e

De (24) y (25) , existe una vecindad de x, en donde se tisne:

Plx) < flx)

Si existe un punto x ( > x, ) en donde
f(x) > f(x) (27)

entonces,por la continuidad de f(x) y f(x) existe x; tal que

x< x, si f(x) > é(x) } (28)



X = x si flx,) =¢(x,)
: 4 ! } $ (28)

x> x, si fix) < ﬁ(x)

o bién

f (x,) = (x,)
i1 = 2l } (29)

£'(x,) < $'(x,)

Pero de (24) y (25) se ob- X, X,

tiene: Fig. 3

f1xg) > (1 +€) Flxy)/xg = (1 +€)Plx )/xy = $ (x))

la cual contradice a (29).Por lo tanto,para todo x> x, se

tiene:
é (x) < f(x)
8s decir,
flx) > Tlxe) ¥
xns

o
Como x'** pertenece a Q. , entonces f(")eSc'

De la misma manera se puede demostrar facilmente la segunda paxr

te del teorema.

Ejemplo 6
i) f{x) = x , lim x 1l 1 . xéSd
X-> f(x)
2
2 ;1
ii) f(x) = x(log x) , lim Z—2° frix) im xi(10g x) +2 l:g x}
x+>o  f(x) X—>® x (log x)

= 1

x (log x )2€SC .



TEQREMA 6

Sea )' = lim fix)
/4 x»o® x f(log x)

Si ){»‘ >1 entonces f € Sc

Si )f <1 entonces f € Sd

Demostraciéng

Si )F > 1 entonces existe xo tal que (€ = )Fg-i )
x = xo dimplica ) >X -C =14+ (30)
x f(log x) f
Sean
a, =0 901= 1, azn e’,,,?a»:l ea”-i’ oeo (31)

Evidentemente{an} es creciente y tiende a €O .Para O, >x, ,

se obtiene:

a»ud Ony 4 a'd

ax < X - [__L

L fx) —] (14&€ )xf(log x) 1+& f(x)
m

an Oy-1
Por lo tanto
© an
fi‘—"—s]ﬂ..{1+ L SORPRI 2*---} < ®
- f(x) aMf(x) 1+& (1+€)

es decir,
f(x) € Sc

Por el procedimiento an&logo al anterior, se puede demostrar la

segunda parte del teorema.

Nota:

si —f(x) .1, evidentemente f € S4
x f(log x)

15



TEOREMA T

1) si O, > )’g entonces f >

ii) Si frog entonces Xf = \0’9

Demostracifn:

i) )f > Bg . Existen dy/J tales que
a'f > & >/3 > ¥,

Existe x, tal que x > xoiupl:lca:

f(x) g(x)
e —— &
x f(log x) >0 x g(log x) ﬁ
Sean
x1 -e’(. y Xy -Qx" p eee 9 X, -exn-;' coe (32)
M = Max g(x) , h(x) =M « f(x) (33)

[logx.)x;] fx)

Entonces:

h(x) - M Flx) > (para x> x,) (34)
x h(log x) x M f(log x)

Ademis, en [log Xo 9 x‘,] H

Chix) > g(x) , o bien , h(x) > 1 (35)

X .
En el intervalo [x, Xy =0 ] se tiene:

hix) > O(x h(log x) > & x g(log x) > o, g(x)

h(x) (4

g(x) Vel

o bien ,

16



En general, en el intervalo [ Xpog ¢ Xp ] se obtiene:

h(x) o \"
200 >(ﬁ—)

luego
h(x) > gl(x)
Por lo tanto se tiene que
f(x) > g(x) .

ii) Evidente .

Xf = 3g no implica que fNJ g .

En realidad se pueden construir muchas funciones no-equivalentes

que tienen el mismo valor de B'. como sigues

R [ R {1 BN (x>0 ) (36)
x f(log x)

Se toma una funcién k(x), continua y decreciente, tal que

L » kix, ) = 1+ A
n n+1

k(x, ,) = 1+
donde { x“} es la sucesién (32) y A es una constante arbitraria.
Definimos una funcién g(x) como sigue:

g(x) = £lx) x € [1og x, » %o ]

(37)

glx) = k(x) 0{(x) x-g(log x) , x&€lxy_4» x, ]
(n = 1. 2. 3, oo-)

En [xo » Xy ] se tiene:
g(x) = k(x) of(x)-x-g(log x) = k(x)0{(x) x f(leg x)

=k(x) f(x) > (1+ % ) fx.

17



En [ Xy_4 » Xn ] s8 obtiene:s

g(x) = k(x) O((x) x g(log x) > (1 + nA—’I)OC(x) x g(log x)

> (1+ A y(1+ Ayeoie 2yrx)
n+ 1 n 2

Por lo tanto se tiene

g(x) > (1+5)(1+ﬁ)...(1+ a )
f(x) 2 3 n+1

(38)
en ["n-a. » x,,]

(38) implica que

lim g(x) = 00 » O g > f
x> f(x)

ya que el producto infinito

nw(1+ Ay

k=2 k
diverge a oo .

Como k(x) tiende a 1 cuando x-—»e , de (37) se tisne que

ke

TEOREMA__ 8

Si, para todo x> x, ,

f(x) - g(x)
x f(log x) x g(log x)

entonces f U g
Demostraciéns

Sea M = Max gba) ,» entonces ss puede demostrar facilmente

[l’g"-,’“] fx)

18



que (en la construcci6én anterior se puede tomar A = 0),
M f(x) > glx) para todo x > x, e
Es decir,

s = ()i

De la misma manera ses obtiene

tix) = (O (gtx)) .

Dada una funcién o[(x) R xé[xo »© 1, se puede construir wuna

funcién tal que

) o) (39)
x f(log x)

sabiendo el valor de f(x) en [log x, , x, ]« El teorema 8 nos

garantiza que tal funcibn es CGnica en el sentido de la equiva-

lencia , N\U , para cualquier valor de f(x) en [1og Xo 9Xo ] .

Evidentemente {(x) debe satisfacer alguna condicién para que la
funcién construida f(x) sea crecients. De (39) ss tiene:

£'(x) = o' (x) x f(log x) +a((x) f(log x) +o(x)f*(log x)

la condicién suficiente para que f'(x) sea positiva es:

d'(x) x fllog x) +(x) f(log x) > O

es decir o'(x) x + A(x) > ©
Del procedimiento andlogo al usado en la demostracién del teo-

rema 5, se tiene:
-x
d(x) > C e’ para Xx > Xo (40)

Si o/(x) es una funcién positiva que tiende a un nimero 375 0

cuando x —> e , giempre existe x, que cumple la desigualdad

(40).

19



Sea O (x) una funcién decreciente tal que

(41)

Aixpy) =1+ A d(x,) =1+A
n n+1

donds f xpn{ es la sucesién (32) y A es una constante.Tomamos
f(x) tal que

f(x)
x f(log x)

una funcién

o (x)

(42)

(Nota: Esta funcibn existe y unica de la discusién anterior)

Entonces
ﬂ'ﬂ Xn+)
./~ 1 _./” dx W
f(x) ol(x) x f(log x)
Xn X
X X y  (43)
) i ./-nil d& ) 1 d&
o(6,)J,  x fllog x) o/ (6y) fx)
» n-
J
donde dix,) > ol(6,) > ol Xpyy ) (44)
Aplicando sucesivamente la relacifn (43) se tiene:
xNﬂ- 1
L dx - 1 dx_ (45)
[X“ fx) o (B,) G, )... o (4) _/;‘f(x)
luego,
!"ﬂ "
f = i 1 +Z ‘
3 f(x) u(o;) - ol(6) f(x)
K=
De (41) y (44) se obtiene:
1 < 1 <

! (g) A(8)...A(,)

A A A
(1 + ‘3' Y(1 + z )coo(l"’m )

20



Z ]
(1+ 4 ) - (,+TA+_1> (46)

De (46) , la serie

¥ ’
et A(6) d(G) - - - (6,)
converge ( n— o0 ) si A > 1y la serie diverge si A < 1. BEs
decir,
si A>1 . f$00) e SC
(4+7)
si A<t f00 e Sy
Ademés, evidentemente
=1 48)
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