UN PROBLEMA DE VALORES PROPIOS

APLICADO A LA MECANICA CUANTICA
por
JOSE D. ARIAS P.

( Facultad deMatemA4ticas Universidad Nacional)

1. - Introduccibn.

Al estudiar el mundo de 1os cuantos aparecen dos problemas cuyas so-
luciones son muy conocidas:

(i) EL problema del POTENCIAL CUADRADO.
(ii ) ELproblema del OSCILADOR ARMONICO.

El problema del potencial cuadrado consiste en encontrar los valores
propios de la ecuacién de SCHR®DINGER

-R‘ ”
o TR ?r{Ve-E tg-o0
para la funcién de potencial cuadrado V definida de la siguiente manera:

Vo (const) para x <-b
V(®)=4 o para [x2[<b (b>0)

Y. para X > b
E1 problema del oscilador armbnico consiste en hallar los valores
propios de 1la ecuacibn (1) para la funcibén del potencial V definida asf :

V(x):-—%—,&z‘ (k:const)

para todo x.

Eun este trabajo se resuelve el problema para la funcién de poten-
cial V definida de la siguiente manera:

—-

%‘)lbz para = <-b
. V=4 £ kx? para el <b

%)(bé para x> b

-



En el desarrollo de] trabajo se observara que el problema es esencia] -
mente distinto a los otros dos mencionados.

2. --SOLUCION AL PROBLEMA PROPUESTO.,

Sea entonces
(1) A 3”7 +
Se considerantrescasos para V :
(1) V=Z£44? para x<-b
(2) (i) V=4 hkx? para |x/< b

(iii) V:_}j‘ b2 para @5 b
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Solucibén para el caso (i) :

Sea

D peflemh-g)y

Las posibles soluciones de la ecuacién (1), son

Ci e o D, e b+

en general, una combinacién lineal de las dos.

Pero como pelL [‘°°; °°_], la Gnica solucidén aceptable en este caso
es

4) b - CeP* para 2 < - b

Solucibn para el caso ( iii ) :

Son posibles soluciones
« é
G ch e D,e pae
En general, ¢ = C,e x4 Dze'px; pero como P & L[-w, la Gnica solu-
cibn aceptable es:

(5) ¢;_’De'-" para oM b

Solucibén para el caso (ii):

En este caso tenemos:

£ 4
(6) mﬁ+§zkxz¢f=£¢
Sea x=a (af 0)



(7) x=a (af0)
Con este cambio de variable, la ecuacibén se transforma en:
JZ
(8) ¢ 4
Tz T{Eend _ a'mk 204
7 h h
Al efectuar el cambio de variable se puede elegir convenientemente 1a
constante a en tal forma que

+
(9) qk';lz_&_ = 1 ; es decir, que 4427}’\%
Sea,ahora:
(10) 1=2mE_
hZ.

Eutonces la ecuacidén toma la forma:

(1) IP e g
d=? -
donde las condiciones ffsicas imponen que: ) & L[~®, =]y que @ = C’

Para reconocer el tipo al cual pertenece esta ecuacién diferencial
hay necesidad de efectuar un cambio de funcién:

(12) b (z)- e H(z)

Derivando y sustituyendo en ( 8 ) resulta

(13) H’-z g H'+(-1)H =0

Esta es la ecuacidén de Hermite, cuyas posibles soluciones son:

Sea

10w FLBY 4, 7]
(15) szﬂgr[_(%i))%)?;]

endonde F es la funcibén hipergeométrica confluente, definida sobre
una vecindad abierta del origen de radio 1 de la siguiente manera:

od
(16) (X, ¥,2)= Z LldtD. .. (din) 2P
=y

¥(y+1)... (v+n) nl

Aunque F estd defida inicialmente parguna vecindad del origen por
medio de la prolongacibén analftica puede definirse para cualquierotro
punto del plano complejo.

Ahora, de la definicién (16 ):



y S A (aH)... (htn) | 2 7
FG(,T,Z)="Z:1 v(Ti). .. (+n) (n-;f)!n

& t1)(ch?2) oo . (dtn-2+42) ¥ 77
(”_v:o(r+l)<542). § . (r{n.i.‘t) /”_.’)!

£.40
T

Es decir , que
g 'F’<°‘,3“,¥)=¥'—L~F'(5(+1,r+1 z)

La pos1b1e solucibn general de (13 ) es unacombinacibn lineal de W,
y W

(18) H= AF('2 ML, g)sBEF(X ,Z,é)

Entonces, por (12)

(19 ) ¢( y= ~'x/(zo3){A F(\ )\ ’az) B F(34 Ry cx})}

Por counsiguiente :
¢ (x)= De para X<~D

¢(1) =Ceﬂ para 1>b
y para x‘(b

) A3 x*
¢(1)"' - X/ ){A‘F(%)ﬂ%)%“)'fb%F(%)'il’a_‘i)}
La continuidad de ¢ implica :
b
(20) Ce,eb —bl/(zo.){AF(i )\,2,0}3 +B2 F(a-l a)}
B
az

y ademés

= 3
1) DE Ab_ - 7/(20. )iAF(i:l)‘iz’ %)_Bb F@—-—-, 2.2%)



Ademés , la funcibn ¢‘ debe ser continua en toda parte ; entonces:
[ Bx

(22) ®w)=gDe para X<-D
I -Bx

(23) QS(I):-ﬁCe para X>Db

Se calcula ahora para |x \( s
por (17 ) se tiene que

b
A AN p(52A 3 X 22X
F(14>‘ 3%)= —5:"("2” 2 QJ az
3-Ae(7-A 5. x%)2%
(3 X a}): TF(T) PX -,) 2
Entonces, cuando xe]—b b[ se tendré :
E 2 A 4 XY, Bx(3-A3 I
(24) (25(1)“- x/cza){A‘F(%/?’a'z%%F(T) 3 Hz))
X - -A 3 x=2
s e AXGN £ (2,3, %))
pd
- AN (7=, 2 X }
I/CZG-)\?J iF(a)\ all )+x_§5&2 F(5 2 az)
Sean ahora ; B AR
rzi(1)=\' |4_)‘1 =2 az)
2
(25) 422(1) F(aa,z,ﬁ:)
&_3 ('X) = (5_...&, 32, x )
3 l"
Entonces: Z o) = \"( 4’ E a‘)
/
(26) @(x)=De®* 3 ¢'x)=Dgelx para x<-b

-Bx \ )
(27) ¢CI)=CG y ¢cx)=Ceﬂt para X>b



Ademss ; para  |x| < b,

B (x) = e_x%qz){/\ =, (x) + ]i—’c-z )

Q- e'%@{/\[-’—czz @)+ Z-Ax o) +
+ Bl-Xz o+ _L@)fmz,(x)}}

Para @ y @’ se ha 1mpuesto 1a continuidad, Ademé4s, de (27) y
(28) se deduce que:

B)#0 v F(-b#0

)
Por consiguiente la funcibm ¢ /¢ es necesariamente continua en
los puntos

(28)

x=Db y X = =b

Para x = -b, se tiene, entonces:

2°(h) - BpePt _
B (b De-bb

Entonces, por continuidad,
AlRzct)-50-2)2(h)
S FYZVS 1IN
4 B[ &2, (—b)+~zz( b)+ 85 (3-NZ (-b)
Az, (—b)" z (-b)

Se observa, ademds que para i = 1, 2, 3, 4, Z:b) = z;¢ b)

Por otra parte, para x = b:

2'(b) _ - CRe®b_
g(b)  CePb 7 B




¢ )
Por la continuidad de / s

_p -4 [(C8)z0) + & 0-2,(8)]
Az (b)+ qu (b)
+ B[-& zz(b)+éa_<b)+§5(3~1)z‘(b)]
Az(b)+ Bb 5 ()

De estas ecuaciones de continuidad se obtiene el sistema

(29) [ B}z (1- 78)2] B[< = /) AT )’)Z{I ¢

(30) A [((5%;)217‘%{1—7\)25 + B [(%—g:+é)zz+b—

300 (3- 7‘) 7 =0
donde: Z, = =z (b> = Z:(-b) s (*‘--‘ 72,3,4)

(29 )y (30) constituyen un sistema lineal homogéneo. Para que existan
constantes A y B no simultdneamente nulas, es decir, para que no se re-

duzca al caso trivial, se necesita que el determinante del sistema sea nulo.

Se observa, por otra parte, que el determinante es de la forma

v w
-0 w
entonces
0= U = 2

Multiplicando por a;

(31) [ _(%_@z,_ %U’MZ"‘J [(b(s-gju)?ﬁb%z(s-@z‘;l

Entonces, deberé darse que:

1]
&

(32) <—2——[50~)Z,-g(1->\)23 =0

o bien, que

(33) (ba-§+1)zz+§§f(s-u)z,:o



Si el dominio de la funcibén

Vefha

se extiende hasta el infinito, el problema se reduce al problema del osci-~
lador armbnico, cuya solucibén es bien conocida. En este caso aparece el
polinomio de Hermite.

En este trabajo se estudia el caso en que el potencial es

-1 k
V= > Rx?
pero el dominio de esta funcién no se extiende hasta el infinito, sino que a
partir de un cierto valor b suficientemente grande en comparacibén con a,
el potencial V toma un valor constante.

Se estudia también la diferencia entre los dos casos.

Para-realizar este trabajo se utilizan las formas asintbticas de las
funciones hipergeométricas couflueuntes; en este caso para

2
a3>>.7

La expansibdn asintbética de la funcidn hipergeométrica confluente, pa-
ra valores suficientemente grandes de | x| viene dada por

(34)  F (&, 7 x) = L) (1>‘*§_“ W (AT + 1) oy
"

P-4 \x
“k-M-1), D e < (- ) (1 )
F O Dl e o O T
+ O(}e".x‘*"’*”"D

0,192 30, : ' ~P<t+n)
M ) 1% 5 N 0,1,2,.,., JOY\JC <t>m-—‘—5‘<_'T>‘



En este caso, como x3>1, se tendri:

(35)  F(d,rx) “L’\((‘“oq ) “‘"[ﬁo@gj

Ahora, por definicibn de O , Se tiene que, existe un real K tal qe
para cualquier valor de t,

o)) £ Kit[™

En este caso

o (1)) < H/%—:)@

En primera aproximacidén se desprecia este sumando en la fé6rmula

( 35 ) y se obtiene:
b b2\~ ¥4

@) z,(b)=F (52, L, b)“’ F()ef’/(—)“‘),(a})%

C(2)e” () A(4)

67z, (b= F (352, 2,4) ~ ,,(,,__3)
B2 pr\ Y4, 2\ M4
(38) Zs(b)z F(s; > =5 r(2)e a((s % &1)
rn
. p? |4
@9 z, (B=FE2,2 Jf\fv M(f)e” (L) %)
(&2
Sustituyendo a las zi(la) por sus formas asintbticas, en la formula

(35) , se obtiene que
(14+2) #

—

O:G’%_B> p(7}9 (a*)

b3 —
~bygy LGe & £) e
MLz, q)




Utilizando 1la conocida propiedad de la funcién Gama

r(m+ 1) = oy (o)

despue$ de algunas simplificaciones se obtiene que:

e

Procediendo en forma anéloga,se sustituyen las Z; por sus formas
asintbdticas en (33). Asi se obtiene:

NV

o=<b@-$+9%(a,) 4
3 . -8-3),
F[2(8) o b))

3-2
r(sx 5, -+1)
Utilizando propiedades de 1a funcién Gama y simplificando;

o LB o

En las ecuaciones (40) y (41) se observa lo siguiente: En,primer lugar

que 142
e (8],

3) ebﬁl‘ (q‘) 63+->./4

0]

Y que

==

En segundo lugar. Como a, b, @ , son por definicién nGmeros reales
positivos, se tiene entonces que

-pa-f=—(Ba+t) 10

Y, ademés,

P b+ 4140

Por consiguiente,los Gnicos valores que satisfacen a (40) y (41) son ks

polos de
P(';—)) o de (34;))

11



Se sabe que los polos de la funcidén Gama, son los nGmeros enteros:
negativos. Entonces:

_.n:%l o ..n;i;4.7i_ (ne[N)
Es decirque A = 4n + 1, 6 A = 4n + 3,0 sea que A =2n+1

para n =0, 1, 2, ...

Entonces, los valores discretos de A para que las funciones
7-2 0/ 3 - A
+ 4
Sean polos de la funcién Gama son los nGmeros enteros impares:

Rzltzﬁ 51---y2n +11
Resultado: Solucion del problema del Oscilador Armbnico.

Este resultado era esperado puesto que la hipbtesis es que

y si b— 0o , el problema coincide completamente con al problema del
Oscilador Armbnico.

Es importante observar que por medio del anélisis del desarrollo
asintdtico de la funcién hipergeométrica confluente se ha resuelto de otra
manera el problema del Oscilador Armbnico.

Ahora, para precisar la discusién se estudia la funcibén hipergeomé-
trica confluente en su forma asintbdtica, que en este caso es

F(a,r, x):% (IL)A{1 +a (2 T+ 4+ O(.lfl'f}}
+%%)l~e"x“*{7+(x-;,)(1-a) x '+ O(’*"ﬂ}

A partir de cierto valor de x, la funcibn exponencial es

(45)

mayorante
de cualquier funcidén polindmica.
Entonces:
x &= ~
(46) EFp PNy, gp™R

2
En este caso x = LAZ es una constante dada . Ademés

o\i‘—i——% 0/ A ~4‘2_ R

4 = =
i S oA %
 dig-g o Oz:?‘% (2>0



o sea en todos los casos, « es decreciente en relacibn con A ; por
consiguiente, (46) no se satisface para los grandes valores de X,

Se considera en primer lugar el caso enque se satisface (46). Sea
A= -pentonces T> O , Y

x""_- I’v
e"xd-r o exx-l'-r_ ex
Entonces : x TtE
o*
XTty > xT

yecomo ¥=%4 4 ¥= —21 o Y = -§ , se tiene, para todos los

casos que

T < 2log:c

por ejemplo, si x =100, logx 35,y

= J
—=. =4 . =2 -
Zloqx 100 T<100; & 14 b le\l:)?_l.<<(o)' x&40

Entonces en el caso en que se emplea (46):

()
‘P(r-a) {“‘ Ha-r + )"+ O (1x7) |<< Eg:); Fx? t{“(ﬂé)
Entoces para este caso se tendr4 que: (1-d)x™'+ O(IX/?})
(47) r ()
e, £ e ’{1+(v-a~)(t~a~)x'}

Por consiguiente:
Z.*% (Q) {“,(uu) (22) b‘}
= o =X %z(‘) {re (2 (2]

- r‘(/z) LY/ (+ ;/z
rEnt (& {1+(—“¥) ) &)

z, 06 ,['U 8 (‘R) {1 + (A1) -3)6&}

Sustltuyendo las ecuacwne de (48) en (32) y (33)

® Na‘ )zl' EU-X)ZB:O

(48)

)



utilizando las propiedades de la funcién Gama y simplificando

Nl QP K-, , eloe \
(49) O—'T@e (b) 2[(b : ){”L)/(eb? qz} qu){ 12‘5&}

En esta formaila se observa que:

(1+2)(3+)1)
16 < 1

ya que por hipbtesis, A no puede tomar grandes valores

Por la misma razbn:

(1-2)? @
76 b2

b-pal _ 2b __ (b+@a‘) 40

a Q

Por consiguiente:
(b=p {“mu’(:n) bl} .

2b{iu)_ _bz_ _1} 7{- 0
Ademis:

Utilizando las propiedades de [ y simplificando:

r(3) oo b, , &
43+1)(1 2 a* 6 8923, a*
P(34.)‘ (5(3 Qz’”)( 1+ 6 bt a4 L 16 b= B> =Q
como a’/b ‘>J§ Aestd restringido a satisfacer (46), el segundo factor

de (51) vale aproximadamente:

2
52 5b
(52) bR +28 +140

La hipbtesis utilizada es que para los valores Ano mayores que un
cierto nGmero , el segundo sumando en (45) es dominante.

£ 1

Ademés:

(50)

Ahora, se emplearé (45) para valores de A elegidos convenientemente
para que:

14



(53 ) e*x & X

Resulta que , entonces

(54) r )
SR g-} ( }{u*@-m)b:} }l

Es decir,que en este caso ,para valores de A suficientemente gran-
des, el primer sumando de ( 45 ) es dominante.

Entonces, en este caso

(55) Flyr, x) e A‘(F))(i) {ol(a;— zr+1)(-x§“}
-3
Entoces, en este caso:
7 = () <g_)(1 Y| (- Az(a <) a}

(a-n) b?
z f‘(*) _a_ z )% ")/4£(S*~ A)(3-2
% 3

Sustituyendo en ( S?Ty simplifica

(56 ) r{%) (_C_k_) 7‘,' (1-2) (- ?«L{ 2 - ;) e

bz

A+1)\b? 6
r (3¢
Se observa en esta fé6rmula lo siguiente :

b
a>0; Ba>o « ~~Z—+%->o

Es decir,que para el segundo factor no existen ceros .
Por otra parte : ‘A es , por definicién un nimero positivo. Por con-

siguiente la funcibn
Atd

4
no tiene polos para la funciébn [1.

Ahora: i ry(%} /_3-:)(3‘)% {(3-—’))};1—7\) i:

r(242) b*




3f‘(3l_(<1‘> Am&f ) @l
MEPY LIRS 16 b?

Sustityendo en (33 )y simplificando:
3 &
(57) ) <g._2>w Y (7-2)(-1-2) ag}
32\ b2 2
r2 16 6% |
Como A> 1 , resulta que esta funciébn tampoco tiene ceros para sus
factores.

Del anAlisis de (49 )y ( 50 ) resulta :
Si A cumple la restriccibun impuesta por (46 ), las soluciones
es decir, los valores propios son nfimeros-naturales impares.

Si A cumple la restriccién impuesta por (53 ), no existen so--
luciones para (56 ) y (57)

Entonces:
Dado 4% fijo, pero elegido convenientemente grande , aparece una
sucesidén de valores propios para A que satisfacen 4 (49 )o 4 (51)
esta sucesidn de nfimeros naturales impares . Esta sucesién no crece
indefinidamente puesto que X debe satisfacer la condicién ( 46 ).

Con las condiciones (46 )y ( 53 ) es posible determinar hasta
qué valor de A existen los valores propios , es decir, hasta détnde
A es admisible para el problema.

Para determinar este valor m&imo admisible ( que naturalmente)

dependera de /52) es necesario tomar
(58) 5 - r"(:)_ e"/az( )“"/2 L2t (a+3) | a¥ |
Lr(sy b e ¥

(H 16 b2

59
e al /X e%/9_><”% 1 4-O4(243) | _a’t .
b 76

LD(%) W2 (1-2) ) (3-) a®
:) g}

= () bz
r'(?) Cl(‘%% e o 2
+rﬂ(i1_=9<“5 B hl At



()\1-)
pt%e (r+1)
(60) =, = ( ) 4(%} {1+ %'§:;2a}

+ ﬂi(ﬁg'lsz
r*r(k-*? b, /76 bR
(61) z_rﬂ) AL L Ges (ose
% = 341) (F 76 b2
2 () Ve (5 oqy -, )a?
"2 l"("%"(ﬁ /4,&,27}07~
De aqui” se obtiene:
(62) @o} r () LA( oY% 1+ Q@)(ata) a*
e 1) 16 b2
r (1 (N5 .
rﬂ(“‘)( ) (=2)(e-2) ] ] b(A ) [rE) o
¢b J (5= A)
(“)/2 7+_(J1)(A -1) a?| [ )(Q(’*)/z $-2)(3-2)42
b /6 b2 (a_;_') /6 42
o bien,
(63)

p(‘}%% 16 b2
" r(3-) (fa)(n% (3=A-1-») QZJ +
F(Q\:_X) 76 b3
M SERY [ r (g e%(b) % 1 xtg)al

3al (£2) eb? |

L _a)" %2 (o0 (- 1.3 g2
+.2§ z(%) 2 32 (- 1-)) @?

[’7(2;‘;1) /6 b?

Q =(be ‘%;1)[3@ e”z/“a(bfﬂ)/{i ¢ L0l }




2
Estas dos ecuaciones , (62 )y (63 ), permiten, dado Q/bzdeterminar
loa valores propios de A.

Utilizando los Métodos ntmericos del Anilisis, y cou la ayuda de un com
putador , al encontrar los valores de A y (3 que satisfagan (62 )Y (63 )"
quedarin determinados los niveles de la energha , por (3 ) y (10) .Queda asi
demosirado el problema propuesto, dentro de las restricciones impuestas.
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