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1. - Introducci6n.

Al estudiar el mundo de los cuantos aparecen dos problemas cuyas so-
luciones son muy conocidas:

(i) EL problema del POTENCIAL CUADRADO.

(ii ) E Lproblema del OSCILADOR ARMONICO.

EI problema del potencial cuadrado consiste en encontrar los valores
propios de la ecuaci6n de SCHRbDINGER

i1.~ A. II [v. } A.
~ Ij.I t- V c..X) - E t.p;:; 0

para la funci6n de potencial cuadrado V definida de la siguiente manera:

{

v.. (toO>! s t.) :p a7''' ;l: <. - b

V(2:")= o para. (ac!<. b <' h>o)
Yo pa.o. X> b

EI problema del oscilador arm6nico consiste en haUar los valores
propios de la ecuaci6n ( 1) para la funci6n del potencial V definida as! :

(1)

para todo x ,

En este trabajo se resuelve el problema para la funci6n de poten-
cial V definida de la siguiente manera:

y(~=

x <- b

-k .k:x: 2. pa r a J~ I <. b

l)dl
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:till tl desarrollo ~ trabajo ~ observar~ ~ ~l p.roblema .~ ~sencial-
mente. distinto a. ~ ~ QQ..§ mencionados.

2. --SOLUCION AL PROBLEMA PROPUESTO.

Sea entonces

(1) ~: ¢" + [ V<x) - E.} ¢ ~0
Se consideran trescasos para V:

( i ) V=f). /,:J. para x < - b
( 2) ( ii ) V:: i .k x2 para /xJ.c.. b

( iii ) V:!..kb~ para ~> b~

-b 6
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- b b

PROBLEMA PROPUESTO

Soluci6n para el caso (i):

Sea

(2 )

Las posibles soluciones de la ecuaci6n (l), son

en general, una combinaci6n lineal de las dos .

Pero como fJE L t-iXl) oOJ, la (mica sotucten aceptable en este caao
es

(4 ) para ~ <. - b
Soluci6n para el caso (iii)

Son posibles soluciones
C

2
e ~IC er])2 e·~~

En general, ~ = C~e{t:ll: + D~e'~X; pero como ~ El L[-oa/..g,la (mica sotu-
citm aceptable es:

( 5 ) para ~.> b
Soluci6n para el caso (ii):

En este caso tenemos:

( 6 ) £. d~~ + 1. ~ Xl ~ = [ '"r m d:x2 2 'P 'f/

x=a (a/O)Sea
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( 7 ) x = a ( a I 0 )

Con este cambio de variable. la ecuaci6n se transforma en:
d~¢
cJ f' t {:r(.~~ - a''h' k 'f>}¢ ~0

Al efectuar el carnb io de variable se puede elegir convenientemente la
constante a en tal forma que

(8 )

( 9 )

Sea,ahora:

es dec ir , que

2m£.
h2.

Entonces la ecuaci6n toma la forma:

( 10 )

( 11 )

Jr
donde las condiciones frsicas imponen que: C/J E" L[-O::>Jt:I:!1,yque q> e C

Para reconocer el tipo al cual pertenece esta ecuaci6n diferencial
hay necesidad de efectuar un cambio de funci6n:

Sea
( 12 )

Derivando y sustituyendo en ( 8 ) resulta

(13 )

Esta es la ecuaci6n de Hermite, cuyas posibles soluciones son:

( 14 )

( 15, )

VJ1 ~ 'F [-(>..,;~) 1);fj
uJ, ~ i F[-().~~») ~ /-r1

en donde F es la funci6n hiper-geometr-tea confluente , definida sobre
una vec indad abierta del origen de radio 1 de la siguiente manera:

...0

F(J.-,'l") 1.)= Z
., ; &

Aunque F esta defida inicialmente para una vecindad del origen por
medio de la prolongaci6n analfttca puede definirse para cualquierotro
punto del plano complejo.

(16 ) .,l.{d--+-1) ... (d-in) ,'1;-n

'0 ( ({+1). .. (t + n) . n!

Ahor a , de la definici6n ( 16 ):

4



00F'f 2: oUd..+1)··· (d..tn) ,e n-.1.
Lot, 0') 1):: ~~1 - ~ (~H) ... (a- i n)· (n - :f)! Y1

00=~ 2: Ci-t:iJ(d.·u) ••. (d.tY7-Ht). J'n-1
7J' (~+l)(1f-U) •.. (r~n·1.-tt) (n-:t)/

(lI-V=- 0

Es decir • que

(17 )

La posible soluci6n general de (13) es unacombinaci6n lineal de W
1

y W2,:

( 18)
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Ademas , la funci6n cp' debe ser continua en toda parte; entonces:

( 22 )

( 23 )

"J.. I ;"\ (.3x.
IjJ <.x.)::: ~ !..J e
I -(3X¢ CX) =-(3 Ce

para x<-o
:x..>bpara

Sean ahara:

( 25 )

Entances:

( 26)

( 27 )
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Ademas j para Ixi < b,

¢(X) -z: e-x~~,{A 2:,("') + Ba.""" (:J;)}
( 28 ) {0'(x) = e-~-¥&) A[-~ot z,(~)-t- x(~ A)'c3Gx] +

+ &[- :x:.< 2. ex) + Z;a(:t) + ~2C3-2').z (X)J}os :» a. 3a..i l' ~
Para q> y ¢' se ha impuesto 1a contiriu idad, Adernas, de (27) y

( 28 ) se deduce que:

Por consiguiente 1a funci6m ~N es necesariamente continua en
los puntos jV

x=b y x = -b
Para x -b, se tiene, entonces:

¢t(b) _ (3 ])e~ ~b _

¢ (b) - ])e-~b - ~
Entonces, por continuidad ,

~ _ A[~:l,(-b)-~(1-?-)r,,(-b) +
\- - A.i, (-h)- ¥ 1/-h)

-tll~2~(-b)+c1:-Zl(-b)+ ~(~-t.)1, (~b)
A 2, (-h) - ~b s, (-6)

Se observa, adernas que para i = 1,2, 3, 4, Zi~) = Z(.(- b)

Por otra parte, para x = b:
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Por Ia continuidad de ¢~:
_~ == A [(-t).t't(b)+~(1-A)~~(b)J +

A s, (b) + Bb z~ (b)
+ M-t .2,.(b): ~ t ~ (3- A)24-(b~

A :<1, (6) + Ba..b Z.2 (b)
De estas ecuaciones de continuidad se obtiene el sistema

(29) A [(~~ - 0)2,- ~.(1- A)l~J +~ [(~- ~;+ ~J:f,.+!a:(3-;)ZJ .: 0
(30) A [(~-~~)?1tg.(1-A)Z~J+ 13 [( b: - ~: + ~):cz r~3(3-)')L'~ -= 0

donde: F<'= 2, (b)~i!,.(-b). ("i~ f,<,3,4)
( 29 ) Y (30) constituyen un sistema lineal homogeneo , Para que existan
constantes A y B no simultaneamente nulas, es decir, para que no se re-
duzca al caso trivial, se necesita que el determinante del sistema sea nulo ,
Se observa, por- otra parte, que el determinante es de 1a forma

U wi-u w
entonces

0: U IN'

-u W = 2UW=9 UW= 0

Multiplicando por a;

( 3t I [a. -~)z, - ~,(1A)ZJ [( 01' - ~: + 1):<, + ,b•• (,- 'Yz+] > 0
Entonces, debet-a darse que:

( 32 ) (~ - P-> a.);:, - ~ (t - x) e, = 0
o bien, que

(33) (h(j-~t1)?"2+{ f(3-A)1,=:O
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Si e1 dominio de Ia funci6n

se extiende hasta e1 infinito, e1 problema se reduce a1 problema del osci-
1ador arm6nico, cuya soluci6n es bien conocida. En este caso aparece e1
polinomio de Hermite.

En este trabajo se estudia e1 caso en que e1 potencial es

pero e1 dominio de esta funci6n no se extiende hasta e1 infintto , sino que a
partir de un cierto valor b suficientemente grande en comparaci6n con a.
e1 potencial V toma un valor constante .

Se estudia tamb ien 1a diferencia entre los dos ca so s ,

Para -r-eafiza r este trabajo se utilizan las formas asint6ticas de las
funciones hiper-geometr-icas confluentes; en este caso para

:~~~ 1

La expansi6n asint6tica de 1a funci6n hipergeomMrica confluente, pa-
ra valor-es suficientemente grandes de Ix I viene dada por

( 34 ) F (d...J ~,:x) = reT) (.1-)<1.. f-- (cOm (ol.-o+1h(_xr" +
r(r-J) )( L h!

~"'o

+ O(IXI-J.-M'l~+ r(r) eX vJ.-r~(1'-J.)n(1-J..)tl. -h
/ r(J.) '-L ~ 11.' z +

t OUe~x.J.-1'"-N-1b

N ~ 0,1 J 2, •.. ,
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En este caso, como x ~ 1, se tendr-a :

( 35 ) F (do..) ;r IX) r (r) .e~X"'--('[i f 0 (:cjl
r(o-J..) ~o ,se ttene que, existe un real K tal q.EAhora, por definici6n de

para cualquier valor de t,

En este caso

J 0 (Ixt) I~ K I ~: ) ~ K
En primera aproximaci6n se desprecia este sumando en la f6rmula

( 35 ) Y se obtiene:

(36 ) ( b) - F(J - x z b 2)Z( - -;r-' Z-J a.~ r'\J

z, (6)-: F (~': , ~:) rv(37 )

(38)

(39)

Sustituyendo a las Z.4 (b) por sus formas asint6ticas, en la formula
(35) , se obtiene que

r (i-)eb%~
r(1~~
r (-~)eWa2

r ('~~-I- ~
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Utilizando Ia conocida propiedad de la funci6n Gama

despues de algunas simplificaciones se obtiene que:

(40) f7(fJ .e·Xt~/b~r¥1(b~r?-/4L _lL)=r V -: -J l"a.~J 0.iJ r (?> t\ 0./ 0
Procediendo en forma analoga, se sustituyen las ~ i: por sus formas

asint6ticas en (33). Asi se obtiene:

Utilizando pr-opiedades de la funci6n Garna y simplificando;

(41) --,--"--,(...:ofc-) _, e b~l (~ :)- )./4 ( b (3 -+ ~: -t 1) == 0
re-..")

En las ecuaciones (40) y (41) se observa 10 siguiente: En,primer lugar

b;;etl ( b~)-(1t lV 4r u)e Q~ =/; 0
que

y que (.3) bi'~~(b~)-f?+"Y4r "i" e a.~ -::/= 0
En segundo lugar: Como a, b, (3 • son por definici6n numer-os reales

positivos, se tiene entonces que

y, adernas ,

Por consiguiente,los fmicos valores que satisfacen a (40) y (41).son b3
polos de

Io r (~
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Se sabe que los polos de la funci6n Gama , son los nume r-os enteros:
negativos. Entonces:

_ n z: 1- A
4

Io - n- ~- 4
4n + 3.0 sea que A =2n +1

( n c fN)
Es decir que A = 4n + I, 6

para n = 0 , I, 2, ...
Entonces, los valores discretos de" para que las funciones

1-71
4

,-o 3-?\
4

sean polos de la funci6n Gama son los ntimer-os enteros impares:

'i\ = 1, 2, 5, ... , 2n +1,

Resultado: Soluc ion del problema del Oscilador Arm6nico.

Este resultado era esperado puesto que la hip6tesis es que
y si b --.) 00 , el problema coincide completamente con al problema del
Oscilador Arm6nico.

Es importante observar que por medio del ana Iis is del desarrollo
asint6tico de Ia funci6n htper-geornetr-tca confluente se ha resuelto de otra
manera el problema del Oscilador Arm6nico.

Ahora, para precisar la discusi6n se estudia la funci6n hiper-geome-
trica confluente en su forma asint6tica, que en este caso es

P(~) r I x) = r~}~~)U)3- {1+.k (.1-' '0 + 1)(-:tr1-t- 0 (I~~}
+ r (r) ell: :l.-Y{ ( '( _<\\,.,(~). x 1+- 6"-;).,)( 1-~) x: + 0 '''I /J

A partir de c ier-to valor de x , la funci6n exponencial es mayor-ante
de cualquie r funci6n polin6mica.

( 45 )

Entonces:

( 46 ) e xX ilo - r~ X -~

En este caso x bla.~ es una constante dada. AdemA.s

J. " -L -2 / -2 A0 J.. -::4 4 4 4

/

0 d. - S ':>- I 1- .z.- 4- T 0 J. (A> 0)4 -4

12



o sea en todos los ca soa , <i. es decreciente en re1aci6n con i'I ; por
consiguiente, (46) no se satisface para los grandes va lor-es de A.

Se considera en primer 1ugar e1 ca so enque se satisface (46). Sea
J... = _l'entonces l' » 0 ,Y

:r.- ....= :x 1:"
eX.x.,l. a- ~ e. ~ X· 1'-.,-= ~

Entonces : ~ 'l:+rr
(JX

~~
y como If::- f 6- 't':= 1-
casas que

I
o se t iene , para todos los

1:' ~ _:;c,:;:-_
2. IOj:x.

por ejemplo , si x = 100, log x ~ 5. Y

::x. .<.>Iup: -:-IOj 1:« /00 j )..:: 1.;\ IJ./= ).";..f.~IOj ),4:=40

Entoces para este caso se tendr-a que:

(47 )

(48)

(i)
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utilizando las propiedades de 1a funci6n Gama y simplificando

(49) 0 = r(i} eb1o.'(a.~(H%rt'h-@q~)[1+_~i\)(3+-A) cf1_zb{ ~(1.t2a.1~
, r(l+?J) b; lr Q) 16b2 J q 1 IbkfJ

En esta formrola se observa que:

I (t -;-'>. ) (.3 ~ 1) . ~ I -z: 1.
I b b~ <.:::;;

ya que por hip6tesis, A no puede tomar grandes va lor-es

Por la misma raz6n:

IJ1-,A)<!•~l « 1-
1{, b.z

Adema s ;
b- ~a..l -~ -_ (b +@Q~) i 0

Q. Q - Cl
Por consiguiente: I{ ~

(b-l3Q. 1+ U+l)(3-f"A) .~ t
(50) Cl Ib b'

+ II f (1- ~)2 •L -1} -::I 0
Ademd s r C\ /6 b~

(ii) (b(3 ~ t:+ 1) ~~ ++- .~: (J-;~.)Z4 ~ 0
Utilizando las propiedades de r y simplificando:
r (~)ebYl{~r('bA.Q' f1\(1.+ ..(3+'>.)(1-').) 0."1.)-+ 6b2.{1 + 0'1-))("'3) .l:ll.)l_ 0
r(34.A~ ~ I'" (P ~ 1(, bt -; a.~ 16 b2. bj} -
como 12.% l.~ j ~Aestd restringido a sattsracer (46). e1 segundo factor
de (51) vale aproximadamente:

( 52 ) b a + 5 b 2. + 1 :J= 0/,.1 a 2

La hip"otesis utilizada es que para los vaIor-es A no mayores que un
cierto ntimero , e1 segundo sumando en (45) es dominante ,

Ahora, se emp1eara (45) para va lor-es de A e1egidos convenientemente
para que:
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(53 ) e~x ~-'0~ "::C-}.

Resulta que , entonces

C(o) exa..,r-{ }
r(~) 1+ (o-).)(1-?t..')x-1 «
41 r {r) f_1'j#-{t f. J,.((j.-l'fl)(-:x.T1}

j r ('(_~\:-x-)
Es decir,que en este caso ,para valores de ~ suficientemente

des, el primer sumando de (45) es dominante.

( 54 )

gran-

E.ntonces, en este caso

( 55) F (~J0) :x.) rv r(r) (i)~{J..(;i..-l)'+1)(-XY1}
f'(!-~) :(

Entoces, en este caso:

~, := ('('1) _ (~)(1-~{(1-)..) (~-A). a~1
r (~ b~ 1f h)
_r (f) (.s...2)(S'~4{(S-_ ">..)(3-"). . Q2.L

'22.' r(~) b' 16 b~
Sustituyendo en (32) Y simplifican 0:

( 56) r (j) {Q.?)(s.~. (f- ').) (~- ').) [-1.(A -1') _ ~ \1z: 0
re.~1) b~1 /6 ~"2 -; ')

Se observa en esta f6rmula 10 stguiente :

~>Oj~Q.>O ~ -:+~>o
Es dectr ,que para el segundo factor no existen ceros •

Por otra parte: 'A es , por definici6n un nttmer-o positivo. Por con-
stguiente la funci6n

I.. t s--;r-
no tiene polos para la funci6n r .

Ahora:
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r. =3r(}) (O-.tjU-"Yt-j(T-_A) (-1-?\). o...<}
4 2f1(Jn) b:J 16 bl.

et "') ...

Sustityendo en (33) Y simplificando:

(57) r(~) la2'f~)),4 R;T-)'){-l-A).~l
r(J:~Cb~) r 16 b<f

Como ;A. ~ 1 ,resulta que esta functon tampoco tiene ceros para sus
factores.

Df'l anattsts de (49) Y ( 50 ) resulta :
Si A cumple la restriccibn impuesta por (46), las soluciones

es dec ir; los valores propios son nCtmeros-naturales impar-es ,

Si ?-. cumple Ia restriccibn impuesta por (53), no existen so--
luciones para (56) Y ( 57 )

Entonces:
Dado a ~/b2. fijo, pero elegido convenientemente grande, aparece una
sucesibn de valores pr-opios para A que satisfacen ~ ( 49 ) 0 ~ ( 51 )
esta sucesibn de numer-os naturales impares . Esta sucesi6n no crece
indefinidamente puesto que ?\ debe satisfacer la condic ion (46 ).

Con las condiciones (46) Y ( 53 ) es posible determinar hasta
que valor de .A existen los valores propios , es decir, hasta d6nde
71.. es admisible para el problema.

Para determinar este valor maximo admisible ( que naturalmente)
depender a de~a) es necesario tomar

(58) Z - r(i) eb%.2(a.\(H%{1t(A+1)(A,+3) .a..~l+
I re-...~ b) 16 b1

( 59 )
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( 60 )

( 61 )

De aqui" se obtiene:

( 62 )

o bien,

( 63 )
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Estas dos ecuaciones, (62) Y (63), permiten, dado q~~determinar
108 valor-es propios de A.

Utilizando los Metodos n6mericos del Anlilisis, y con la ayuda de un com
putador, al encontrar los valores de A y ~ que satisfagan (62) Y ( 63 r
que dar-an determinados los niveles de Ia energa , por (3) Y (10) .Queda ast
demostrado el problema propuesto, dentro de las restricciones impuestas.
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