UN CRITERIO SOBRE LA CONVERGENCIA DE LA
INTEGRAL IMPROPIA (Continuacién)
por

YU TAKEUCHI

. LA CONSTRUCCION DE UNA FUNCION F(x( CUYO INDICE ¢ ES 1.

TEOREMA 9.

Sean
f4(x) = x, fo(x)=1log(1l+x), ..., f,,(x)= log( 1+ f,(x))
Sf,Gog s [ 4
Entonces:
i) F,,(x) es creciente y tiende aeo cuando x ~— a0.
ii) f.,m(x)< {,,(X) para todo n y x.
iii) ,f;_'_;”ﬁ,(xﬁ 0.
iv) 7,:'-:@ —F-Lf‘t,,,(—:(!:)(l =0 , para todo n.
v) Li:'m ___m._.__p:‘iiiz =0 , para todo x.
Demostracion .
i) Es evidente.
i) P (%) = 10g (14 Falx) < ¢, ()
iii ) de i), existe el lfmite
/';':n_’w Fo¥) = f(x), para todo
De (49),se tiene
Fex)= 10g (1 + F(%) (50)
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La Gnica solucidon de (50 ) es f (x) = 0.

iv) Evidente,

2
v) Fni,(1\= /o?(i'} F,,(x)) > F'n('x)' _(inz(_x))_

Entonces I:Fm'(l)/F.\ (x)] = 1= ( F“(x)/2> ) . También:
Foer (X) = '°9 {13 F»<")> < (,,(I)
Por comsiguiente se tiene:
Fa(X) .., (x)
1 - TInt2/ 41
2 < He <t (51)
De iii),

lim __an(i_: 1
n—» o Fn (%)

TEOREMA 10

1 fn(x < 1 52
(2/e,) + 4 (n-m) < (Ze,n) + e (n=m) %)

donde m es un nGmero natural ( dependiente de x ) tal que
Fn (0 < 7 3)

(Nota: Para x dado siempre existe m que cumple (53 ), ver iii) del
teorema anterior)

Demostracion:
De ii) delteorema 9, se obtiene

n = m implica F,, (x) C’t—

De( 51 )se tiene

%_ < %%ﬂ-<i 7
o bien,
for < Fo < 21, (54 )
Entonces
T AT W A 100 T
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Sea @ (t )una funcién derivable tal que

jhf: __i_ @2 (56)
B(m = £,
De (56) se tiene :
@(t) = L"£‘ rrrrr —

Ahora se define una funcién ¥ (t ) como sigue:

W (“)=fn

(57)

¥ (t) =f,+ (t-n) {f,,,, -{,‘}-f sin £ t = n+1

De (55), Y (t) satisface la desigualdad
2

¥ m+1) -¢ (n) > -3/4 (¢(n+1) ) (58)

Se va a demostrar que ¢ (t) = (t)paratodo t, t = m.
Si existe t, talque : ¢ ()% ¢)(t) entoces existe t, = [n, n+1)
en donde

¥(t) =¢ (t) y,ademss

Pty > ¥t (59)
donde |’es la derivada por la de-
recha.

En éste punto t,obtenemos:
W)= ¥ (nr) -¥ (n) > g (F @+ >-2 (¥ ()
2
=-2(dt)) " = @°(t.)

Esto contradice a (59) , por lo tanto se tiene:
@ (t)=Y (t)paratodo t = m.

Tomando t = n , se obtiene:
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1 < f
=y (60)
(£ )+ 2n-m
h

Para demostrar la otra parte del teorema basta utilizar la desigualdad
dad:

7[nu = '°9 (1+ fh) 4& ‘.—EZ:(FH)Z

(ra <) .

TEOREMA 11

i k converge si k> 1
() P
=i diverge si k=1
Z {{n(a) - f (b)} es convergente.

Demostracidon:

i) es evidente por el teorema anterior.
ii) Para mayor facilidad suponemos que a > b , entonces:

fon (@) = Foi ()= log (1 + £ (a) - log(1+ f, (b)

{n(a)’ {h < 'F(a = F (b)
1+6,, 1+ f,(b)

(62)

yaque f,(b) < &< fy(a ). ( Teorema del valor medio).

Aplicando sucesivamente la relacién (62 ) se tiene:

ﬂ,.(a)‘ {nu(b) < {"‘(an) = fm (b) (63)
J:Tm {1+ ﬂ(b)}

Del teorema 10 obtenemos:

7T {14»{ (b} T {1+ +~(n m)} ey
2 —”:D {1+—4—A}

3(R+N,)
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donde N, es un nimero entero mayor que 1//3 f,n Tomando logaritmo de
ambos miembros de (64) se obtiene:

‘°STT m{ 3(m~.} Zm '°7{1+ 3(: Ne) }
2 z 3(k+N) ZZ (3(u~)>a
>

4.
= 3 ’03 (n = m + Ny ) _— constante.

Entonces:

n-m
£ 4 5
M. {“m}z A, (roman)h o 65)

donde A es una constante independiente de n.

De (63) , (64) y (65) se tiene:

nem - 3

2. {f@-fW) < (@68 > =2

5 e | T {14 Fk(b)}j

- £ (b) . -9
< T (@ A{ (b Z (n-m+~.)3< -

hzmy,

TEOREMA 12

Sea  Fy(x) _]T 2460 (44302 +10g(143) , , . (14, (=) (66 )
ke 14F00) 2.(4+ loga). . (1+{,‘(1))

entonces:
i) F,,,(x)> F,(x)paratodo x>1.
ii) F,, (x ) es creciente y tiende a co cuando x —
iii) l,if_?an( x) = F (x) (convergente ).

iv) F (x ) es creciente y tiende a co cuando x —s @
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v) Fp(x) &€ Fp,(x) << F (x)para todo n.
Demostracibn:
i) Fop, (x) /] Fy(x) =[1+,60] [ [1+£(x)]>1

ii) Evidente.

iii)Sea [1+ f(x)/ [ 1 +f(1))=1+ A (kzm).
entonces

[1 —fk(l)] < 1/[1+ fk(l)J < 1--f (1) + (fk(l))2
luego

(1£,(1)) (1+,(x)) < 1 +AZH +fK(x)){1—fk(1)+(fR(1))2}
Por consiguiente :
{txr-t0n} - t8x)f (1)< A<

<{f ) -1 (1)} - (x)f(X)+{f(1)}+f(x){F(l)}

Del teorema 11 se tiene:

> {0) <
Z( ()) fx) < fm (I)Z f(i) < o

Z f ()£ (2) <[ZH(=0J [Z"Ifk(i)}iré @
Z {(FRG- f} <

luego =°* O i es convergente , por lo tanto el producto infinito converge a
un lfmite.

(67)

iv) y v) son evidentes,

TEOREMA 13

i)y F,(x) € Sd
i) F (log (1+x) )=F 6x)/ (1+x)

iii)F(x) & S
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V) %F'—l

v ) lim x4
20 00 F(x

vi) lim _F(x+) _

X = o Fi(x) =1
Demostracidn :
i) )
f,, (x)= fa() J R
h+, 1+ f,.(&) fz (l) = T 4%
entonces
f, ()= £ =
“ T {1+ f, (x)} 1+ fl) F(x)

por lo tanto se obtiene:

s B
,ﬁrf};): ff {1+Fk(1)}[fh‘“(x) dx

s {1+ f.((i)}.{{,,“(s)-f,m (1)}__,00 (B— )
i) f, (loq(ux)) = ., (X

n

luego ¥, (log(14x) = LRSS/ (1] =
(1] =

- 1+ﬂ,,.(1) 4 7+ f (DC)
= “ - 1 (-
14X 1 p *kﬂ(i) z .Lt%i)_ Fi(%)

tomando 1fmite (n-— oo ) se tiene:

F(log (1+x)) =F(x)/ (1+x)

Nota: F ( x) es contfnua ya que F, (x )es continua y creciente con res-
pecto a n, luego F,(x ) — F (x ) uniformemente en un intervalo
acotado. ( Teorema de Dini)

iii) Sean
8,1, a=e'-1,...,a,=¢e""—1 (68)
entonces
Q‘IH q’l“ q"
f dx 2 f dx _/ dx
q, F (%) an (tx) F (Tog {ﬂx)) ) F (%)
1

Q.
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luego

[ [
F(x) fo'F(;){i’fi‘*-..}_»oo (n —09)

iv

l)im Fe >lim — T X ¢

X—> 00 -lF(Ioc)X x-»00 xF(qu(‘Hx))

=1im Fx) X ') =1

z+e0 (x41) F(loq (4+x)
Entonces

5( =
'3
Pero Fe€5Sd, es decir, g,_.é 1, entonces XF 1
v) lim F(x) = lim F(x) =
) X op x?(}oqx) x22 F(log x) + F'(log x)
s Flx) -
. F (logx) !

ya que F’(x) << F (x)de acuerdo con el teorema 5. Entonces

1im r,‘ x) X = lim F'(x F(x) w1
x>0 F(x) X0 F (/-11) XT(/D? ’5 -

vi) De iv) se tiene:

lim M - lim F(x+1) F (X) =1
X-» 00 Fix) X~ 00 (xn)'F{loi (»Hx)) (xu) F(/‘,7 (Hx))—

TEOREMA 13

n
Sea G,\ () = Tr 1+2f,(x) (69)
R ket 1+ {K(I)

entonces :

i) 11m (3() 6) (I) ( convergente )

h— oo

ii) 3&— A
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Demostracibdn

i) Evidente

ii)

2+ f,, (0
@, (o0 =5 G

)

tomando el Ifmite, n—00 , se tiene:

Cq)(log(lﬂt)) ‘—m (70)

1+XX

De (69), se tiene (para y> x )

tog —(20a (¥) Z togdt 2 £a(Y)

<
6\1(1) IYY + % % f(x) T
§Eﬁ:10g[ _at fuly) ] ?\z logM-=]logM

P 1+f§,.(x) 1t flx) Fulx) > >
n
1°g\6:‘"ﬁ2 log w -
G 2 FiEA L
= ilog 14 fe(Y) . log Tn(y) 8l A = 1
k2 1 *ﬁ (I) :F’\( )
Tomando n— oo , se tiene

logw <Mlog T(V)/LF(x) para A> 1 .
- 1
1(1) log .F(y)/‘f.‘(t) para 9 < 1 L5

Tomando y= x +1 , y aplicando vi) del teorema 12,

se obtiene:

11m log—h(l*l)__ ;\hm logM:log =0
(x) PR F(x

27



es decir,

G, & +1) _

i = 72
De (70)y (71) se tiene:
}G; - 1im — @& -1im — Qa (x41)
X X 67\(,03 x) e (x4) @, ( og (‘-“)Y
X2 (% +1) Qa( log(x+1)) Q at® R X4
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