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ECUACIONES DISIPATIVAS: CONJUNTOS
ABSORBENTES Y ATRACTORES

JAIME LESMES

Resumen. Muchos fenémenos fisicos se describen mediante ecuaciones de la

forma %’f = F(u(t)), con condicién inicial u(0) = ug, en donde u(t) varia
en un espacio de Hilbert H de funciones sobre un dominio 2 C R™, y F es

un operador diferencial (en general no lineal) en las variables espaciales, que
actia en H. El estudio del comportamiento de las soluciones cuando ¢t — +o00
conduce a la consideracién de los conjuntos absorbentes y de los atractores. En
esta conferencia exponemos métodos para probar la existencia de esos conjuntos,
debidos a R. Temam et al., asi como algunas propiedades de los atractores de
la ecuacién de Kuramoto-Sivashinsky, halladas recientemente por F. Pinto.

INTRODUCCION

Numerosos fenémenos fisicos se describen mediante ecuaciones de evolucion
de la forma: %'ti = F(u(t)), en donde u(t) varia en un espacio de Hilbert
apropiado H (“espacio de fase” ) y F es un operador, en general no lineal,
que actia en H. En contraste con el caso lineal, la evolucién de un sistema
dinamico no lineal, o sea, la evolucién del sistema u(t) a partir de un estado
inicial u(0) = wug, es bastante complicada: no es facil predecir si tiende a un
estado de reposo, o a un estado estacionario simple, o a un estado periddico,
o cuasiperiddico, o “cadtico” . El problema matematico que se plantea es
estudiar el comportamiento del sistema cuando ¢ — o0, o sea, determinar el
estado “permanente” al cual tiende el sistema después de un (corto) periodo
transitorio”.

El propésito de esta conferencia es presentar métodos desarrollados por R.
Temam et al. para probar la existencia de conjuntos atractores de sistemas
dinamicos no lineales, y resultados obtenidos recientemente por F. Pinto para
la descripcién del comportamiento asintdtico de soluciones de la ecuacién de
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Kuramoto-Sivashinsky, basados en un trabajo de Foiasy Temam [4] sobre la
ecuacion de Navier-Stokes.

§1. EJEMPLOS PRELIMINARES

Antes de exponer lo referente a los conjuntos absorbentes y los atractores,
mencionaremos dos ejemplos concretos de sistemas dinamicos no lineales, que
nos serviran como puntos de referencia: el péndulo con rozamiento y la ecuacién
de Navier-Stokes.

1.1 El péndulo con rozamiento.
Si denotamos por 6 el angulo formado por el brazo del péndulo y la vertical
que pasa por el punto de suspensién, el movimiento del péndulo esta descrito

por la ecuacidn:

0 +ab + 83 send =0, (1.1.1)

con condiciones iniciales :
6(0) =6o,  6(0)= o (1.1.2)
Aqui o > 0,3 > 0 son constantes convenientes. Obviamente (1.1.1) es equiva-

lente al sistema : ;
{ ki (1.1.3)
o = —[ senf — a ¢,

asi que en este caso el espacio de fase es H = R2.

Es bien conocido que el problema (1.1.3), (1.1.2) tiene solucién tnica ([6],
Cap. 8).
1.2 Ecuacién de Navier-Stokes

Esta ecuacién describe el movimiento de un fluido viscoso incompresible.

Supongamos que el fluido se mueve en un dominio acotado 2 C R"*(n =
2,3) con frontera I' = 9N suficientemente regular, y denotemos por u(z,t) la
velocidad y por p(z,t) la presion del fluido, en el punto z € Q y en el instante
t > 0; si v > 0 representa la viscocidad (cinematica) del fluido, su movimiento
esta descrito por las ecuaciones (ver [7]):

{ ‘Z—?+(u.V)u——uAu+Vp:f (1.21)
divu=0
en €2, con la condicion de contorno :

u(,t)=0 en T (1.2.2)

y la condicion inicial :

u(z,0) = uo(z) en Q (1.2.3)
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Aqui el término f = f(z,t) proviene de las fuerzas exteriores.

1.2.1 Planteamiento Funcional del problema.

Para simplificar la exposicién, vamos a limitarnos al caso n = 2, ya que para
n = 3 la situacién es mucho mas complicada (se ha probado la unicidad de las
soluciones solamente en clases de funciones mas pequenas que aquéllas en las
cuales se conoce la existencia; ver [13], Cap. III, §3);también supondremos que
el sistema dinamico asociado a las ecuaciones (1.2.1) es auténomo, o sea, que

f es independiente de ¢.
a) Los espacios de Hilbert que se eligen para estudiar este problema de
evolucion son :

i) H = {u € (L*(R))?| div u = 0,u.@i = 0 sobre I'}, con el producto
escalar :

(u,v) = Z/ u;v;dr, y la norma : |u| = (u,u)"/?
i Q
ii) V = {u € (H(Q))?| divu=0} con el producto escalar :

((u,v)) = Z/‘;(Vui.Vw)dl’. y lanorma : ||u|| = ((u, u))ll2 = |Vu|

Antes de continuar, debemos aclarar que se tiene un teorema de traza que
asegura la existencia de u.@ sobre I', como un elemento de H~Y%(T'), cuando
u € (L*(Q))? y (div u) € L*(Q) (ver [12], Cap. I; la demostracién detallada
se encuentra en [8]). Por otra parte, los espacios H y V pueden caracterizarse
como las clausuras del espacio

V= {p € (D(Q))?| div ¢ = 0}

en (L%(Q))? y en (H(R2))?, respectivamente.
b) Se tiene : V — H — VI, con inyecciones densas y continuas.

¢) Vamos a definir un operador lineal no acotado A en H. Su dominio es:
D(A) = {u €V | Ik > 0 tal que Vv € V, |((u,v))| < k|v|}
y se define A : D(A) — H por la férmula :
(Au,v) = ((u,v)), u € D(A), veV. (1.2.4)

De hecho, se tiene : D(A) = (H*(Q))2NV, A= —P.A, en donde P es la
proyeccién ortogonal de (L%(Q2))? sobre H, y A es el operador de Laplace.

1.2.2 Forma débil de la ecuacién de Navier-Stokes. Esta formulacién
se debe a Leray (1933/34).
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Sea v € V arbitrario; si multiplicamos la primera de las ecuaciones (1.2.1)
por v e integramos sobre 2, se obtiene la forma débil de la ecuacién de Navier—

Stokes :

%(u, v) + v((u,v)) + b(u,u,v) = (f,v),Yv €V, (1.2.5)

siendo
b(u,v w)—Z/ u~-aﬂw-dx
$'Vs Lan = o '61'1' 7
Puede mostrarse (ver [8]) que la forma trilineal b es continua sobre
(H5(R))? x (Hp(R))* x (H5(Q))?
Por medio de b se obtiene un operador B : V — V', definido por la férmula:
B(u)(v) = b(u, u,v), Yu,v €V (1.2.6)

De esta manera, (1.2.5) puede escribirse :

d

-d—t(u, v) + v(Au,v) + (B(u),v) = (f,v), YveV (1.2.7)
y finalmente, el problema (1.2.1)-(1.2.3), nos queda :

{ 4 4 vAu+ B(u) = f, (1.2.8)

u(0) = uo,

en donde los operadores A y B estan definidos por (1.2.4) y (1.2.6) respectiva-

mente.
Se tiene el siguiente teorema de existencia y unicidad ([13], Cap. III, Teo-

rema 2.1) :

Teorema. Dados ug, f € H, existe una unica funcién u(t), solucion del pro-
blema (1.2.8), tal que

ueC(0,T); H)NL*(0,T;V), VT >0.

Para todo t > 0,u(t) € D(A), y la aplicacion ug — u(t) de H en D(A) es
continua. Ademas, si ug € V, entonces

u € C([0,T);V)NL*0,T; D(A)), VYT >0

[Nota : sobre D(A) se toma la norma u +— |Aul].



ECUACIONES DISIPATIVAS: CONJUNTOS ABSORBENTES Y ATRACTORES 49

§2. CONJUNTOS ABSORBENTES

2.1. Orbitas
Supongamos que estamos considerando un sistema dindmico cuya evolucion
esta descrita por un semigrupo {S(t)}:>0 de operadores

S(t):H — H

Ug — u(t)

y que para todo t > 0, S(t) es continuo. (Este es el caso en los dos ejemplos
considerados en 1.).
Se llama drbita (positiva) a través de ug € H al conjunto {S(t)ug/t > 0}.
Se llama drbita de un conjunto A C H, al conjunto Uy>o S(t)A.

2.2 Definicién. Bajo las hipétesis de 2.1, sean B C H, y, U vecindad abierta
de B. Se dice que B es absorbente en U ( o que B absorbe los conjuntos acotados
de U), si para todo subconjunto acotado By de U, existe t; = t;(Bo) > 0, tal
que para todo t > t1,S(t)Bo C B.

En el caso del péndulo con rozamiento (Ejemplo 1.1), al dibujar el diagrama
de fases se visualizan muy bien los conjuntos absorbentes.

2.3 Observacién. La existencia de un conjunto absorbente acotado esta
relacionada con el hecho de que el fendmeno fisico sea disipativo, o sea, de que
haya disipacién de energia, por ejemplo por rozamiento mecanico, o debido a
la viscocidad del fluido en movimiento (ver [7]). De hecho, la existencia de
conjuntos absorbentes acotados se usa como definicién matematica de disipa-
tividad (propuesto para el caso de dimension finita por Billoti-La Salle [1]; para
dimensién infinita, se encuentra en el libro [5] de Hale). Mas, como observa
Temam ([13], Cap. I, 1.3), en el caso de dimension infinita hay fenomenos
considerados fisicamente como disipativos, para los cuales no se conoce la ex-
istencia de conjuntos absorbentes.

2.4. La ecuacién de Navier-Stokes. Veamos la existencia de conjuntos
absorbentes para el caso de la ecuaciéon de Navier — Stokes (n = 2), o sea, el
ejemplo 1.2.

De (1.2.7), obtenemos :

ld

5 gplul” +vllull® = (fw),vueV, (2.4.1)

en donde hemos usado el hecho de que b(u,u,u) = 0.

Ahora, A es un operador lineal autoadjunto positivoen H y A~ : H — H
es un operador compacto (ver [8] para la demostracién detallada de la anterior
y de estas afirmaciones); si A; > 0 es el primer valor propio de A, tenemos :

1 v 1
3|l - |f| < = —sb F1? 4.
(fu) < Ifllul < 2~ Hjull- 11 < Flull + o5 1] (242)
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De (2.4.1) y (2.4.2) se obtiene, con algunos célculos :
d, 1
i A 2 & e 2
Sl +vAuf < o

de donde, integrando,

i 1 s
u(®)I < Tuol?e™ X" + —5 | fP(1 = e7"2) (2.4.3)
1

De (2.4.3) obtenemos enseguida :

. 1

limsup |u(t)| < —|f] (2.4.4)
t— 400 v

y, por lo tanto, se ha probado que toda bola en H con centro en el origen y

radio estrictamente mayor que pg = ulT,I f|, es un conjunto absorbente.

§3. ATRACTORES

Suponemos aqui, como en el nimero anterior, que la evolucién del sistema
dinamico esta descrita por un semigrupo {S(t)}:>0 de operadores continuos en

H.

3.1. Definiciones

3.1.1 Si A es un subconjunto de H, se llama (conjunto) w-limite de A al

conjunto
w(A) = Ns>0 Ut>s S(t).A

3.1.2 Se dice que X C H es un conjunto invariente funcional para S(t), si
para todo t > 0, S(t).X = X. [Si S(t) es inyectivo para todo t > 0,
entonces S(t).X = X para todo t € R, siendo S(—t) = S(¢)~*, (¢t > 0)].

3.1.3 Un atractor para S(t) es un conjunto A C H, invariante funcional, con
la siguiente propiedad : existe ¥ C H, vecindad abierta de A, tal que
para todo ug € U, se tenga :

dist(S(t)uo,.A) — 0 cuando t — +o00

3.1.4 Un atractor global para el semigrupo {S(t)}:>0 es un atractor compacto
A que atrae uniformemente los conjuntos acotados de H. Esto es, si B
es un subconjunto acotado de H, entonces dist(S(t)B,.4) — 0, cuando
t — 0o.

En el caso del péndulo con rozamiento (Ejemplo 1.1), el diagrama de fases
permite visualizar facilmente w- limites, conjuntos invariantes y atractores. El
origen (6 = 0, = 0) es un atractor, pero no existe atractor global.

3.2. Una condicién suficiente para la existencia de atractores.

El siguiente teorema ([13], Cap. I, Teorema 1.1) permite probar en muchos
casos la existencia de atractores :
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. Supongamos que los operadores S(t) son uniformemente compactos para t
grande [esto es, para todo conjunto acotado B C H, existe to > 0, tal que el
conjunto Ug>¢,S(t)B es relativamente compacto en H]. Supongamos también
que existe U C H abierto, con un subconjunto B absorbente en U. Entonces
A = w(B) es un atractor compacto que atrae los conjuntos acotados de U. Si
U es convexo, entonces A es conexo.

3.3. La ecuacién de Navier-Stokes.

Veamos como se aplica el teorema anterior al caso de la ecuaciéon de Navier—
Stokes (n = 2).

3.3.1. Precisemos antes que para la forma trilineal b (definida luego de
(1.2.5)) vale la siguiente desigualdad :

lb(u, v, w)| < exul2|Aul"?||v]||wl, (3.3.1)
Yu € D(A), Yv eV, VweH

siendo ¢; > 0 constante conveniente (la demostracion se encuentra en [8]). De
aqui se deduce :
a) si u € D(A), entonces B(u) € H (el operador B se defini6 en (1.2.6));
b) si u € D(A), aplicando la desigualdad de Young se obtiene :

v 9 C
|(Bu, Au)| < 71 Auf* + —5|ul’|lull* (3.3.2)

3.3.2. En la primera ecuacién de (1.2.8), tomemos producto escalar con Au
(recuérdese que si t > 0, u(t) € D(A); obtenemos :

ld

5 gllul® + vIAul® + (Bu, Au) = (f, Au) (3.33)

Ahora, [(f, Au)| < |fllAu| < %]Aul> + LIfP2, y, [lull < A7"/*|Aul, en donde
A1 > 0 es el primer valor propio de A (ver 2.4); de estas desigualdades, junto
con (3.3.2) y (3.3.3), obtenemos :

d 2 2c
Sl + vhllull* < S1f1 + ”V?l|“|2 (3.3.4)

Suponiendo que ug permanece acotado en H, se llega, usando el lema de Gron-
wall generalizado ([13], Cap. III, Lema 1.1), a la desigualdad :

lu@|? < (5:1 Fas)e™,  sit>to+r, (3.3.5)

en donde a,, as, a3, r son constantes convenientes y tg se escoge suficientemente

grande.
De (3.3.5), usando la compacidad de la inyeccién V < H, se sigue el si-

guiente resultado :
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3.3.3 Teorema. El sistema dinamico asociado a la ecuacion de Navier —
Stokes (n = 2) posse un atractor A compacto conexo maximal.

La existencia de estos atractores fue mostrada por primera vez por Foias y
Temam [3].

3.4. Dimensién de Hausdorff de los atractores.

En el caso de muchas ecuaciones disipativas, una propiedad muy importante
de los atractores compactos es que tienen dimensién de Hausdorff finita (es el
caso, por ejemplo, de la ecuacién de Navier — Stokes para n = 2).

Si la dimension de Hausdorff de A es < N, entonces “casi todos” los proyec-
tores de dimensién (2N + 1) son inyectivos (R. Maiié [9]).

Se sigue que el flujo sobre A puede parametrizarse por (2N + 1) parametros,
a lo mas. Para realizar computos numeéricos, una elecciéon natural de para-
metros es la eleccién de los puntos nodales (pero la eleccion mas apropiada
de parametros es cuestién abierta). En [4], Foias y Temam muestran para la
ecuacién de Navier — Stokes que en varios casos, el comportamiento de las
soluciones cuando t — +00 queda determinado por su comportamiento en un
conjunto finito de puntos £ (puntos nodales), si la “densidad”,de £ en Q2 es
suficientemente grande. Por ejemplo : si para todo z € £, u(z,t) — €, cuando
t — oo, entonces u(-,t) tiende a una solucién estacionaria unica (n = 2,3); si
para todo z € &, u(z,t) tiende a una funcién periédica p;(t), de periodo T,
cuando ¢t — oo, entonces u(z,t) tiende a una solucién periédica de periodo T,
para todo z € Q (n = 2), etc.

§4. LA EcuacioN DE KURAMOTO-SIVASHINSKY

Esta ecuacion tiene la forma siguiente :

{ % + vA%u+ Au+ 3|Vul?=0en R" x Ry (4.0.1)
u(z,0) = up(z) en R”
Se pueden considerar condiciones de contorno periédicas :

u(z + Le;, t) = u(z,t), Vz € R", 1<i<n, (4.0.2)
en donde {e1,ea, - ,en} representa la base candnica de R™. El problema se

ok L L
estudia entonces en Q = —5, 2) X o X (—3,%).

4.1. El caso de dimensién 1.

La teoria matematica del problema (4.0.1) alin no es completa en el caso
n > 2 (ver [13], Cap. III, Seccién 4.1). Vamos a hablar del cason =1:Q =
5.5,
4.1.1. Por derivacién (tomando v = S—L‘), (4.0.1) se nos transforma en :

+V84+8—5+‘Uav'_0 (z,t)e(—%,{;—)xﬂ&.,.
. ¥ (4.1.1)
v(a:,O)- vo(z),



ECUACIONES DISIPATIVAS: CONJUNTOS ABSORBENTES Y ATRACTORES 53

problema que se suplementa con las condiciones de periodicidad :

dv, L v L ;
3Fmyt) F gl 0L 43 (4.1.2)

4.1.2. Planteamiento funcional del problema.
a) Los espacios de Hilbert que se eligen para estudiar este problema son :
L
. 2
i) H=L%Q)={veL*Q)| v(z)dz = 0}
£ 1
2

i) V=H2.(Q) =HZ.(QNH.

per
(Aqui, H7,.(Q) denota el espacio de las funciones v en H?(Q) con v(%) =

o(=%))-

b) Para el problema (4.1.1) se obtiene la existencia del semigrupo {S(t)}i>0

de operadores continuos en H : S(t) : vg — v(t), al menos para valores
suficientemente pequenos de 7[‘7 ([13], Cap. III, Seccién 4.1; [10]; ver también
[8])

c) Se prueba también la existencia de un atractor maximal conexo y com-
pacto A en H, para el sistema dinamico asociado con soluciones impares ([11];
[13], Cap. III, Seccién 4.1; calculos detallados se encuentran en [8]).

4.2. Comportamiento de las soluciones cuando t — oco.

Recientemente, F. Pinto [14] (ver [2]), usando métodos semejantes a los
empleados en [4], mostr6 que en varios casos el comportamiento asintético de las
soluciones u de la ecuacién de Kuramoto—Sivashinsky queda determinado por
su comportamiento en un conjunto finito £ de puntos nodales, suficientemente
“denso”:

a) Si dos soluciones estacionarias coinciden en £, entonces coinciden en
todo € (esto vale incluso para n = 2,3)

b) Si para todo z € £, u(x,t) — & cuando t — oo, entonces u(-,t) con-
verge a una solucién estacionaria

¢) Siu,vson dos soluciones tales que para todo z € &, |u(z,t)—v(z,t)| —
0 cuando ¢ — oo, entonces [u(-,t) — v(-,t)] — 0 en la norma uniforme
sobre ; esto vale también para el caso de soluciones de ecuaciones
no homogéneas, con términos a la derecha f,g respectivamente, si
lim¢—co || f(t) — 9(t)l|L2() = 0.

d) Si para todo z € £, u(z,t) — pc(t), siendo p,(t) una funcioén periddica,
entonces u(-,t) converge a una solucién periddica.
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