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ECUACIONES DISIPATIVAS: CONJUNTOS
ABSORBENTES Y ATRACTORES

JAIME LESMES

Resumen. Muchos fenomenos fisicos se describen mediante ecuaciones de la
forma ~~ = F(u(t)), con condicion inicial u(O) = UQ, en donde u(t) varia
en un espacio de Hilbert H de funciones sobre un dominio !1 C Jin, y F es
un operador diferencial (en general no lineal) en las variables espaciales, que
acnia en H. El estudio del comportamiento de las soluciones cuando t ..... +00
conduce a la consideracion de los conjuntos absorbentes y de los atractores. En
esta conferencia exponemos metodos para probar la existencia de esos conjuntos,
debidos a R. Temam et al., asi como al.gunas propiedades de los atractores de
la ecuacion de Kuramoto-Sivashinsky, halladas recientemente por F. Pinto.

INTROOUCCION

Numerosos fen6menos fisicos se describen mediante ecuaciones de evolucion
de la forma: ~~ = F(u(t)), en donde u(t) varia en un espacio de Hilbert
apropiado H ("espacio de fase" ) y F es un operador, en general no lineal,
que actua en H. En contraste con el caso lineal, la evoluci6n de un sistema
dinamico no lineal, 0 sea, la evolucion del sistema u(t) a partir de un estado
inieial u(O) = uo, es bastante complieada: no es facil predecir si tiende a un
estado de reposo, 0 a un estado estacionario simple, 0 a un estado periodico,
o cuasiperiodico, 0 "ea6tieo" . EI problema maternatico que se plantea es
estudiar el eomportamiento del sistema euando t -+ 00, 0 sea, determinai el
estado "permanente" al eual tiende el sistema despues de un (eorto) periodo "
transitorio" .

EI prop6sito de esta confereneia es presentar metodos desarrollados por R.
Temam et al. para probar la existencia de eonjuntos atractores de sistemas
dinamicos no lineales, y resultados obtenidos reeientemente por F. Pinto para
la deseripei6n del comportamiento asint6tico de solueiones de la eeuaci6n de
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Kuramoto-Sivashinsky, basados en un trabajo de Foias y Temam [4] sobre la
ecuacion de Navier-Stokes.

§ 1. EJ EMP LOS PRELIMIN ARES

Antes de exponer 10 referente a los conjuntos absorbentes y los atraetores,
mencionaremos dos ejemplos concretos de sistemas dinamicos no lineales, que
nos serviran como puntos de referencia: el pendulo con rozamiento y la ecuacion
de Navier-Stokes.

1.1 EI perrdulo con roaamierito.
Si denotamos por () el angulo formado por el brazo del pendulo y la vertical

que pasa por el punta de suspension, el movimiento del pendulo esta descrito
por la ecuacion:

()"+ ex ()' + ;3 sen(} = 0, (1.1.1)

con condiciones iniciales :

(}(O) = (}o, ()' (0) = r.po (1.1.2)

Aqui (X > 0,;3 > 0 son constantes convenientes. Obviamente (1.1.1) es equiva-
lente al sistema:

{
()'= r.p ,

r.p' = -;3 sent) - ex r.p,
(1.1.3)

asi que en este caso el espacio de fase es H = ~2.

Es bien conocido que el problema (1.1.3), (1.1.2) tiene soluci6n tinica ([6],
Cap. 8).

1.2 Ecuaci6n de Navier-Stokes
Esta ecuacion describe el movirniento de un fluido viscoso incompresible.
Supongamos que el ftuido se mueve en un dominio acotado 0 C ~n(n =

2,3) con frontera r = aO suficientemente regular, y denotemos por u(x, t) la
velocidad y par p( x, t) la presion del fluido, en el punto x E 0 Y en el instante
t ~ 0; si v > 0 representa la viscocidad (cinernatica) del fluido, su movimiento
esta descrito por las ecuaciones (ver [7]):

{
~~+ (u."V)u - v6u + "Vp = f
div u = 0

(1.2.1)

en 0, con la condici6n de contorno :

u(-,t)=O en r (1.2.2)

y la condici6n inzcial :

u(x, 0) = uo(x) en 0 (1.2.3)
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Aqui el terrnino 1== I(x, t) proviene de las fuerzas exteriores.

1.2.1 Planteamiento Funcional del problema.
Para simplificar la exposicion, vamos a limitarnos al caso n = 2, ya que para

n = 3 la situacion es mucho mas complicada (se ha probado la unicidad de las
soluciones solamente en clases de funciones mas pequefias que aquellas en las
cuales se conoce la existencia; ver [13], Cap. III, §3);tambien supondremos que
el sistema dinarnico asociado a las ecuaciones (1.2.1) es autonomo, 0 sea, que
I es independiente de t.

a) Los espacios de Hilbert que se eligen para estudiar este problema de
evolucion son:

i) H = {u E (£2(0))21 div u = O,u.ii = 0 sobre f}, con el producto
escalar :

(u,v) = LJ UiVidx,
i n

y la norma: lui = (u, U)1/2

ii) V = {u E (HJ(0))21 div u = O} con el producto escalar :

«u, v)) = L f (V'Ui.V'Vi)dx.. in,.
y la norma: Ilull = ((u, u))1/2 = lV'ul

Antes de continuar, debemos aclarar que se tiene un teorema de traza que
asegura la existencia de u.ii sobre I', como un elemento de H-1/

2(f), cuando
u E (£2(0))2 Y (div u) E £2(0) (ver [12], Cap. I; la demostracion detallada
se encuentra en [8]). Por otra parte, los espacios H y V pueden caraeterizarse
como las clausuras del espacio

en (£2(0))2 yen (HJ(0))2, respectivamente.

b) Se tiene : V ~ H ~ V', con inyecciones densas y continuas.
c) Vamos a definir un operador lineal no acotado A en H. Su dominio es:

D(A) = {u E V 13k> 0 tal que "Iv E V, !«u,v)I::; klvl}

y se define A : D(A) ---+ H por la formula:

(Au, v) = (u, v)), U E D(A), v E V. (1.2.4)

De hecho, se tiene : D(A) = (H2(0))2 n V, A = -P.!::::', en donde P es la
proyeccion ortogonal de (£2(0))2 sobre H, y !::::, es el operador de Laplace.

1.2.2 Forma debil de la ecuacion de Navier-Stokes. Esta forrnulacion
se debe a Leray (1933/34).
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Sea v E V arbitrario; si multiplicamos la primera de las ecuaciones (1.2.1)
por v e integramos sobre n, se obtiene la forma debil de la ecuacion de N avier-
Stokes:

d
dt (u, v) + v«u, v)) + b(u, u, v) = (I, v), "Iv E V, (1.2.5)

siendo

Puede mostrarse (ver [8]) que la forma trilineal b es continua sobre

Por medio de b se obtiene un operador B : V -. V' , definido por la formula:

B(u)(v) = b(u,u,v), Vu, v E V (1.2.6)

De esta manera, (1.2.5) puede escribirse :

d
dt (u, v) + v(Au, v) + (B(u), v) = (I, v), "Iv E V (1.2.7)

y finalmente, el problema (1.2.1)-(1.2.3), nos queda :

{
~~ +vAu+B(u)=f,
u(O) = Uo,

(1".2.8)

en donde los operadores A y B estan definidos por (1.2.4) y (1.2.6) respectiva-
mente.

Se tiene el siguiente teorema de existencia y unicidad ([13), Cap. III, Teo-
rem a 2.1) :

Teorema. Dados uo,f E H, existe una unica funci6n u(t), soluci6n del pro-
blema (1.2.8), tal que

u E C([O, T]; H) n L2(0, T; V), "IT> O.

Para todo t > 0, u(t) E D(A), y la aplicaci6n Uo -. u(t) de H en D(A) es
continua. Ademas, si Uo E V, entonces

u E C([O, T]; V) n L2(0, T; D(A)), "IT> 0

[Nota: sobre D(A) se tomala norma u t-+ IAulJ.
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§2. CONJUNTOS ABSORBENTES

2.1. Orbitas
Supongamos que estamos considerando un sistema dinamico cuya evolucion

esta descrita por un semigrupo {S(t)h~o de operadores

S(t) :H ---+ H
Uo t---+ u(t)

y que para to do t 2 0, S(t) es continuo. (Este es el caso en los dos ejernplos
consider ados en 1.).

Se llama orbiia (positiva) a travis de Uo E H al conjunto {S(t)uo/t 20}.
Se llama orbita de un conjunto A c H, al conjunto Ut~O S(t)A.

2.2 Definicion. Bajo las hipotesis de 2.1, sean Be H, y,U vecindad abierta
de B. Se dic~ que B es absorbenie en U ( 0 que B absorbe los conjuuios acotados
de U), si para to do subconjunto acotado Bo de U, existe tl == tl(Bo) > 0, tal
que para todo t 2 tl,S(t)Bo C B.

En el caso del pendulo con rozamiento (Ejemplo 1.1), al dibujar el diagrama
de fases se visualizan muy bien los conjuntos absorbentes.

2.3 Observacion. La existencia de un conjunto absorbente acotado esta
relacionada con el hecho de que el fenorneno fisico sea disipativo, 0 sea, de que
haya disipacion de energia, por ejemplo por rozamiento mecanico, 0 debido a
la viscocidad del fluido en movimiento (ver [7]). De hecho, la existencia de
conjuntos absorbentes acotados se usa como definicion matematica de disipa-
ti vidad (propuesto para el caso de dimension finita por Billoti- La Salle [1]; para
dimension infinita, se encuentra en el libro [5] de Hale). Mas, como observa
Temarn ([13], Cap. I, 1.3), en el caso de dimension infinita hay fenornenos
considerados fisicamente como disipativos, para los cuales no se conoce la ex-
istencia de conjuntos absorbentes.

2.4. La ecuacion de Navier-Stokes. Veamos la existencia de conjuntos
absorbentes para el caso de la ecuacion de N avier - Stokes (n = 2), 0 sea, el
ejemplo 1.2.

De (1.2.7), obtenemos :

(2.4.1)

en don de hemos usado el hecho de que b( u, u, u) = 0.
Ahora, A es un operador lineal autoadjunto positivo en H y A-I: H ---+ H

es un operador compacto (ver [8] para la demostracion detallada de la anterior
y de estas afirmaciones); si Al > ° es el primer valor propio de A, tenemos :

(2.4.2)
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De (2.4.1) y (2.4.2) se obtiene, con algunos calculos :

d 1
-d lul2 + vAllul2 :s: ---;-lfl2t VAl

de don de, integrando,

(2.4.3)

De (2.4.3) obtenemos enseguida :

lim sup lu(t)1 :s: -I-If I
t_+= VAl

(2.4.4)

y, por 10 tanto, se ha probado que toda bola en H con centro en el origen y
radio estrictamente mayor que Po = +- If I, es un conjunto absorbente.

""1

§3. ATRACTORES

Suponemos aqui, como en el mimero anterior, que la evolucion del sistema
dinamico esta descrita por un semigrupo {S(t)h>o de operadores continuos en
H. - ,

3.1. Definiciones
3.1.1 Si A es un subconjunto

conjunto

I
de H, se llama (conjunto) w-/imite de A al

w(A) = n.~o Ut~. S(t)A
3.1.2 Se dice que X C H es un conjunto invariante funcional para S(t), si

para todo t 2 0, S(t).X = X. [Si S(t) es inyectivo para todo t > 0,
entonces S(t).X = X para todo t E lIt, siendo S( -t) = S(t)-l, (t > 0)].

3.1.3 Un airactor para S(t) es un conjunto A c H, invariante funcional, con
la siguiente propiedad : existe U C H, vecindad abierta de A, tal que
para todo Uo E U, se tenga :

dist(S(t)uo, A) -+ ° cuando t -+ +00

3.1.4 Un airactor global para el semigrupo {S(t)h~o es un atractorcompacto
A que atrae uniformemente los conjuntos acotados de H. Esto es, si B
es un subconjunto acotado de H, entonces dist(S(t)B,A) -+ 0,. cuando
t -+ 00.

En el caso del pendulo con rozamiento (Ejemplo 1.1), el diagrama de fases
permite visualizar facilmente w- limites, conjuntos invariantes y atractores. El
origen (B = 0, <p = 0) es un atractor, pero no existe atractor global.

3.2. Una condicion suficiente para la -existencia de atractores.
El siguiente teorema ([13], Cap. I, Teorema 1.1) permite probar en muchos

casos la existencia de atractores :



ECUACIONES DISIPATIVAS: CONJUNTOS ABSORBENTES Y ATRACTORES 51

Supongamos que los operadores S(t) son uniformemente compactos para t
grande [esto es, para todo conjunto acotado B C H, existe to > 0, tal que el
conjunto Ut~toS(t)B es relativamente compacto en H]. Supongamos tembiet:
que existe U C H abierto, con un subconjunto B absorbente en U. Entonces
A = w(B) es un atractor compacto que atrae los conjuntos acotados de U. Si
U es convexo, entonces A es conexo.

3.3. La ecuaci6n de Navier-Stokes.
Veamos como se aplica el teorema anterior al caso de la ecuaci6n de N avier-

Stokes (n = 2).
3.3.1. Precisemos antes que para la forma trilineal b (definida luego de

(1.2.5)) vale la siguiente desigualdad :

Ib(u, v, w)1 :S clluI1/
2IAuJl/21Ivlllwl,

Vu E D(A), "Iv E V, Vw E H

siendo Cl > 0 constante conveniente (la demostraci6n se encuentra en [8]). De
aqui se deduce:

a) si u E D(A), entonces B(u) E H (el operador B se defini6 en (1.2.6));
b) si u E D( A), aplicando la desigualdad de Young se obtiene :

(3.3.1)

(3.3.2)

3.3.2. En la primera ecuaci6n de (1.2.8), tomemos producto escalar con Au
(recuerdese quesi t > 0, u(t) E D(A); obtenemos :

1 d2 dt lIull2 + vIAul2 + (Bu, Au) = (I, Au) (3.3.3)

Ahora, 1(I,Au)1 :S 1/IIAui :S ~IAuI2 + ~1/12, y, IIull :S A~I/2IAul, en donde
Al > 0 es el primer valor propio de A (ver 2.4); de estas desigualdades, junto
con (3.3.2) y (3.3.3), obtenemos :

d 2 2Cl
-d IIul12+ vAl11ull2 :S -III + -3 lul2t V v

(3.3.4)

Suponiendo que Uo permanece acotado en H, se llega, usando ellema de Gron-
wall generalizado ([13], Cap. III, Lema 1.1), ala desigualdad :

si t ;:::to + r, (3:3.5)

en donde aI, a2, a3, r son constantes convenientes y to se escoge suficientemente
grande.

De (3.3.5), usando la compacidad de la inyecci6n V '---+ H, se sigue el si-
guiente resultado :
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3.3.3 Teorema. El sistema dinemico asociado a la ecuaci6n de N avier -
Stokes (n = 2) posse un atractor A compacta conexo maximal.

La existencia de estos atractores fue mostrada por primera. vez por Foias y
Temam [3].
3.4. Dimension de Hausdorff de los atractores.

En el caso de muchas ecuaciones disipativas, una propiedad muy importante
de los atractores compaetos es que tienen dimension de Hausdorff finita (es el
caso, por ejemplo, de la ecuacion de N avier - Stokes para n = 2).

Si la dimension de Hausdorff de A es ~ N, entonces "casi todos" ,los proyec-
tores de dimension (2N + 1) son inyectivos (R. Mane [9]).

Se sigue que el flujo sobre A puede parametrizarse por (2N + 1) parametres,
a 10 mas. Para realizar computes nurnericos, .una eleccion natural de para-
metros es la eleccion de los puntos nodales (pero la eleccion mas apropiada
de parametres es cuestion abierta). En [4], Foias y Temam muestran para la
ecuacion de N avier - Stokes que en varios casos, el comportamiento de las
soluciones cuando t -+ +00 queda determinado por su comportamiento en un
conjunto finito de puntos £ (puntos nodales), si la "densidad" ,de £ en n es
suficientemente grande. Por ejemplo : si para todo x E £, u(x, t) -+ <", cuando
t -+ 00, entonces u(-,t) tiende a una solucion estacionaria unica (n = 2,3); si
para todo x E E, u(x, t) tiende a una funcion periodica p",(t), de periodo T,
cuando t -+ 00, entonces u(x, t) tiende a una solucion periodica de periodo T,
para to do x E n (n = 2), etc.

§4. LA ECUACION DE KURAMOTO-SIVASHINSKY

Esta ecuacion tiene la forma siguiente :

{
~~+ v.6.2u +.6.u + ~1\7uI2 = 0 en jRn X n,
u(x,O) = uo(x) en jRn

(4.0.1)

Se pueden considerar condiciones de contorno periodicas :

u(x + Lei, t) = u(x, t), Vx E jRn, 1~ i ~n, (4.0.2)

en donde {el, e2, ... , en} representa la base canonica de jRn. El problema se
estudia entonces en n = (-~,~) x··· x (-~,~).

4.1. EI caso de dimension 1.
La teoria matematica del problema (4.0.1) aun no es completa en el caso

n ~ 2 (ver [13], Cap. III, Seccion 4.1). Vamos a hablar del caso n = 1 : n =
(-~, ~).
4.1.1. Por derivacion (tomando v = ~~),(4.D.1) se nos transforma en :

{
av + v a'v + a2v + v av := 0at a",' a",2 a", ,
vex, 0) = vo(x),

(4.1.1)
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problema que se suplementa con las condiciones de periodicidad :

(4.1.2)

4.1.2. Planteamiento funcional del problema.
a) Los espacios de Hilbert que se eligen para estudiar este problema son:

1:.. 2
i) H = 12(0) = {v E L2(0) I J v(x)dx = O}

L-'2

ii) V = H;er(O) = H;er(O) n H.
(Aqui, H;er(O) denota el espacio de las funciones v en H2(0) con v( ~) =
v( - ~ ».

b) Para el problema (4.1.1) se obtiene la existencia del semigrupo {S(t)h>a
de operadores continuos en H: S(t): Va ~ vet), al menos para vaiores
suficientemente pequefios de * ([13], Cap. III, Secci6n 4.1; [10]; ver tambien
[8])

c) Se prueba tarnbien la existencia de un atractor maximal conexo y com-
pacto A en H, para el sistema dinamico asociado con soluciones impares ([11];
[13], Cap. III, Seccion 4.1; calculos detail ados Sf encuentran en [8]).

4.2. Comportamiento de las soluciones cuando t ~ 00.

Recientemente, F. Pinto [14] (ver [2]), usando rnetodos semejantes a los
empleados en [4], mostr6 que en varios casos el comportamiento asint6tico de las
soluciones u de la ecuaci6n de J{ uramoto- Sivashinsky queda determinado por
su comportamiento en un conjunto finito E de puntos nodales, suficientemente
"denso":

a) Si dos soluciones estacionarias coinciden en E, entonces coinciden en
todo 0 (esto vale incluso para n = 2,3)

b) Si para todo x E E, u(x, t) ~ ~x cuando t ~ 00, entonces u(-, t) con-
verge a una soluci6n estacionaria

c) Si u, v son dos soluciones tales que para todo x E [;, lu(x, t)-v(x, t)1 ~
o cuando t ~ 00, entonces [u(-, t) - v(-, t)] ~ 0 en la norma uniforme
sobre 0; esto vale tarnbien para el caso de soluciones de ecuaciones
no hornogeneas, con terrninos a la derecha t,9 respectivamente, si
limt_oo Ilf(t) - g(t)II£2(l1) = O.

d) Si para to do x E [;, u(x, t) ~ Px(t), siendo Px(t) una funci6n peri6dica,
entonces u(-, t) converge a una soluci6n peri6dica.
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