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SOBRE LA VELOCIDAD ASINTOTICA
DE PROPAGACION DE UNA EPIDEMIA

IcNAciO MANTILLA PRADA

§1. PRESENTACION DEL MODELO

Consideremos una poblacién en la que una determinada enfermedad, una
epidemia, se ha propagado. Asi, los individuos de nuestra poblacién van a
estar repartidos en tres clases disyuntas: [S], [I] y [R].

[S] eslaclase de los susceptibles. Estos son aquellos individuos que pueden
ser contagiados con la enfermedad.

[I) es la clase de los infectados; es decir, aquéllos que han sido contagiados
y pueden transmitir la enfermedad.

[R] es la clase de los remouvibles: individuos que estuvieron enfermos y que
ya no son transmisores de la enfermedad, bien sea porque se volvieron
inmunes o porque han muerto.

Esta distribucion de la poblacién es aproximada por funciones S(z,t), I(z,t).
R(z,t) que denotan las correspondientes densidades de las tres clases en la
posicién z y el tiempo ¢.

La propagacién de la enfermedad pueden entonces decribirse por medio del

siguiente sistema de ecuaciones integrodiferenciales:

%—‘f— = —(k* I)(x,t) S(:B,t) ’
%% = (k* I)(,1) - S(z,8) — pI(z, 1) , (1.1)
%tﬁ =pl(z,t), z€R, t>0, >0,

con las condiciones iniciales

S(z,0)=5>0,
I(z,0) = Ip(z) >0, Iy #0 y acotada, (1.2)
R(z,0)=0,
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donde o
(k% I)(z, 1) = / k(z — £)I(€, 1)de

oo
es la convolucién de k con I,

oo

k(z) = kV(z), k>0, / VE)dE=1, V(z)=V(-z), VzeR.

oo

k se llama la rata de infeccion y p la rata de mortalidad.

El modelo (1.1)-(1.2) de propagacién espacio-temporal de una epidemia en
una poblacién es una generalizacién del modelo de Kermack y McKendrick
presentado en 1927 y nos devuelve al modelo propuesto por Kendall en 1965.

Para la propagacion de la epidemia se exige la condicién S > p/k; es decir, la
infeccidn inicial se propagara sélo si el nimero inicial de susceptibles sobrepasa
el umbral p/k. De esta forma, el nimero de victimas de la epidemia podra

ser positivo sélo si S > p/k. Este resultado es el conocido teorema del umbral
pandémico de Kendall.

También es conocida la existencia y unicidad de la solucién de (1.1) bajo las
condiciones iniciales (1.2) (ver, por ejemplo, [Herr 1987]).

§2. ONDAS VIAJERAS

Si ahora nos interesamos por soluciones de (1.1)-(1.2) en forma de ondas via-
jeras, es decir, soluciones en las cuales las variables que intervienen en el modelo
pueden escribirse como funciones de z := z + c¢t, ¢ > 0, entonces llegamos al
siguiente sistema de ecuaciones integrodiferenciales con sélo una variable:

. 1
S'(z) =—;(’€*1)(Z)5(Z) ;

Py e %(k* D:)8G) - L) (2.1)
R(z) = §1(z), z€R.

Este sistema va ser considerado bajo las condiciones de frontera:

) = I(—00) =0 =lim ,_oR(z) = R(c0).

lim , o I(2

Una solucién de (2.2)-(2.3) sera llamada onda viajera de velocidad c.
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Tales soluciones se ven como sigue:

s

e ——— -
-

z, Zn
La onda viajera se llama regular a izquierda si existen constantes positivas

v y q tales que
lim , oo I(2z) e =¢q.

v se llama rata de crecimiento. De manera analoga se define la regularidad a
derecha de una onda viajera. La correspondiente rata se llama rata de extincién.
Para la existencia de soluciones no constantes de (2.1) se impone también la

condicién S > p/k.
El principal resultado en el estudio de ondas viajeras asi definidas puede
enuciarse como sigue:

Teorema 2.1. Existe una constante ¢* > ( de tal forma que: una condicion
necesaria y suficiente para la existencia de ondas viajeras no triviales de veloci-
dad c es

c>c*

Para ¢ > c*, la onda viajera esta determinada de manera unica (salvo transla-
cién), es regular a izquierda y regular a derecha.

La rata de crecimiento v; de una onda viajera de velocidad ¢ es la solucién
minimal de

C=${§/w’°(€)6“d€—ﬂ} =: C(y), 0<7<8,

donde
B= sup {p€R : k(z)e™ € Li(R) para todo 0 < y < p} .

C* (= C(v*)) se llama la velocidad minimal.
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Este resultado resume los trabajos de [Kendall 1965], [Atkinson & Reuter
1976], [Brown & Carr 1977], [Thieme 1978], [Dickmann 1978], [Schumacher
1980 & 1981], [Herr 1987], [Borsch-Supan 1990].

Para k(z) = kf e P%/2, por ejemplo, es 3 = B. Si denotamos con o2 la
varianza de k (= 2/3?%), entonces para ¢ = 2,3 es 3 = 0,614875. Eligiendo
k=10,5, p=10, S = 2, se tiene que v* ~ 0,30258 y la velocidad minimal de
c* es aproximadamente 58, 531331.

=P

L
*
¥
§3. VELOCIDAD DE PROPAGACION Y CONVERGENCIA A UNA ONDA VIAJERA

Una pregunta importante que puede formularse ahora, es si la solucién de
nuestro modelo (1.1)-(1.2) converge (en algin sentido apropiado) a una onda
viajera y, en caso afirmativo, cual debe ser la velocidad de dicha onda viajera.
Este interrogante tiene mucho sentido, pues para modelos que describen proble-
mas similares con ecuaciones diferenciales parciales, existen tales afirmaciones.
La convergencia a una onda viajera puede formularse en el siguiente sentido:

Definicién 3.1. Decimos que la solucién (S(z,t), I(z,t), R(z,t)) del modelo
(1.1)-(1.2) converge a una onda viajera (S¢(2), I.(z), R.(2)) de velocidad ¢ > c*,
si existe 6 € R tal que

lim ¢ oo |F(z — ct,t)— Fe(2+6)|=0. F€S,I,R,
para cada z € R fijo, y uniformemente sobre z-intervalos compactos.

Esta definicién es analoga a la que presenta [Larson 1978] para problemas
que involucran ecuaciones diferenciales parciales.

Una respuesta al interrogante de la posible velocidad de la onda viajera en
caso de tener convergencia en este sentido, es precisamente el resultado princi-
pai de este articulo: El comportamiento de la solucion depende decisivamente
del comportamiento asintético de la distribucién inicial de los infectados. Con-
cretamente, tenemos:
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Teorema 3.2. La velocidad de propagacion de la epidemia esta determinada
por el comportamiento asintético de Iy(z) (z — 00) como sigue:

(a) Si Ip(z) ~ €% (z — —o0), con v > ¥*, entonces la epidemia se propaga
con la velocidad minimal ¢ = c*.

(b) Si Iy(z) ~ €% (z — —00), con 0 < v < ¥*, entonces

c)=2{5 [ kerrsae - o}

es la velocidad de propagacion de la epidemia.

Aqui se habla de velocidad de propagacién. Este concepto de velocidad de
propagacién de una epidemia fue introducido por [Aronson 1978] y puede ser
definido de manera formal como

¢ := inf {¢>0 : lim;~R(z—ct) =0} . (3.1)

En otros términos, esto significa que si un observador se desplaza hacia —oo
con una velocidad menor que ¢, entonces en algliin momento va a ser infectado;
pero si su velocidad es mayor que ¢ no se contagiara.

[Aronson 1978] muestra que para ig > 0, Ip(z) = 0 en (—o0, o] para algin
zo € R, e Iy # 0 se cumple que é = ¢*. El teorema 3.2 generaliza este resultado:
la parte (a) del teorema afirma que para distribuciones iniciales Io(z) de infec-
tados que rapidamente tienden a cero para £ — —oo, la epidemia se propaga
con velociodad minimal ¢*, pero para distribuciones iniciales mas planas, con
mas infectados en una posicién distante, la velocidad de propagacién es mayor
y esta dada por C.

Bosquejo de la prueba del teorema 3.2. Definimos inicialmente

W(z,t) := R(z —ct,t) ;
de esta manera nuestro modelo (1.1)-(1.2) puede escribirse en la forma
{ Wi = Qc[W]+ plo(z —ct) en R xR, (3.2)
W(z,0) =0 en R, ’

donde
Q. [W] := —cW, — pW + E[W]

(aqui significa W, = ‘%W), y
EW]:= pg' (1 - e'%('"w)) :
Si se desea probar la parte (b) del teorema, debe entonces mostrarse que
lim¢oW(z,t)=0 para c¢>C(v),y
liminf ;.o W(t,2) >0 para 0<c<C(v). (3.3)

La herramienta mas importante utilizada en la prueba es el siguiente lema:
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Lema (de comparacién) 3.3. Sea
E : Cp(R x [0,+00)) — C(R x [0, +00))
alguno de los operadores siguientes:

(i) E[U])(z,t) =02 (1 — e ""(’“U)(”‘)) ,01,02>0,

(#)E[U)(2,t) = (I U)(2,t), con 0<I=1I(z) € Liy(R) .
SiU,U, U, Uy € Cy(R x [0,+00)), U, U > 0 y, ademds,
Ui+ pU — E[U] > Uy + pU — E[u] en R x [0, +00) (3.4)

y _
U(z,0)>U(2,0)en R,

entonces

U>UenRx[0,+00) .

Obsérvese que para el operador E, la parte izquierda de la desigualdad (3.4)
es precisamente U; — Q.[U] (compare con (3.2)).

Vamos ahora a echar una mirada al bosquejo de la prueba de (3.3), para
¢* < ¢ < C(v), por tratarse de la parte mas dificil: Se construye una funcién
¢(z) de tal manera que lim ¢,V (z,t) = @ > 0, donde V es una solucién de

{ Vi = Qc[V] en R x [0,+00) ,
V(z,0) =e€p(z)en R,
siendo € positivo y suficientemente pequeiio de tal manera que para un 7 sufi-
cientemente grande se satisfaga

W(z,t) > ep(z) = V(z,0) .
Asi tenemos
W, — QW] = plo(z — ct) > 0= V; — Q.[V]
y, del lema de comparacién, podemos concluir que

W(z,t) > V(z,t = T) en [T, 0) ,

con lo que obtenemos lo deseado. [

El teorema (3.2) permite afirmar que en caso de tener convergencia de la
solucién de (1.1)-(1.2) a una onda viajera, su correspondiente velocidad de-
pende del comportamiento asintético de la poblacién infectada inicialmente.

Formalmente tenemos:
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Corolario 3.4. La convergencia de la solucién (S,I,R) de (1.1.) - (1.2) a
una onda viajera (S(z), I.(z), Rc(z)) esta determinada por el comportamiento
asintético de Ig(z) (z — oo) como sigue:

(a) Si Iy(z) ~ €% (z — —o0), con v > v*, entonces, en caso de converger
la solucién a una onda viajera, la velocidad de la onda es ¢ = c*.

(b) Si I(z) ~ €7 (x —» —0), con 0 < v < v*, entonces, en caso de
converger la solucion a una onda viajera, la velocidad de onda es

¢ =C(v) =%{§/_: k(€) e"fdg-p} :

La formulacién de condiciones suficientes para la convergencia a una onda
viajera es una pregunta aun sin respuesta, pero experimentos numéricos per-
miten conjeturar que se puede extender a condicién suficiente el comportamien-
to asintético de Iy, reemplazando en las partes (a) y (b) del corolario anterior
la frase “en caso de converger” por la palabra “converge” (ver [Mantilla 1991]).

§4. ESTABILIDAD DE UNA ONDA VIAJERA

Tiene mucho sentido preguntarse sobre la estabilidad de una onda viajera,
o formularse interrogantes como, por ejemplo, qué pasa en el tiempo si, en un
pequeiio intervalo, el nimero de infectados cambia; es decir, cémo se va com-
portar la solucién de (1.1)-(1.2) en el tiempo después de un ligero incremento
de infectados. Nosotros conjeturamos que este tipo de perturbaciones no se
desplazan en el espacio. Esta conjetura se basa en resultados numeéricos, tal
como el del siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.1. Para el calculo numérico en el tiempo de una solucién de
(1.1)-(1.2), aproximamos la convolucién de k con I mediante una férmula de

20 ;
1.6 - s
12 1
0.8 |

0.4 | |

5.6 ..A

0 20 40 60 80 100 120 140

cuadratura para integracion numeérica y a través de extrapolacion exponencial
por fuera del intervalo de integracién. Para el cdlculo aproximado de la solucién
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usamos un método predictor-corrector. Como predictor usamos el método de
Euler y como corrector la regla del trapecio. Para k(z) = kB €#?/2, con k =

10,5, B3 = 0,614875, p = 10, S = 2 y tomando un intervalo [z, 140], €n el cual
Iy es cero salvo en el subintervalo [z112, Z140], donde es constante y de valor
€ = 1075, lasolucién de (1.1)-(1.2) después de 2 unidades de tiempo se ve como
en la figura adjunta (zo = 0, z140 = 140). Ahora vamos a perturbar solamente
la gréfica de I en el intervalo [20, 30], aumentando los verdaderos valores, con el
fin de observar el comportamiento de la funcién de infectados y de susceptibles
para tiempos posteriores. La primera grafica a continuacién mostrara entonces
esta perturbacién y las siguientes el efecto que ésta ha tenido.

2.0 7 2.0 ;

1.6 S 1.6 S

1.2 1.2

0.8 0.8

0.4 | 0.4 |

0.0 ke 00 b
0 20 40 60 80 100 120 140 0 20 40 60 80 100 120

Distribucién Inicial después Después de 0.1 unidades

de la perturbacién de tiempo

2.0 2.0 ;

1.6 S 1.6 ] S

1.2 1.2

0.8 0.8

0.4 | 0.4 |

0.0 R, 0.0 o AT Tl

-20 0 20 40 60 80 100 120 -20 0 20 40 60 80 100

Después de 0.2 unidades Después de 0.3 unidades
de tiempo de tiempo

2.0 ; 2.0 ;

1.6 S 1.6 S

1.2 1.2

0.8 0.8

0.4 | 0.4 |

0.0 e e 0.0 TN
-20 0 20 40 60 80 100 -40 -20 O 20 40 60 80 100
Después de 0.4 unidades Después de 0.5 unidades
de tiempo de tiempo

Las anteriores graficas muestran cémo esta perturbacion inicial se propaga y
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como influye en la trayectoria de S. Obsérvese que el intervalo considerado va
siendo trasladado hacia la izquierda con el fin de observar mejor el fenémeno.
Por tal razén, el calculo numérico debe hacerse en una especie de “grilla viaje-
ra”. En cada una de las graficas puede reconocerse la perturbacién en la misma
posicién que la inicial. Si calculamos para tiempos ain mayores tenemos las
siguientes graficas:

2.0

1.6 S

1.2

0.8

0.4 |

0.0 Py, o Lt PPacal
-60-40 -20 0 20 40 60 -100-80-60 -40 -20 0 20
Después de 1 unidad Después de 1.5 unidades
de tiempo de tiempo

Tal como se aprecia en la ultima grafica, la perturbacidn inicial permanece aiin
en la misma posicién, razén por la cual nos permitimos conjeturar que este tipo
de perturbaciones no se desplazan; es decir, que el incremento del nimero de
infectados en una zona, no va a tener, en el tiempo, ninguna influencia sobre
la poblacién que habita otras zonas.

En el anterior ejemplo puede observarse también la forma cémo la solucién
de (1.1)-(1.2), al aumentar el tiempo, se comporta como una onda viajera de
velocidad minimal, lo cual ha motivado el interés en dar respuesta a la pre-
gunta sobre la convergencia de esta solucién a una onda viajera. Este ejemplo
numérico ratifica una conjetura mas en este sentido: Si Io(z) es no negativa
(pero diferente de cero en un conjunto de medida no nula), seccionalmente con-
tinua y, ademas, satisface |Ip(z)| < €’” con v > ¥*, entonces la solucién debe
converger a una onda viajera de velocidad ¢ = c¢*.
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