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SOBRE LA ESTABILIDAD ASINTOTICA DE UN
PROBLEMA PARABOLICO DE VALOR INICIAL

VLADIMIR MORENO Y BEATRIZ VILLA

ABSTRACT. In this article we study the asymptotic stability of the solutions of
an initial value semilinear problem of Dirichlet type. The linear part consists
of an uniformly parabolic second order linear operator. The non-linearity is a
T-periodic function on time, sufficiently regular. We consider the solutions of
the associated periodic problem as the equilibrium state solutions.

§1. INTRODUCCION

Sea Q un dominio acotado y suave en R” y consideremos el problema

us + A(z,t, D)u = f(z,t,u) en Q x (0,00),
u(z,t) =0 en 092 x (0, 00), (1.1)
u(z,0) = ugp(z) en Q,

donde f es una funcién suficientemente regular, T—periédica en ¢, T' > 0 dado

Y 5% + A(., D) es un operador uniformemente parabodlico. Nosotros establecer-
emos en este articulo condiciones que garanticen estabilidad asintdtica de las
soluciones de (1.1), considerando como soluciones de estado de equilibrio, las

soluciones del problema peridédico asociado:

us + A(z,t, D)u = f(z,t,u) en Q xR,
u(z,t+T) = u(z,t) en QxR (1.2)
u(z,t) =0 en 00 x R.
Los problemas (1.1) y (1.2) han sido muy estudiados. Ver por ejemplo [2], [3],
[4], [7] y [9]. Sobre la existencia de soluciones para el problema periédico (1.2),

son clasicos los articulos de Kolesov [7] y H. Amann [3]. En estos articulos ellos
establecieron el método de las super y subsoluciones para ecuaciones parabdlicas
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periédicas. En [9] y [4], Lazer y Lazer y Castro, respectivamente, estudiaron
la existencia de soluciones de (1.2) para diversas condiciones sobre la parte no
lineal f y sobre L, utilizando el método de las super y subsoluciones. En [4],
Castro y Lazer, probaron que si la derivada parcial de f respecto a u es menor
que el valor propio principal del operador u; + A(., D), entonces (1.2) tiene una
solucién tnica, la cual es asintoticamente estable.

En este articulo, suponemos la existencia de una super y una subsolucién de
(1.1) y (1.2), estudiamos la estabilidad de las soluciones de (1.2) y obtenemos
un resultado complementario de los obtenidos en [4] por Lazer y Castro.

Nuestro método consiste en la linealizacion del problema (1.1). Esencial-
mente el método se basa en el estudio de (1.1), mediante la consideracién de
las soluciones del problema lineal asociado:

us + A(z,t, D)u = -g%(z,t,w(a:,t))u(x,t) en Q x (0, 00),

u(z,t)=0 en 0Q x (0, 00), (1.3)

u(z,0) = yo(z) en Q,
donde w es una solucién periddica, fija, de (1.2). Para cada v € Ly(f2), existe
una tunica solucién del problema (1.3). Esto conduce a la definicién para cada
t > 0 del operador solucién @, () : Lp(Q) — Lp(2). En el Teorema 4.1,
establecemos condiciones suficientes sobre f, las cuales nos permiten afirmar,
que al menos para los valores de ¢, miltiplos del periodo 7', el radio espec-
tral de ®,,(f) es menor que uno. Utilizaremos este resultado para estudiar la
estabilidad de las soluciones de (1.1).

§2. DEFINICIONES Y RESULTADOS

Denotaremos por 2 un dominio acotado en R" (n > 1), cuya frontera es
una variedad de clase C?*#, para algin u € (0,1), y Q esta situado localmente
en un lado de 992.

El operador A(z,t, D) definido por:

n n
A(z,t,D)u = — Z aij(z,t)D;iDju + Za;(z,t)Diu + ao(z,t)u |,
ij=1 i=1
(z,t) € A x R,

satisface las condiciones:
Al. Los coeficientes aij, a; y ao son funciones u— Holder continuas en
QxR, T— periddicas en t. Suponemos ademas que a;; = @ji, ao(z,t) <
0 y que existe una constante positiva mg tal que
n

> aij(e, )€ > molél®, €= (&, 6n),

i,j=1
para todo (z,t) € 2 x Ry £ € R™.
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Consideremos el problema parabdlico de valor inicial
us + A(z,t,D)u = f(z,t,u) enQ2x(0,K], K>T
u(z,t)=0 en 09 x [0, K], (2.1)
u(z,0) = ug(x) en Q.

Una funcién u es llamada una subsolucion de (2.1), si u € C*HQ x (0,K]) N
C19(Q x [0, K]) y ademas satisface:

u + Az, t,D)u < f(z,t,u) en Q2 x (0,K], (2.2)
u(z,t) <0 en 00 x [0, K], (2.3)
u(,0) < (., T) en Q. (24)

La nocién de supersolucidn de (2.1), se define cambiando el sentido de las
desigualdades arriba.
Supondremos las hipotesis siguientes:
A2. Existen v y v, una subsolucién y una supersolucion de (2.1), respecti-
vamente.
A3. La funcién f(z,t,7) : @ x R x R — R es una funcién continua, 7—

periddica en t, tal que f(.,.,n)y g—i(., 1) : QxR - R, son funciones

p -Holder continuas, uniformemente para 7 en conjuntos acotados de
R.
of -

A4 %(., 1) — Ao < 0, sobre Q x [0, T] x [-M.M], donde

M = Sup {”2”00! ”6”00}

s s 0 .,
¥ Ao es el valor propio principal del operador — + A(., D), (ver seccién

ot
4).

Por una solucién cldsica del problema (2.1), entendemos una funcién u tal
que u € C*(Q x (0, K]) N CY( x [0, K]), y satisface las igualdades de (2.1)
puntualmente.

Una solucién cldsica u € C*(Q x R) de (1.2), se define similarmente.

Remitimos al lector a los articulos [3] y [7], para un detallado estudio sobre la
existencia de las soluciones de (2.1) y (1.2). En [3], Herbert Amann demuestra
el teorema siguiente.

Teorema 2.1. Supongamos que v es una subsolucién y v es una super-
solucién de (2.1), tales que v(z,0) < 9(z,0) en Q. Entonces existe al menos
una solucion periédica de (1.2), w(z,t), tal que

v(z,t) < w(z,t) < v(z,t).
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Nosotros consideraremos las soluciones de (1.2), como soluciones de estado
de equilibrio de (1.1). Denotaremos con w(z,t) a una solucién periédica de
(1.2), fija, tal que v(z,0) < w(z,0) < %(z,0) y con wo(z) := w(z,0). Probare-
mos el siguiente resultado acerca de la estabilidad asintética de las soluciones
de (1.1).

Teorema 2.2. Supongamos que se satisfacen Al-A4. Entonces existen
constantes
positivas R, C, 6" y t*, tales que si ug € WP(Q) N Wy ?(Q), v(,0) < ug(z) <
9(z,0) y |luo — wollwa,»(qy < R. Entonces

1S(u0)()(-) = w(-, t)llcreray < Ce™ " lluo = wollwar(a) (2.5)

para todot > t* y para todo p > l_fj En (2.5), S(uo) denota la solucién del

problema (1.1), correspondiente al valor inicial ug.

Nota: El Teorema 2.2 es un resultado complementario del Teorema 5 dado
en [4]. La desigualdad (2.5), nos permite profundizar mas en el estudio la
naturaleza de la convergencia de S(uo)(t) — w(.,t) cuando t — oo, teniendo
en cuenta que este estimativo estdé dado en la norma de C'+*(f). Por otra
parte, nuestras hipdtesis son equivalentes a las dadas en [4], por lo cual del
Teorema 5 de [4] puede inferirse la unicidad de las soluciones periodicas de
(1.2), tambien para nuestro caso.

§3. TEORIA DE EVOLUCION

En lo que sigue los espacios vectoriales seran reales. Un procedimiento usual
para estudiar el problema (1.2), consiste en considerar el problema de valor

inicial abstracto:

du(t) S AT Lkt FR
{ 7 + A(t)u(t) = F(t,u(t)),t € (0,K], K > T, 3.1)
17(0) = ao

donde la funcién #%(t) es considerada como una funcién en el espacio de Banach
X llg) = (Lp(),]l ll,), donde || ||, es la norma usual, p > n.

Con A(t) denotaremos al operador diferencial lineal A(t) : D(A(t)) C X —
X, inducido por A sobre X, definido por A(t)u(t)(.) = A(.,t, D)u(t)(.). La
funcién F : [0, K] x X — X, estd definida por F(t,v)(z) = f(z,t,v(z)), para
todo t € [0, K],v € X.

Las condiciones en la frontera y la suavidad de % son consideradas al estable-
cer el dominio de A(t). Denotamos por D := D(A(t)) := W>P(Q)N W, P (Q).

Una solucién de (3.1), es una funcién @ € C([0, K],Xa) N C*((0, K], X) tal
que u(0) = %o, u(t) € D para todo t > 0 y u satisface las igualdades en (3.1),
en el sentido del espacio X
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A continuacién resumiremos algunos hechos importantes de la Teoria de
Evolucién, los cuales seran utilizados en lo que sigue, (cf. [3],[12]).
Es conocido que si A satisface Al, entonces:
B1. El operador —A(t) es el generador infinitesimal de un semigrupo ana-
litico
{e=#A®) € £(X) /0 < p < co}. Més alin, existen constantes positivas
C'y b tales que

“e“’““”" < Ce~%! para todo 0 < ¢ < 00,t> 0,

(cf. [12], seccién 3; [3] seccién 4).

B2. Asociado a la familia {—.A(¢),t > 0}, existe un unico sistema de
evolucién U(t,¢) sobre 0 < ¢ <t < K, tal que U(t,p) € L(X), U
es fuertemente continuo sobre la clausura del conjunto I' := {(t,¢) €
[0,K]?2 /0< ¢ <t < K}y U satisface: U(t,t) = Id, U(s,t)U(t,p) =
U(s, ). Mas atin, U(s,t) : X — D, para0 <t <s< K.

Sean A := A(0) y a > 0, entonces por B1, se puede definir

1 °° 1,-A
ATt / ge=te=Atgy,
[(a) Jo

donde I'(a) es la funcién Gamma, evaluada en a. El operador A~ es uno a
uno y continuo sobre X . Denotamos por A* := (A~*)~!, para cada a > 0. El
operador A* es cerrado y densamente definido en X y D(A%) C D(AP), para
todo 0 < # < a < 1, donde A° = Id.

Denotaremos con X, := (D(A%),]||,), donde |z||, = |[A%z||x, para
todo z € D(A®) y Xo = X. Para a > 1, X, estd contenido en C1+*(Q),
donde 0 < A < 2a —1— 2, (cf. [3], Proposicién 4.1). Con el simbolo || ||, 4,
denotaremos la norma en £(X,, Xp).

Una importante propiedad de regularidad para U, estd dada por la desigual-
dad siguiente (cf.[3]):

”U(t) s)”a,ﬂ S C(avﬂa U)(t - S)—a- (32)

para 0 <a<f3<1, 0<pB—ac<o <l En el siguiente lema cuya prueba
se debe a Herbert Amann, [3], se establece la existencia y unicidad de las
soluciones de (3.1) y ademas una férmula de variacion de constantes:

Lema 3.1. Si suponemos A1-A3, entonces para todo ug € D tal que
v(.,0) < up < 9(.,0), el problema (3.1) tiene una tnica solucién, denotada por
S(uo)(t). La funcion S(ug) satisface la férmula de variacion de constantes:

¢
S(uo)(t) =U(t,0)uo +/0 U(t,s)F(s,S(uo)(s))ds, para0 <t < K. (3.3)

. Mas atin, la funcion S(uo)(t)(z) es una solucion cldsica de (2.1).

El siguiente lema es un resultado muy importante de regularizaciéon de las
soluciones del problema (3.1), (cf.[3]).
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Lema 3.2. Sean ug, vy € D, y supongamos que ||S(uo)(t)||, , [|S(vo)(®)|lo <
p, para 0 <t < K. Entonces, para todoy € [0,1], B € [a,1) y e € (0,1 - 7),

1S(uo)(t) — S(vo)(t)ll5 < C(p,B,7, )t ||luo = ol , (3.4)
para todo 0 <t < K, donde A: = Max {0,8— v+ ¢}.

§4. LINEALIZACION

Un método usual para el estudio de la estabilidad de los puntos de equilib-
rio en las ecuaciones diferenciales ordinarias, consiste en la linealizacién de la
ecuacién diferencial. Mas especificamente, si se considera la ecuacién diferen-
cial en R”, u’ = f(u) y @ es un punto de equilibrio (f(u#) = 0), entonces es
un resultado muy conocido, que si todos los valores propios de la matriz df(u),
tienen parte real negativa, entonces u es asintéticamente estable. Nuestra meta
es probar un resultado similar para ecuaciones de reaccién- difusién.

Consideraremos las soluciones periédicas de (1.2), como soluciones de estado
de equilibrio de (1.1).

Sean w(t)z una solucién de (1.2), fija y wo(z) = w(z,0). Parat > 0
yv €X denotamos por df,(t), al operador df,(t) : X — X, definido por
dfy(t)(9)(z) = (z,t,v(r )g(x), para todo g € X.

Consnderemos el problema linealizado:

3 t) g
(0) =Y.

Una solucién de (4.1) es una funcién vy € C([0, K], X) N C*((0, K], X) tal que
v(t) € D, para todo t > 0 y y(t) satisface (4.1) en el sentido de X.

El lema siguiente se sigue facilmente de la Teoria de los Sistemas de Evolucién
clasica. (Ver [10], Teorema 7.6.2).

Lema 4.1. Supongamos A1-A3. Entonces, para todo v € X, existe una
unica solucién de (4.1), denotada por L(70)(t), definida para todo t > 0, tal
que L£(70)(0) = y0. Mds aiin, L(70)(t) satisface la formula de variacion de
constantes:

L(70)(t) = U(i'0)70+/0 U(t, s)dfw(s)(s)L(70)(s)ds. (4.2)

Lema 4.2. Sean a € (0,1) y K > 0, entonces existe C = C(a, K)
tal que para todo ¢ > 0, existe un § > 0 tal que si h € D,||hl|, < é ¥y
v(.,0) < wo + h < 9(.,0). se satisface:

1S (wo + h)() — S(wo)(t) — L(A)(t)llx < €C|lhll, . para todot € [0, K].



SOBRE LA ESTABILIDAD ASINTOTICA 89

Demostracion. Sean M = Max{||v||,||7|l} ¥ € > 0. Es claro que existe
81 > 0 tal que si |7 — 72| < 6;, entonces

of 0 Y
%(z,t,nl) - %(z,t,nz) < ¢, para todo (z,t,7;) € QxRx[-M, M],i=1,2.

Sean w(t) = S(wo + h)(t), w(t) = S(wo)(t) y 7(t) = L(h)(t). Por el Lema 3.1,
IBOI% . Il < M

Del lema 3.2, obtenemos una constante C* = C*(a, K) y é > 0 tales que para
heDy A, <é:

ll@(t) — w2 < C* [IAll, < 6.

Ademas, por (3.2) y las férmulas de variaciéon de constantes (3.3) y (4.2),

obtenemos que
llw(t) — w(t) —v(®)ll, <

/0 U, s)||0’a “F(s,ﬁ(s)) — F(s,w(s)) — dfy(s)(8)[W0(s) — w(s)] ||0 ds
+ /0 U, 8)llo,a | dfuwis)(5)(@(s) = w(s) = 7(s))]|, ds

t t
<eCm il [ (¢ ds+ K [ (0577 135) - w(s) = ()l ds,
0 0

donde0<a<o<ly
. of
K, = Sup %(x,t,n) (2t EQXRx [-M, M]}.

Finalmente de la desigualdad generalizada de Gronwall (cf. [3]), concluimos el
resultado. W

Si X,Y y Z son espacios vectoriales, ¥ es un subespacio de X y ® es un
operador de X en Z, el simbolo ®/Y, denotara la restricciéon de ® a Y, y con el
simbolo Spr(®/Y), denotaremos el radio espectral de la restricciéon de ® a Y.
En adelante Co(Q) y C3(Q), denotaran los conjuntos

Co(Q)={ueC(Q) :u=0en 00}, Co(Q)={ueCHQ) :u=0en dQ}.

Para cada { > 0, definimos el operador ®,(f) : ¥ — X, por ®,(f)y =
L(7)(®)-
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Lema 4.3. Supongamos A1-A3. Entonces
a) Parat >0y 0< a < f <1, ®,() : X, — X3 es un operador lineal
continuo.
b) ®, (%) : Co(Q) — Co(RQ) y @y (%) : CH(Q) — C3(Q), son operadores lineales

compactos y fuertemente positivos.
c) Existe A > 0 tal que B )
X = Spr(®.,(1)/CH(®))

y A es el tinico valor propio de ®,(t)/C§(Q) con funcién propla positiva en Q.
Diremos que X es el valor propio principal de ®,,()/C}(Q

Demostracién. Dado up € Xq, Puw(t)uo = L(uo)( D De (3.2), (4.2) y la
desigualdad de Gronwall, concluimos a).
La compacidad de ®,,(f)/Co(Q) y ®w(£)/CE(Q), es consecuencia de la sigu-
iente cadena de inclusiones

CH(R) C Co(R) € X 2= X5 C CLHH Q) C CLQ) C Co(D),

donde g > % y0o<A<28-1- %' Arriba todas las inclusiones son con-

tinuas y es un hecho muy conocido, que la inclusién C’g+’\((—2) C CH(Q) es
compacta, (cf.[5]). Si ug € D, up > 0, ug # 0, utilizando los teoremas
de existencia y unicidad de Schauder, podemos probar que ﬁ(uo)(t)(:c) €
C*Y (2 x (0, K])NCH°(Q x [0, K]). Entonces por el principio del méaximo para
ecuaciones parabdlicas,[11],®,,(£)ug > 0 en Q. La densidad de D en Cy(Q) y
C3(9), nos permite concluir b) por continuidad.

Consecuentemente por el Teorema de Krein -Rutman (cf. [8]), existe un
Gnico valor propio positivo A := Spr(®,, (f)/ Cs (Q)) con funcién propia positiva
¥, ¥ > 0, para todo z € Q. Es decir, ®,,(f)¢ = A en Q,9/0Q2=0. R

Sea L un operador diferencial de segundo orden, uniformemente parabdlico,
cuyos coeficientes satisfacen Al. En relacién con el problema lineal periédico

de valores propios:

IL[u]zz\u en O x R,
u(z,t+T) =u(z,t) enQ xR, (4.3)
1 u=0 en 002 x R,

es conocido (cf. Lazer [9]), que existe un tnico nimero real positivo A, con la
propiedad de que A es el menor valor propio de (4.3) y es el inico con funcién
propia positiva en 2 x R. El nimero ) es conocido como el valor propio principal

de L.

Teorema 4.1. Supongamos Al — A3. Entonces

Spr(®w (£)/C5(Q)) = Spr(®w(£)/Co(Q)) = Spr(®u(t)/Xa),
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para todo a > 0. Si suponemos ademds A4, entonces Spr(®y(t)/Xq) < 1, para
todo t > 0, multiplo entero de T

Demostracion. En primer término observemos que
Spr(®w (t)/Co(Q)) = Spr(®w(f)/Co(Q)) = Spr(®uw (f)/Xa)-

Facilmente se prueba que el espectro de ®,(f)/Co(Q), @u(f)/CH(Q)
y @4 (t)/X, es puntual y que sus funciones propias pertenecen a ’D De lo cual

concluimos que los espectros puntuales de estos operadores coinciden.
_ Denotaremos con E := {u € CHil+5(Q x R) :u(z,t+T) = u(z,t) en
QxRyu=0en Q2 x R}, con la norma

e = 1 llgasni+8 axpor))

y con [ := {u € CH5(Q x R) :u(z,t)es T — periddicaen t}, con la norma:

Il = 11 Hl . @xgo.y)

Sean Lo y LL; : E — T, los operadores inducidos en E, por los operadores Lg y
L., respectivamente, definidos por

Lou= 2 4 A(z,t, D)u

Liu= 2 4 A(z,t, Dyu — G (x,t, w(t)z)u + Aou.

Por Al, A3 y A4, existen Ao y A; > 0, los valores propios principales de ILg
y L1, respectivamente. Sean v y v¥; sus funciones propias, tales que

IollE™ = llenlle™ =
Puesto que
le_(x’—tl +A(zytl D)wl(zyt) = /\1 - /\0 + 'a_f(zﬁt*w(t)z) 1/)1(1',”
ot on
en Q xR,y

Q‘%ﬁ + A(z,t, D)o(z,1) = Aoto(z, 1)

en  x R , por un resultado de comparacién, obtenemos que A1 > Ag, (ver (1],
para el caso eliptico y [13], para el caso parabohco)

Para \* := A; — Ao, definimos z(t)z := e *"'¢;(z,t). Es claro que z(t)
satisface la ecuacion:

dz(t)

o + A(t)2(t) = dfu(r)(t)z(1), 2(0)z = ¥1(2,0).
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Por lo anterior, z(t) = ®y(t)¥1(.,0) y consecuentemente, para todo ¢t multiplo
entero de T, @, ()¥1(.,0) = ey, 0). Finalmente por la unicidad del valor

propio principal, concluimos que :
AT _
e = Spr(®w (1)) < 1.

Demostracion del Teorema 2.2. Sea w(z,t) una solucién periédica de (1.2).
Por el Teorema 4.1, A = Spr(®,(T)/X,) < 1. De la T-periodicidad de w, f y
los coeficientes de A, concluimos que:

(@u(T)Y = @u(5T).

Sean A < p; < 1y 41 = —In(u1). Puesto que

= . i , 1/j
3= lim ([@u(T)],,) " = lim (I#GT)la)
existe Ng > 0, tal que si j > Np, entonces:
”QW(]T)“a'a S e—‘hj' (44)
Tomemos ahora v* < 7% y t = NyT > NoT, t suficientemente grande tal que
Sl -y
e T < 3 Entonces por (4.4), tenemos que
1 _ .«
@0 (N1 T)hllg < e IAllq (45)

Ademas del Lema 4.2, para a € (0,1) y € = 6'7.{(20(0, N,T))~!, obtenemos
que existe un nimero R > 0 tal que si h € D y ||h]|, < R, se satisface:

3.
et

2

1S (wo + h)(t) = S(wo)(t) — Bu(t)hl|, < 1Al (4.6)

donde C(a, N,T), es la constante dada en el Lema 4.2. Consecuentemente, si

heD,
|k]], £ Ry vy <wo+h < T, de (4.5) y (4.6) obtenemos:

1S (wo + h)(t) — S(wo)(®)||,, < e [IAll, - (4.7)

Sea Br(wo) := {u € D : |lu—wo|l, < R, vp < u < ¥ en Q}. Por (4.6),
para todo ug € Br(wo), S(uo) estéd definida para todo t > 0. Mas atn, si
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t > 3t := t*, existen un entero positivo K, y un nimero real ¢, € [t, 2t] tales
que t = K;N1T + tp.
Para h € D, obtenemos por la T'— periodicidad de f y A que:

S(wo + h)(t) = S(wo)(t) = S(S(wo + h)(K: N1 T))(to) — S(S(wo)(KeN1t))(to)-

Ahora bien, sea 8 > 1, puesto que [|S(wo)(?)||, ¥ ||S(wo + h)(t)]|, son acotadas,
por el Lema 3.2, obtenemos que para ||h||, < R, y para todo t, € [t,21] :

1S(S(wo + h)(K: N1T))(to) — S(S(wo)(K: N1 T))(to)ll5

< C(B,0)(to) 7 |IS(wo + h)(K:N1T) — S(wo)(K:N1T)||,
< C(B,0)(NT) ™7™ KM ||p|| < e,

donde f—a < o< 1.
El resultado se sigue finalmente, de la inclusién X5 C C'+*(Q), para 0 <

A<28—-1-n/p.1
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