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CONVERGENCIA DE SUCESIONES DADAS POR

FORMULAS DE RECURRENCIA DEL PRIMER ORDBN

Yu TAKEUCHI

§1. INTRODUCCION

Supongamos que la sucesion (Xn) satisface la formula de recurrencia

n = 1,2,3, ...

donde la funcion f esta definida y es continua en un conjunto abierto A y
f(A) ~ A. Si (Xn) ----+ LEA, entonces evidentemente se tiene que f(L) = L,
o sea que L es un punto fijo de la funcion f( x) en A. Reciprocamente si L es
un punto fijo de f(x) en A, y f(x) es derivable en L, entonces sabemos que:

i) Si It(L)1 > 1, entonces la sucesion (Xn) no converge allimite L, salvo en el
caso trivial cuando (Xn) es una sucesion constante del valor L a partir de
algun terrnino.

ii) Si It(L)1 < 1, entonces (Xn) ----+ L en una vecindad del punto L, mas
precisamente, existe h > 0 tal que (Xn) ----+ L dado cualquier (X d E
(L-h,L+h). .
En el presente trabajo, present amos resultados similares para el caso general

de una sucesion (Xn) que satisface la formula de recurrencia de primer orden

n=I,2, ...

Como un caso particular, si las funciones I; (x)( n = 1,2, ... ), son de primer
grado, sabemos el siguiente resultado:

Sea (Xn) dada por

(n = 1,2, ... ),

donde an ----+ a, bn ----+ b.

i) Si lal < 1, entonces (Xn) ----+ 1 ~ a para 'cnelquiet valor de Xl.

u] Si lal > 1, entonces :
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{

(Xn) --+ +ex:> cuando Xl > P,
. b
(Xn) --+ 1_ a cuando Xl = P,

(Xn) --+ -ex:> cuando Xl < P,

don de
00 b

kp--:L--=--
k=l ala2" . ak

N6tese que si fn(x) = anx+bn, f(x) = ax-s-b, entonces fn --+ f uniforme-
mente en cualquier intervalo acotado, y que l~a es el unico punto fijo de la
funci6n limite f( x) en Im..

§2. FORMULA DE RECURRENCIA DE PRIMER

ORDEN. I. CONVERGENCIA EN UNA VECINDAD

Supongamos que la sucesion (Xn) satisface la formula de recurrencia de de
primer orden :

n=1,2, ... (1)

donde las funciones fn (n = 1,2, ... ) estan definidas y son continuas en un
conjunto abierto D de C, y fn(D) <; D (para to do n = 1,2, ... ). Supongamos
que fn(x) --+ f(x) uniformemente en D, si la sucesion (Xn) converge allimite
L en D, entonces:

f(L)=L,

pues por un conocido ejercicio del calculo (Spivak, Calculus, 2nd Ed. 1980, Cap
23, ejercicio 28) se tiene:

(cuando n --+ 00) .

Por otra parte, por hipotesis se tiene :

(cuando n --+ co ;

en consecuencia, f(L) = L.
En caso de que fn(x) --+ f(x) puntualmente, ellimite L.de lasucesi6n (Xn)

no necesariamente es un punto fijo de f(x), como puede verse en el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 1. Sea

n2
[o,~]1---x en

n+1 n
n 1 2

fn(x) = nx-- --x en [~, n+ 1]n+1
n 2

--x 81 x>--
n+1 n+1
1 S1 x < 0,
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entonces In (x) --+ I( x) = 1 puntualmente en K Ademas, si Xl = 1 entonces
(Xn) = ~, luego (Xn) --+ O. Pero 0 no es un punto fijo de I(x).

Reciprocamente, tenemos el siguiente teorema:

Teorema 1. Sea (Xn) la sucesion dada por la formula de recurrencia (1),
donde las funciones In(n = 1,2,3,. 0 0) esten definidas y son continues en un
conjunto abierto D. Ademas supongamos que In --+ I unifarmemente en una
vecindad del punta L, donde L es un punta fija de la Iuncion I(x) en D, si
II'(L)I < 1 entances existen un mimero natural m y un conjunta abierta no
vacio Ao tales que

(Xm, Xm+1, Xm+2,·· 0') --+ L, si y solo si Xm E Ao,

Demostraci6n. Primero, recordemos el siguiente lema que es indispensable
para la demostraci6n del presente teorema:

Lema 1. Sea (Xn) una sucesion de mimeros ( reales a complejas) que
satisface la desigualdad:

(n=I,2,o,,)

can an > 0, bn 2': O. Si lim an < 1 y b., --+ 0 entonces lim n_ooXn = 0,

(Muestre por inducci6n que IXnl es acotada y tome lim en ambos lados de
la desigualdad).

i) Como II'(L)I < 1, podemos escoger un r' con II'(L)I < r < 1. Existe una
vecindad de L, VeL, 0) = {x Ilx - LI < o} ~ D, tal que

I
I(x) - L - /,(L)I < r - I/,(L)I en V(L,o),
x-L

(2)

y
In(x) --+ I(x) uniformemente en V(L,o) 0 (3)

De (2),

I I(x) - L 1< I/,(L)I+ (r -I/,(L)I) = r en V(L,o),
x-L

o sea:
I/(x) - LI < r ·Ix - LI en V(L,o). (4)

Sea
fn = sup Ix-LI<6l/n(x) - l(x)1 (n = 1,2,3, 0") ; (5)

entonces fn --+ 0 ya que In --+ I uniformemente en V(L,o). De (4) y (5) en
V(L,o) tenemos la siguiente desigualdad :

Iln(x) - LI ::; I/(x) - LI + fn < r ·Ix - LI + fno (6)
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Sea m un mimero natural tal que

t"n < (1 - r) . {j para todo n ~ m ; (7)

entonces, para todo n ~ m se obtiene :

Ix-LI<{j implica I/n(x)-LI<r·{j+t"n<{j. (8)

En (6) y (8), reemplazando x por Xn, obtenemos:

Si x; E V(L, {j) entonces Xn E V(L, {j) para todo n ~ m

y
IXn+1 - LI < rlXn - LI + t"n para todo n ~ m. (9)

De (9), usando elLema 1, se tiene que (Xn) -.. L (dado cualquier Xm E
V(L, {j», puesto que 0 < r < 1, y, t"n -.. O. 0

ii) Se definen las funciones continuas Fm, Fm+1, Fm+2, ... , como sigue:

Fm =1 (funcion identica),
Fn =In-l 0 In-2 0 •.• 0 1m+! olm (para n > m).

Se observa que Fn+1 = In-l 0 Fn para to do n ~ m; Fm+! esta definida en
D y en general Fn+1 esta definida en {x E D I Fn(x) ED}. Notese que los
dominios de las funciones Fn (n ~ m) son subconjuntos abiertos de D, y que
por (8) estos contienen ala vecindad V(L, {j). Sean

An = {x E D I F'n(x) E V(L, {j)} = Fn-1(V(L, {j» (n ~ m)

entonces tenemos tambien por (8) que

. (n = m, m + 1, m + 2, ... ).

Sea
00

AD = U An,
n=m

entonces AD es un subconjunto abierto no-vacio de D.
Si Xm E AD, entonces Xm E Ak para algun k ~ m, luego Xk = Fk(Xn) E

V(L, {j) para algun k ~ m. Por (9) se tiene que (Xk, Xk+l, Xk+2, ... ) -.. L, 0

sea que
(Xm,Xm+l,Xm+2,' .. ) -.. L.

Si Xm f1. AD, entonces Xm f1. An para 'todo' n ~ m, luego Xn = Fn(Xn) f1.
V(L, {j) para to do n ~ m. Por 10 tanto, la sucesion (Xm, Xm+1, Xm+2, ... ) no
converge a L. 0
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Corolario. Si In(D) 2 D para todo n = 1,2,3, ... , entonces podemos
escoger m=l, 0 sea que existe un conjunto abierto no-vacio AD tal que
(Xn) = (Xl, X2, Xa, ... ) -+ L si y s6lo si Xl E AD.

Demostraci6n. En la demostracion del teorema 1, basta tomar Fn como
sigue:

Fn = In-l 0 fn-2 0 ... o/m 0 (fm-l 0 ... 0 h 0 h). 0

Nota 1. Si no se cumple la condicion In(D) 2 D entonces dado Xm es
posible que no exista Xl' E D 'que satisfaga :

(fm-l 0 Im-2 0··· 0 h 0 h)(XI) = Xm

por 10 tanto, el conjunto Ao mencionado en el corolario puede ser vacio (ver el
siguiente ejemplo 2).

Nota 2. Si D es abierto y conexo y las funciones In (n = 1,2,3, ... ) son
inyectivas, entonces el conjunto AD es conexo. Especialmente en el caso de de
las sucesiones reales, si D es un intervalo abierto (0 ~), y In (n = 1,2,3, ... )
son inyectivas, entonces Ao es un intervalo abierto (0 ~).'

Ejemplo 2. Estudiemos la convergencia de la sucesion (Xn) dada por la
formula de recurrencia Xn+l = In(Xn), donde

X3

f(x) = x2+1'
2

In(x) = I(x) + log(n + 1) (n = 1,2,3, ... ).

Observese que In -+ I uniformemente en ~, y que 0 es el unico punto fijo de
la funcion I(x), ylf'(O)1 = 0 < 1.

i) Sea D = (-2,00) como In(D) ~ D entonces a partir de cualquier Xl ED
podemos obtener la sucesion (Xn) de acuerdo con la formula de recurrencia
Xn+1 = In(Xn), El punto 0 pertence al conjunto D, sin embargo la sucesion
(Xn) no converge allimite 0; mas precisamente :

(Xn) -+ +00, para cualquier.X, E D = (2,00).

En efecto, si Xl > -2, entonces se demuestra, por induccion, que

Xn > log(n + 1) para n = 2,3, '1, ... ;

en primer lugar:

2X2 > -1.6 -I;- - = 1.285··· > log 3 = 1.098 ...
- log2

Supongamos que
Xn > log(n+l) ,
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entonces

1 2
Xn+I > log(n + 1) - lQg(n + 1) + log(n + 1)

1
=log(n+1)+1 ( »log(n+2),. og n + 1

puesto que

1 1 1
I ( 1) > --1 >log(1+--1)=log(n+2)-log(n+1).
og n + n + n +

ii) Sea D = ~, como fn(x) es continua, y de ~ sobre ~ (para cada n), por
el corolario del Teorema 1, existe un conjunto abierto no vacio Ao tal que

(Xn) -+ 0 si y solo si Xl E Ao.

Vamos a estudiar mas detalladamente el comportamiento global de la suce-
sian (Xn).

Si Xn < 0 entonces .xn < Xn+1 ya que x < fn(x) para todo x <: O. En
consecuencia, si Xl < 0 existen las dos posibilidades siguientes:

a) Xn < 0 para todo n, luego la sucesion (Xn) es creiente y acotada por 0,
por 10 tanto: (Xn) ---+ 0 (notese que 0 es el unico posible limite).

b) Existe un k tal que Xl < X2 < ... < Xk-1 < 0 < x.. Entonces x, ~ 0
para to do k < n, ya que fn(x) > 0 para todo x ~ O.

Supongamos que Xn -+ 0 si Xl < Xl entonces la sucesi6n (Xn) determinada
por Xn+1 = fn(Xn) converge tambien allimite O. En efecto, Xn < Xn para
todo n, ya que la funcion fn(x) es creciente (para cada n). Si x, ~ 0 para
algun k, entonces 0 :s Xn < Xn para todo n :> k, por el metodo del sandwich
se debe tener que Xn -+ O. .

De 10 anteriorse deduce que como el conjunto Ao es abierto y no vacio,
entonces existe un p < 0 tal que

Sl

Sl

o sea, Ao = (-oo,p).

Ejemplo 3. Sean f(x) como en el ejemplo 2, fn(x) = f(x) + en con
2::::=1 len I < 00. Si la sucesi6n (Xn) satisface la formula de recurrencia Xn+I =
fn(Xn) entonces:
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En la desigualdad anterior, tomando n = 1,2,3, ... , k y sumando

k

IXk+d:s IXII + L lenl:S M,
n=l

donde M = IXII + I:~=llcnl, por 10 tanto la sucesion (Xn) es acotada por M.
Tenemos

luego

(n= 1,2,3 ... ).

M2

Como M2 + 1 < 1,lenl ----> 0, aplicando el Lema 1 se tiene que (Xn) ----> °
para cualquier valor de Xl, 0 sea que el conjunto abierto Ao correspondiente
al punto fijo 0 de la funcion f( x) es Ao = m..

§3. FORMULA DE RECURRENCIA DE

PRIMER ORDEN. II. DIVERGENCIA LOCAL

En el siguiente teorema, supongamos que las funciones fn(n = 1,2,3, ... )
son de valor real y continuas en un intervalo cerrado [a, b] 0 m.. Ademas,
fn(x) ----> f(x) uniformemente en una vecindad del punto L E (a, b), donde
Les un punta fijo de la funcion limite f(x) en (a,b).

Teorema 2. Sea (Xn) la sueesi6n dada por la f6rmula de reeurreneia (1),
si 11'(L)1 > 1 entonees existen un mimero natural m y un eonjunto no vacio So,
que es 1a uni6n con table de eonjuntos cerrados, tales que
(Xm,Xm+l,Xm+2" .. ) ----> L si y solo si Xm E So

Demosiracion.
i) Como 11'(L)1 > 1, entonces podemos escoger un r con 11'(L)1 > r > 1.

Existe un vecindad de L, V(L, 8) = {x Ilx - LI < 8} ~ (a, b), tal que

I f(x) - L - I'(L)1 < II'(L)I- r en V(L,8),
x-L

fn(x) ----> f(x) uniformemente en V(L,8).

(10)

(11)

De (10) tenemos :

If(x) - L I> II'(L)/- (11'(L)I- r) = r en V(L,8),
x-L

o sea,
If(x) - LI > r [z - LI > en V(L,8). (12)
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Sean
Cn = sup rEV(L,b) Ifn(x) --> f(x)1 (n = 1,2,3, ... ) (13)

entonces
cn«r-l)·6 paratodo n~m.

De (12) y (13) :

Ifn(x) - LI ~ If(x) - LI- Ifn(x) - f(x)1 > r ·Ix - LI- Cn,

par 10 tanto, para n ~ m tenemos:

Ifn(x) - LI > Ix - LI si ~ < Ix - LI < 6.
r - 1

(15)

Sean

hn= max {~;j=n,n+l,n+2, ... } (para n g rn},
r-l

entonces hn es decreciente, y, (hn) --> O. De (15) tenemos :

Ifn(x) - LI > Ix - LI si hn ~ Ix - LI < 6 . (16)

En (16) reemplazando x par Xn, y teniendo en cuenta que Xn+I = fn(Xn),
tenemos:

IXn+1 - LI > IXn - LI si hn ~ IXn - LI < 6 ; . (16)

como (hn) es "decreciente", entonces:

IXn - LI < IXn+1 - LI < IXn+2 - LI < ... ,

asi la sucesion (Xn, Xn+I, Xn+2, ... ) se aleja del punto L y, para algun j > n,
se llega a

a sea que la sucesion (Xn, Xn+1, Xn+2, .•• ) no converge allimite, al restringir
sus terrninos en la vecindad V (L, 6) (i idivergencia local ll).

ii) Sean

(n ~ m); D=Dm;

entonces podemos demostrar la siguiente contenencia:

fn(D) ;2 D para n = m, m + 1, m + 2, ... (17)

En efecto, como II'(L)I > 1 entonces f'(L) > 10 I'(L) < -1.
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Supongamos que I'(L) > 1; de (10) tenemos

f(x) - L
x _ L > r > 1 en D:

luego:
f(L+hn)-L>r·hm y f(L-hm)-L -r·hm· (18)

Si n ~ m entonces hn ~ hm; en (16) tomando x = L ± hm se obtiene:

If n (L ± hm) - L I > b-« . (19)

Si fn(L + hm) - L < -hm, de la primera desigualdad de (18) se tendria que

10 cual contradice ala definici6n de On dada en (13); por 10 tanto, se debe tener
que

(20)

De la misma forma, de (18) y (19) obtenemos:

(21)

Como fn es continua en D = [L - hm, L + hm], por el teorema del valor
intermedio la fun cion fn (x) toma cualquier valor entre L - b-. y L + hm 10 cual
demuestra la contenencia dada en (17).

En el caso I'(L) < -1, de (10):

f(x) - L < -r < -1 en D;
x-L

luego
f(L + hm) - L < -r· n-; y f(L - hm) - L > r· hm. (18')

De (18') y (19), usando la definicion de On dada en (13), se obtiene:

Asi por el teorema del valor intermedio se demuestra la contenencia (17).
iii) Sean

En = {x E [a,b] I (fn-l 0 fn-2 0···0 fm+l 0 fm)(x) E (Dn)}

= (fn-l 0 fn-2 0···0 fm+! 0 fm)-l(Dn) para n> m,

Em = D = (Dm),
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evidentemente En es cerrado. Sean:

in = In I D

En = {x E [a, b) I (in-l 0 in-2 0"·0 imt1 0 im)(x) E Dn} para n > m,

Em = Em = (D),

entonces se tiene inmediatamente que

para todo n 2: m. (22)

Se observa que En es cerrado y no-vacio (par (17)). Tenemos:

(23)

en efecto, si x E En+1, entonces

(in-l 0 in-2 0 '" 0 im+l 0 im)(x) E Dn+1 ~ Dn,

esto es,
in ((in-l 0 in-2 0 '··0 im+! 0 im)(x)) E o.;

asi, de (16) se tiene que

(in-l 0 in-2 0 ... 0 im+l 0 im)(x) E Dn esto es, x E En.

(Notese que la desigualdad (16) es solamente valida en Ix - LI < 8, por esta
razon no siernpre se cum ple la contenencia En+1 ~ En.)

Sean
CX)

s, = n En (k=m,m+1,m+2, ... ),
n=k

CX)

50 = U s,
k=m

entonces de (22) y (23) y el teorema del encaje de Cantor se tiene que

CX)

iv) Si Xm E 50 entonces (Xm, Xmfl, Xm+2, ... ) -+ L. En efecto, tenemos que
Xm E 5k = n~=k para algun k (2: m), 0 sea,

Xm E En para todo n = k,k+ 1,k+2, ...

esto es:

Xn = (fn-l 0 In-2 0 ... 0 Im+l 0 Im)(Xm) E (Dn) para todo n 2: k,
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o sea:
IXn - LI ::;hn para todo n ~ k,

por 10 tanto, (Xm,Xm+I,Xm+2, ... ) -+ L.
v) Si Xm ¢ So entonces (Xm, Xm+I, Xm+2, ... ) no converge allimite L. En

efecto, tenemos que Xm ¢ Sk para to do k = m, m + 1,m + 2 ... , esto es, para
cualquier k ~ m existe algun n ~k tal que:

o sea:

De (16), por el fenomeno de la divergencia local se tiene que Xn+i ¢ D para
algiin i, por 10 tanto la sucesion (X m ,Xm+ 1 , Xm+ 2, ... ) no converge al limite
L 0

Corolario. Si fn([a, b]) 2 [a, b] 0 fn(~) = ~ para todo n 0= 1,2,3, ...
entonces podemos escoger m = 1, 0 sea que existe un conjunto no vacio So,
que es la union con table de conjuntos cerrados, tal que

Observaci6n 1. El Teorema 2 es valido solo para sucesiones reales,
puesto que no se puede demostrar la contenencia (17) para sucesiones de e-
lementos complejos. Sin embargo, si se logra demostrar la contenencia: (17)
entonces se tiene tambien el teorema 2, como en los siguientes casos.

(i) Supongamos que las funciones I; (n ~ m) son uno a uno, sean

D = {z liz - LI ::;hm}, C = {z I Iz - L I = hm}

entonces fn(C) es una curva cerrada de Jordan. Si z E C entonces [z - LI =
hm ~ hn para n ~ m, y por (16):

luego el interior de la curva cerrada fn( C) contiene al circulo D, esto es:

para n> m.

(ii) Supongamos que las funciones fn (n ~ m) son analiticas en D. Si z E C
entonces

r
If(z) - LI > r· hm ~ r· hn r _ 1 . En > En ~ Ifn(z) - f(z)l·
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Aplicando el teorema de Rouche, la ecuacion fn(z) - L = (fn(z) - f(z)) +
(f(z) - L) = 0 posee por 10 menos, una raiz en el interior de la curva C, ya
que f(L) - L = O.

Para wED y z E C tenemos de (16):

Ifn(z) - LI > h-« ~ Iw - LI;

nuevamente aplicando el teorema de Rouche se ve que la ecuacion

fn(z) - w = (fn(z) - L) + (L - w) = 0

tiene por 10 menos, una raiz en el interior de D, esto es, fn(D) :2 D.
Observaci6n 2. Si las funciones I; (n = 1,2,3, ... ) son monotonas en

[a, b) 0 ~ entonces el conjunto So es un intervalo cerrado de la forma [p, q], 0

So es un conjunto unitario.

Ejemplo 4. Sea (Xn) dada por Xn+l = fn(Xn), donde

{

2x + 30)n
fn(x) = ~x Sl

. 2x Sl

Sl x::;_(~)n-l
_(1)n-1 <x<O

Z --

0::; x

Si f(x) = 2x, entonces :

luego fn(x) -. f(x) uniformemente en ~.
Evidentemente 0 es el iinico punto fijo de la funcion limite f(x) en ~, y

/,(0) = 2 > 1. Tenemos :

(n=1,2,3, ... );

por 10 tanto, si XI E [-1,0] entonces (Xn) -. O.
Si Xl > 0, entonces Xl < Xz < X3 < ... , asi(Xn) -. +00 monotonamente,

Si

entonces

1 1 Zn-ZXz=!I(Xd=---(-) ,2 2
1 Z 1 Zn-3X3 = !z(Xz) = -(-) - (-) ,2 2

Asi
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x, = _(~)"-1 - (~)" = -3(~)",

Xn+l = fn(-3(~)") = -3(~)" = x, ;
luego

Xn = Xn+1 > Xn+2 > Xn+3 > ... -+ -00 .

Como -1= sUPn(-I- 0)2n-1) tenernos:

(Xn) -+ +00 Sl Xl > 0,

(Xn) -+ 0 SI Xl E [-1,0]'
(Xn) -+ -00 Sl Xl < -1 .

o sea que el conjunto cerrado So correspondiente al punto fijo 0 es:

So = [-1,0].

Ejemplo 5. Sea (Xn) dada por :

Xn+l = an(Xn)2 (an> 0, an -+ a > 0),
para x, > 0 tenernos:

logXn+1 = 2 ·logXn + logan (n = 1,2,3, ... ) .

Sea
__ ~ logak .

p- ~ 2k '
k=l

entonces tenernos

(logXn) -+ +00 Sl log X, > p,
(logXn) -+ -log a Sl log Xl = p,

(logXn) -+ -00 SI log X, < p.

Teniendo en cuenta que (Xn) > 0 para n = 2,3,4, ... dado cualquier Xl i- 0,
se obtiene que :

(Xn) -+ +00 SI IXd > eP,

(Xn) -+ Y]« SI IXd = eP,

(Xn) -+ 0 SI IX11 < eP.

Sean fn(x) = anx2, f(x) = ax2 en lP1., entonces fn(x) -+ f(x) uniforrnernente
en cualquier intervalo acotado. Los puntos fijos de la funci6n f( x) son 0 y 11a
y tenernos:

1/,(0)1 = 0 < 1, /,(I/a) = 2 > 1.

Si Ao es el conjunto abierto correspondiente al punta fijo 0 (segiin el Teo-
rerna 1), y So es el conjunto cerrado correspondiente al punto fijo I/a (segun
el Teorerna 2), entonces

Ao = (-eP, eP), So = {-eP, eP}.
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Ejemplo 6. Sea (Xn) dada por

anXn
Xn+l = x, + bn

donde an ---> a, bn ---> b con lal > Ibl. Tenemos:

(n=I,2,3, ... )

(n=I,2,3, ... ),

Como bn/an ---> b[o. y Ib/al < 1 entonces:

1 1
--+--
Xn a- b

para cualquier
1

Xl'

o sea:
cuando

Se observa que si Xl = 0 entonces Xn = 0 para to do n, luego (Xn) tiende a O.
Sean fn(x) = anx

b
' f(x) = ax

b
· La funci6n f(x) tiene dos puntos fijos:

x+ n x+o y a - b; tenemos:

11'(0)1 = I~I> 1,
a

If'(a - b)1 = 1[;1 < 1.

Ademas fn(x) -+ f(x) uniformemente en una vecindad de 0, y en una vecindad
de a-b. Si Ao es el conjunto abierto correspondiente al punto fijo a - b, y So
es el conjunto cerrado correspondiente al punto fijo 0, entonces:

Ao = ~ - {O}, So = {O}.
,

Conclusion. Dada la formula de recurrencia Xn+l fn(Xn)
(n = 1,2,3, ... ), supongamos que fn(x) -+ f(x) uniformemente y L es un
punto fijo de la fun cion limite f(x). Si II'(L)I < 1 entonces existen un ntimero
no con table de soluciones de la formula de recurrencia, convergentes allimite
L; si 1f'(L)1 > 1 entonces existe, por 10 menos, una solucion de la formula de
recurrencia convergente al limite L.

Si 1f'(L)1 = 1, es posible que no exist a soluci6n eonvergente de la f6rmula
de reeurrencia, como puede verse en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 7. Sea (Xn) dada por la f6rmula de reeurrencia,

cn -+ O.

Podemos observar que L. (x) -+ f( x) = e" - 1 uniformemente en ~, y que 0 es
el unico punto fijo de la funei6n f(x). Ademas :
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Supongamos que
00

LCn = +00,
n=l

Cn > O.

Como e" - 1 ~ x para todo x , entonces

para to do n .

En la desigualdad anterior, tomando n = m, m + 1, ... ,m + k y sumando:

m+k

Xm+k+1 ~ x.; + L Cn = +00 ,
n=m

por 10 tanto, para cualquier m, tenemos

00

lim n_ooXn ~ x., + L Cn = +00,
n=m

o sea, que la sucesi6n (Xm, Xm+1, Xm+2, ... ) diverge hacia +00.
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