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CONVERGENCIA DE SUCESIONES DADAS POR
FORMULAS DE RECURRENCIA DEL PRIMER ORDEN

Yu TAKEUCHI

§1. INTRODUCCION

Supongamos que la sucesién (X, ) satisface la formula de recurrencia
Xn+1:f(Xn) n:1,2,3,...

donde la funcién f esta definida y es continua en un conjunto abierto A y

f(A) C A. Si(X,)— L € A, entonces evidentemente se tiene que f(L) = L,

o sea que L es un punto fijo de la funcién f(z) en A. Reciprocamente si L es

un punto fijo de f(z) en A, y f(x) es derivable en L, entonces sabemos que :

i) Si |[f'(L)| > 1, entonces la sucesion (X, ) no converge al limite L, salvo en el
caso trivial cuando (X,) es una sucesién constante del valor L a partir de
algin término.

i) Si |f'(L)] < 1, entonces (X,) — L en una vecindad del punto L, mas
precisamente, existe h > 0 tal que (X,) — L dado cualquier (X;) €
(L—h,L+ h).

En el presente trabajo, presentamos resultados similares para el caso general
de una sucesién (X,) que satisface la férmula de recurrencia de primer orden

(Xnt1) = fa(Xn), n=12...

Como un caso particular , si las funciones f,(z)(n = 1,2,...), son de primer
grado, sabemos el siguiente resultado:

Sea (X, ) dada por
(Xn+1) = @nn + by (n=1,2,...),

donde a, — a, b, — b.

b .
i) Si|a| < 1, entonces (X,) — T para cualquier valor de X;.

a
i1) Si|a| > 1, entonces :
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(Xn) — 400 cuando X1 >p,
b
(Xn) — — cuando X1 =p,
l1—a

(Xp) — —0 cuando X1 < p,

p:—Zaa Y |
k=1 1%2 k

Noétese que si fr(z) = apz + by, f(z) = az + b, entonces f, — f uniforme-

mente en cualquier intervalo acotado, y que I_La es el unico punto fijo de la

funcién limite f(z) en R.

donde

§2. FORMULA DE RECURRENCIA DE PRIMER
ORDEN. I. CONVERGENCIA EN UNA VECINDAD

Supongamos que la sucesién (X,,) satisface la férmula de recurrencia de de
primer orden :

(Xn41) = fa(Xn) n=12 .. (1)
donde las funciones f, (n = 1,2,...) estan definidas y son continuas en un
conjunto abierto D de C, y f,(D) C D (para todo n =1,2,...). Supongamos
que fn(z) — f(z) uniformemente en D, si la sucesién (X, ) converge al limite
L en D, entonces:

f(L)=1L,
pues por un conocido ejercicio del calculo (Spivak, Calculus, 24 Ed. 1980, Cap
23, ejercicio 28) se tiene:

fa(Xn) — f(L) (cuando n — o0) .
Por otra parte, por hipdtesis se tiene :
fa(Xn)=Xn41 — L (cuando n — o) ;

en consecuencia, f(L) = L.
En caso de que f,(z) — f(z) puntualmente, el limite L de la sucesién (Xp,)

no necesariamente es un punto fijo de f(z), como puede verse en el siguiente
ejemplo.
Ejemplo 1. Sea

n? 1
1—n+1:c en [O,n]

n 1 2
=4 ®Tazit, = Besd
n :

1" si >
L 1 si <0,
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entonces fn(z) — f(z) = 1 puntualmente en R. Ademas, si X; = 1 entonces
(Xn) = £, luego (X,) — 0. Pero 0 no es un punto fijo de f(z).
Reciprocamente, tenemos el siguiente teorema:

Teorema 1. Sea (X,) la sucesién dada por la formula de recurrencia (1),
donde las funciones f,(n = 1,2,3,...) estdn definidas y son continuas en un
conjunto abierto D. Ademas supongamos que f, — f uniformemente en una
vecindad del punto L, donde L es un punto fijo de la funcién f(z) en D, si
|f'(L)] < 1 entonces existen un nimero natural m y un conjunto abierto no
vacio Ag tales que

(Xm» Xma1, Xma2,---,) = L, siysélosi Xm € Ao.

Demostracion. Primero, recordemos el siguiente lema que es indispensable
para la demostracion del presente teorema:

Lema 1. Sea (X,) una sucesion de numeros ( reales o complejos) que
satisface la desigualdad:

IX|nt1 < an|Xn|+bn  (n=1,2,...)

con a, >0, b, > 0. Silima, <1 y b, — 0 entonces Iim ,, . X,, = 0.

(Muestre por induccién que | X,| es acotada y tome lim en ambos lados de

la desigualdad).
i) Como |f’(L)| < 1, podemos escoger un r con |f'(L)| < r < 1. Existe una

vecindad de L, V(L,8) = {z | |+ — L| < é} C D, tal que

fe)- L f/(L)‘ <r—|f(L)] en V(L,6), (2)
z—L
y
fa(z) — f(z) uniformemente en V(L,6) . (3)
De (2),
‘f—f)__LL’ <UD+ =1 @D =r en V(L5),
o sea :
|f(z) = L| < 7|z — L| en V(L,$). (4)
Sea
€n = Sup z—Li<slfa(z) = f(2)]  (n=1,23,...); (5)

entonces ¢, — 0 ya que f, — f uniformemente en V(L,6). De (4) y (5) en
V(L, ) tenemos la siguiente desigualdad :

|fa(z) — L] < |f(2) = LI+ &n <7 -z = L| + €n. (6)
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Sea m un numero natural tal que
€n <(l—r)-6 paratodo n>m; )
entonces, para todo n > m se obtiene :
|t —L| <6 implica |fa(z)—L|<r-6+¢€, <0. (8)
En (6) y (8), reemplazando = por X, obtenemos:

Si X,, € V(L,$) entonces X, € V(L, §) para todon >m

| Xn+1 — L| < 7| Xy — L| + €, para todo n > m. 9)

De (9), usando el Lema 1, se tiene que (X,) — L (dado cualquier X,, €
V(L,6)), puestoque 0 < r<1,y, 6, —0. 0O
ii) Se definen las funciones continuas Fin, Frnt1, Fing2, - - ., como sigue:

F,, =I (funcidn idéntica),

Fo=fa-10fa—20-:0 fmy10 fm (paran>m).

Se observa que Fp41 = fo—1 0 F,, para todo n > m; Fp4 esta definida en
D y en general Fj,4; estad definida en {z € D | F,(z) € D}. Nétese que los
dominios de las funciones F,, (n > m) son subconjuntos abiertos de D, y que
por (8) estos contienen a la vecindad V(L,6). Sean

Ao ={z € D | Fa(z) € V(L,8)} = F7X(V(L,8)) (n 2 m)
entonces tenemos tambien por (8) que
Any1 D An (n=mm+1m+2,...).

Sea ”
AO = U An;
=m

entonces Ay es un subconjunto abierto no-vacio de D.

Si X,, € Ao, entonces X,, € A; para algin k > m, luego X = Fr(Xn) €
V(L,§) para algin k > m. Por (9) se tiene que (Xi, Xi41, Xk42,-.-) = L, 0
sea que

(Xm,Xm+1,Xm+2,...) — L .

Si X,n ¢ Ao, entonces X,, ¢ A, para ‘todo’ n > m, luego X, = Fn(Xn) ¢
V(L, ) para todo n > m. Por lo tanto, la sucesién (Xm, Xm+1, Xm+2,-..) no
converge a L. 0O
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Corolario. Si fo(D) D D para todo n = 1,2,3,..., entonces podemos
escoger m = 1, o sea que existe un conjunto abierto no-vacio Ay tal que
(Xn) = (Xl,Xz,Xa, ) — L si y sélo si X; € Ap.

Demostracion. En la demostracién del teorema 1, basta tomar F,, como
sigue:
F, =fn—1°fn-2°"’°fm°(fm—l °“'°f2°fl)- O

Nota 1. Si no se cumple la condicién f,(D) D D entonces dado X, es
posible que no exista X;' € D que satisfaga :

(fm—l 0 fm-20 "‘°f2°f1)(X1) =Xm ;

por lo tanto, el conjunto Ay mencionado en el corolario puede ser vacio (ver el
siguiente ejemplo 2).

Nota 2. Si D es abierto y conexo y las funciones f, (n = 1,2,2,...) son
inyectivas, entonces el conjunto Ao es conexo. Especialmente en el caso de de
las sucesiones reales, si D es un intervalo abierto (o R),y fu (n=1,2,3,...)
son inyectivas, entonces Ag es un intervalo abierto (o R).

Ejemplo 2. Estudiemos la convergencia de la sucesién (X,) dada por la
férmula de recurrencia X, 41 = fn(X,), donde

z3 2
= —— — ——— = 1 2 S B
f(x) .’82+1’ fn(l') f(x)+log(n+l) (n ) )3) )
Obsérvese que f, — f uniformemente en R, y que 0 es el unico punto fijo de

la funcién f(z), y |[f'(0)]=0< 1.

i) Sea D = (=2, 00) como fp(D) C D entonces a partir de cualquier X; € D
podemos obtener la sucesion (X,) de acuerdo con la férmula de recurrencia
Xn41 = fa(Xn). El punto 0 pertence al conjunto D, sin embargo la sucesién
(X») no converge al limite 0; mas precisamente :

(X,) — +00, para cualquierX; € D = (2, 00).
En efecto, si X; > —2, entonces se demuestra, por induccién, que
X, > log(n+1) para n=23,4,...;

en primer lugar:

Xo >——1.6+—2—-= 1.285--->log3 =1.098... .
= log2

Supongamos que
Xn > log(n+1),
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entonces
Xn41 >log(n+1) . + .
Al € log(n+1)  log(n+1)
1
=1 1 —>1 2
og(n + )+log(n+1) > log(n+2) ,
puesto que

1 1
log(n + 1) > n+1

1
> log(1 + n_+1) =log(n+2)—log(n+1) .

ii) Sea D = R, como f,(z) es continua, y de R sobre R (para cada n), por
el corolario del Teorema 1, existe un conjunto abierto no vacio Ay tal que

(Xn) = 0siysdlosi X; € A.

Vamos a estudiar mas detalladamente el comportamiento global de la suce-
sién (Xn).

Si X, < 0 entonces X,, < Xp41 ya que ¢ < fp(z) para todo z < 0. En
consecuencia, si X; < 0 existen las dos posibilidades siguientes:

a) X, < 0 para todo n, luego la sucesién (X,) es creiente y acotada por 0,
por lo tanto : (X,) — 0 (ndtese que 0 es el tnico posible limite).

b) Existe un k tal que X; < Xp < --- < X)—1 < 0 < Xi. Entonces X,, > 0
para todo k < n, ya que f,(z) > 0 para todo z > 0.

Supongamos que X, —0si X, < X, entonces la sucesién (X ) determinada
por Xa41 = fn(Xn) converge tambien al limite 0. En efecto, X, < X,, para
todo n, ya que la funcién f,(z) es creciente (para cada n). Si Xi > 0 para
algin k, entonces 0 < Xn < Xn para todo n > k, por el método del sandwich
se debe tener que X, — 0.

De lo anterior se deduce que como el conjunto Ay es abierto y no vacio,
" entonces existe un p < 0 tal que

{(X,,)——»O si X, <p,
(Xn) — 00 st X1 2p,

o sea, Ag = (—00, p).

Ejemplo 3. Sean f(z) como en el ejemplo 2, f,(z) = f(z) + ¢, con
Yoo len| < 00. Sila sucesién (Xp ) satisface la férmula de recurrencia X, 41 =
fa(Xn) entonces:

(Xn)®

+ len] < | Xn| + |enl
P41 len] < | Xn|+ lenl

IXn+1| < Ian :
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En la desigualdad anterior, tomando n = 1,2,3, ... k y sumando
k
I Xk41] < 1X1]+ Y lenl < M,
n=1

donde M = |X1|+ Y _, |eal, por lo tanto la sucesién (X,) es acotada por M.
Tenemos

(Xn) M’
(Xn)?+1 7~ M2+1
luego
Xn)?
|Xn+1|SW2)+1"|Xn||Cn| (n=1,2,3...).
M2
Como W1 < 1,|len] — 0, aplicando el Lema 1 se tiene que (X,) — 0

para cualquier valor de X;, o sea que el conjunto abierto Ay correspondiente
al punto fijo 0 de la funcién f(z) es Ap = R.

§3. FORMULA DE RECURRENCIA DE
PRIMER ORDEN. II. DIVERGENCIA LOCAL

En el siguiente teorema, supongamos que las funciones f,(n = 1,2,3,...)
son de valor real y continuas en un intervalo cerrado [a,b] o R. Ademas,
fa(z) — f(z) uniformemente en una vecindad del punto L € (a,b), donde
L es un punto fijo de la funcién limite f(z) en (a,b).

Teorema 2. Sea (X,) la sucesion dada por la formula de recurrencia (1),
si |[f'(L)| > 1 entonces existen un nimero natural m y un conjunto no vacio So,
que es la unién contable de conjuntos cerrados, tales que
(Xm, Xm+1, Xmt2,-..) — L si y sélo si X, € Sp

Demostracion.
i) Como |f'(L)| > 1, entonces podemos escoger un r con |f'(L)| > r > 1.
Existe un vecindad de L, V(L,8) = {z | |z — L| < 6} C (a,b), tal que

fS::)_—LL —fI(L) < |f’(L)| —7ren V(L,(S), (10)

fa(z) — f(z) uniformemente en V(L,§). (11)
De (10) tenemos :
LEL s il -l =r)=r en V(L)

o sea,
|[f(z) = L|>r|z—L|> en V(L,$). (12)
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Sean
€n = SUp zev(L,s) |fa(z) = f(z)| (n=1,2,3,...) (13)

entonces
€n < (r—1)-6 paratodo n>m.

De (12) y (13) :
|fa(2) — L] 2 |f(z) = L] = |fa(z) = f(2)| > 7 |2 = L| — €n,

por lo tanto, para n > m tenemos:

€

fa(@) =L > |2~ L] si L= <|z—L|<8. (15)

Sean

h, = méx{ ejl;jzn,n+1,n+2,...} (para n > m),
r—

entonces h, es decreciente, y, (h,) — 0. De (15) tenemos :
[fa(z)—L|>|z—L|sih, <|z—-L|<é. (16)

En (16) reemplazando x por Xy, y teniendo en cuenta que Xp41 = fu(Xy),

tenemos:
|Xn41 = L] > |Xn = L| si hn < [Xa—L|<6; .(16)

como (h,,) es ”decreciente”, entonces:
| Xn = L| < | Xpn41 — L| < | Xn42—L| < ...,
asi la sucesion (Xp, Xn41, Xnt2,...) se aleja del punto L y, para algin j > n,
se llega a
hm < 'Xn+j — L|,

o sea que la sucesién (Xp, Xpn41, Xn42,...) no converge al limite, al restringir
sus términos en la vecindad V' (L, §) (jjdivergencia local !!).
i1) Sean

D, ={z ||z - L| < hn} (n > m); D =D, ;
entonces podemos demostrar la siguiente contenencia:
fa(D) D Dparan=m,m+1,m+2,... (17)

En efecto, como |f'(L)| > 1 entonces f'(L) > 10 f/(L) < —1.
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Supongamos que f'(L) > 1; de (10) tenemos

—-f(x)_L>r>l en D :
z—L
luego:
fL+hy)—=L>r-hy y f(L=—hyp)—L< —r-hy. (18)

Si n > m entonces h, < hy,; en (16) tomando z = L + h,, se obtiene:
|fn(L:thm)_L|>hm : (19)
Si fa(L + hm) — L < —hy,, de la primera desigualdad de (18) se tendria que

r+1

f(L+hn)—fal+hy)>((r+1) hy > l-cn>e,.,

r—

lo cual contradice a la definicién de €, dada en (13); por lo tanto, se debe tener

que
05 e o i (20)

De la misma forma, de (18) y (19) obtenemos:
faL=hm)—L < —hp, . (21)

Como f, es continua en D = [L — hp, L + hp,], por el teorema del valor
intermedio la funcién f,(z) toma cualquier valor entre L — h,, y L+ hp, lo cual
demuestra la contenencia dada en (17).

En el caso f'(L) < —1, de (10):

M_—é<—r<—l en D ;
z—L

luego
f(L+hp)—L<—=r-hyny f(L=hn)—L>r hny. (18)

De (18’) y (19), usando la definicién de ¢, dada en (13), se obtiene:
fn(L+hm)—L< —hm Yy fn(L_hm)"L > hm .

Asi por el teorema del valor intermedio se demuestra la contenencia (17).
iii) Sean
E,={z€ [a,b] | (fam10 fn—20:--0 fmt10 fm)(z) € (Dn)}
=(fa=19fn-20---0fmy10 fm)_l(D,,) para n > m,
E, =D = (D),
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evidentemente E,, es cerrado. Sean:

fa=Ffa| D
En={z€[a,8] | (fa=10 fa-20--0 fmp1 o fm)(z) € D,} para n > m,
Em = Lm = (D),

entonces se tiene inmediatamente que
P 3 para todo n > m. (22)

Se observa que E, es cerrado y no-vacio (por (17)). Tenemos:

En+1 C Eﬂv (23)
en efecto, si ¢ € E’n+1, entonces
(.fn—l °fn—2 O--- °fm+1 ofm)(z) € Dn+1 Sy D,

esto es,

fn((fn—l o fn—2 O e fm+1 o fm)(x)) € Dy,
asi, de (16) se tiene que
(fn—l Ofn—zo'-~°fm+1 Ofm)(x)eD,, estoes, z € E,.

(Notese que la desigualdad (16) es solamente valida en |z — L| < 6, por esta
razén no siempre se cumple la contenencia E, 4 C E,.)
Sean

Sk:mEn(k':.m,m-f-l,m-i—?,...), 50=US)¢;
k=m

n=k

~entonces de (22) y (23) y el teorema del encaje de Cantor se tiene que
S]; _:_) ﬂ En # 0 .
n=k

iv) Si X;n € So entonces (Xm, Xim+1, Xm+2,-..) — L. En efecto, tenemos que
Xm € Sk = N2, para algin k& (> m), o sea,
Xm €E, paratodon=k,k+1,k+2,...

esto es:

Xn =(fan=10 fa—20---0 frn410 fm)(Xm) € (D) para todo n > k,
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o sea:
|Xn —L| < h, paratodo n >k,

por lo tanto, (Xm, Xm+1, Xm42,...) — L.

v) Si X, ¢ So entonces (Xm, Xm+1, Xm42,...) no converge al limite L. En
efecto, tenemos que X,,, ¢ Sy paratodo k=m,m+1,m+2..., esto es, para
cualquier k > m existe algin n >k tal que :

Xm ¢ En estoes, Xp = (fanc10-+0 fir)(Xm) & Dy

o sea:
| Xn — L| > hy.

De (16), por el fenémeno de la divergencia local se tiene que X,4; ¢ D para

algin j, por lo tanto la sucesién (X, Xm41, Xm+2,...) no converge al limite

L O

Corolario. Si f,([a,b]) D [a,b] o fo(R) = R para todo n = 1,2,3,...
entonces podemos escoger m = 1, o sea que existe un conjunto no vacio Sy,
que es la union contable de conjuntos cerrados, tal que

(Xn) =(X1,X2,X3,...)—= L siysclosi X; € Sp.

Observacién 1. El Teorema 2 es valido sélo para sucesiones reales,
puesto que no se puede demostrar la contenencia (17) para sucesiones de e-
lementos complejos. Sin embargo, si se logra demostrar la contenencia: (17)
entonces se tiene tambien el teorema 2, como en los siguientes casos.

(1) Supongamos que las funciones f, (n > m) son uno a uno, sean

D={z|l:=LI<hn}, C={z|lz=L|=hm)

entonces f,(C) es una curva cerrada de Jordan. Si z € C entonces |z — L| =
hpm > hy, para n > m, y por (16):

|fn(2) = L| > hm,
luego el interior de la curva cerrada f,(C) contiene al circulo D, esto es:
fa(D)2 D para n>m.

(ii) Supongamos que las funciones f, (n > m) son analiticasen D. Siz € C
entonces

r

[f(z) = LI > 1 -hm 27 hp——7 - en > en 2 |fu(2) = f(2)]-

r—
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Aplicando el teorema de Rouché, la ecuacién f,(z) — L = (fn(2) — f(2)) +
(f(2) = L) = 0 posee por lo menos, una raiz en el interior de la curva C, ya

que f(L)— L =0.
Para w € D y z € C tenemos de (16):

[fn(2) = LI > hm > |w = L];
nuevamente aplicando el teorema de Rouché se ve que la ecuacién
fa(z2) —w=(fa(2) L)+ (L —w) =0

tiene por lo menos, una raiz en el interior de D, esto es, f,(D) D D.

Observacion 2. Si las funciones f, (n = 1,2,3,...) son mondtonas en
[a,b] o R entonces el conjunto Sy es un intervalo cerrado de la forma [p, ¢], o
So es un conjunto unitario.

Ejemplo 4. Sea (X,) dada por X,4+1 = fo(X,), donde
2z +3(3)" sl z < —(3)"?
(@)= 4 Lo i —(B)rt<r<o
2z si 0<z

Si f(z) = 2z, entonces :

=,

wl»—t

|fn(z) = f(2)] < 3(
luego fn(z) — f(z) uniformemente en R.
Evidentemente 0 es el unico punto fijo de la funcién limite f(z) en R, y
f'(0) =2 > 1. Tenemos :
1 n—1 1 n—1
fﬂ [_(5) 10]_>[_(§) 30] (n=112’3"") )
por lo tanto, si X; € [—1,0] entonces (X,) — 0.

Si

Si X; > 0, entonces X; < X2 < X3 < ..., asi(X,) — +0o mondétonamente.
1
Xi=-1- (5)2"‘1,
entonces
i — 1 1 2n-2

Xo = fi(X1) = 3 (2) }
1

X3 = fa(X2) = ‘-('2‘)2 ] (5)2" it

Asi
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Xo= (5" = ()" = -33)",
Xns1 = fa(~3(3)") = ~3(3)" = X
luego
Xn=Xn+1 >Xn+2>X"+3> vis s b OO

Como —1 = sup, (-1 — (%)2"'1) tenemos:

(Xn) = +o0 si X, >0,

(Xn)—0 si Xi € [-1,0],

(Xn)—-»—oo sl X;<-1.

O sea que el conjunto cerrado Sy correspondiente al punto fijo 0 es:

So = [—1,0].

Ejemplo 5. Sea (X,) dada por :
Xnt1=an(Xn)?  (an >0, apn —a>0),
para X, > 0 tenemos:
log Xp41 =2 -logX, +loga, (n=1,23,...).
Sea o “ logas |
p = ok

entonces tenemos
(log Xp) — 400 si log X1 > p,
(log Xn) — —loga si log X; = p,
(log Xp) — —c0 sl log X; < p.
Teniendo en cuenta que (X,) > 0 para n = 2,3,4,... dado cualquier X; # 0,
se obtiene que :
(Xn) = 400 si | X1| > €P,
(Xn) — 1/a si | X1| = €P,
(Xn)—0 si | X1] < €P.
Sean f,(z) = a,z?, f(z) = az? en R, entonces fn(z) — f(z) uniformemente

en cualquier intervalo acotado. Los puntos fijos de la funcién f(z)son 0y 1l/a
y tenemos:

If(0)]=0<1, f(1/a)=2>1.
Si Ao es el conjunto abierto correspondiente al punto fijo 0 (segin el Teo-
rema 1), y Sy es el conjunto cerrado correspondiente al punto fijo 1/a (segin
el Teorema 2), entonces

Ag = (—€?,€P), So = {—ef,ef}.
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Ejemplo 6. Sea (X, ) dada por

an Xy

m (n=1,2,3,)

Xn+l =

donde a, — a, b, — b con |a| > |b|. Tenemos:

1 b, 1 1
= R n:1a2a31"'!
Xn41 a, Xn an ( )

Como by, /a, — b/a y |b/a| < 1 entonces:

1 1

X ek para cualquier

—X—l’
o sea :
(Xn)—a—0 cuando X1 #£0.
Se observa que si X; = 0 entonces X,, = 0 para todo n, luego (X,) tiende a 0.
Sean f,(z) = %, flz) = xa_:_cb. La funcién f(z) tiene dos puntos fijos:

0y a — b; tenemos:
a a
FOI=1z1>1,  If@=dl=[5l<1

Ademas f,(z) — f(z) uniformemente en una vecindad de 0, y en una vecindad
de a — b. Si Ap es el conjunto abierto correspondiente al punto fijo a — b, y Sp
es el conjunto cerrado correspondiente al punto fijo 0, entonces:

Ao =R—{0}, So={0}.

Conclusién. Dada la formula de recurrencia X,41 = fo(X,)
(n = 1,2,3,...), supongamos que f,(z) — f(x) uniformemente y L es un
punto fijo de la funcién limite f(z). Si|f'(L)| < 1 entonces existen un nimero
no contable de soluciones de la formula de recurrencia, convergentes al limite
L; si |f'(L)| > 1 entonces existe, por lo menos, una solucién de la formula de
recurrencia convergente al limite L.

Si |f'(L)| = 1, es posible que no exista solucién convergente de la férmula
de recurrencia, como puede verse en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 7. Sea (X,) dada por la férmula de recurrencia,
fa(z) =€ —1+cp, cn — 0.

Podemos observar que f,(z) — f(z) = ¢ — 1 uniformemente en R, y que 0 es
el unico punto fijo de la funcién f(z). Ademas :

f'(0) = € z=o= 1.



CONVERGENCIA DE SUCESIONES ...
Supongamos que
[ee]
Y en=+00, e >0.
n=1
Como e* — 1 > z para todo z , entonces :

Xot1 = faXn)=€eX" —14¢a > X, +cn para todo n .

En la desigualdad anterior, tomando n = m,m +1,...,m + k y sumando:
m+k
Kmtrk+1 > Xm + Z Cn = 400 ;
n=m

por lo tanto, para cualquier m, tenemos
o0
Iim 00 Xn > X + Z Cp = +00,
n=m
o sea, que la sucesion (X, X;my1, Xm42,...) diverge hacia +o0.
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