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DUALIDAD Y EXTENSIONES EN HOLOMORFiA INFINITA

IGNACIO ZALDUENDO

Se presenta en esta breve nota un resumen de trabajo que el autor realiza
actualmente con Jesus Angel Jaramillo y Angeles Prieto, ambos de la Universi-
dad Complutense de Madrid, en el que se intentaclarificar la relacion existente
entre dualidad de los espaciosde funciones analiticas definidas sobre un espa-
cio de Banach,y el "problema de extension" de funciones analiticas en tales
espacios. Mas concretamente, se describe la extension de Aron y Berner ([AB],
[DC], [Z]) en terminos de la transformada de Borel ([G], [DI]).

El autor desea agradecer a los organizadores del II Coloquio Latinoamericano
de Analisis su hospitalidad durante su estancia en Santafe de Bogota, y al
arbitro por sefialar un error en el texto original.

§I. INTRODUCCION

Comenzamos por fijar la terminologia y notacion. E sera siempre un espacio
de Banach sobre el cuerpo complejo C, Lk(E) el espacio de las formas k-lineales
continuas sobre E, y L: (E) el subespacio de las que, adernas, son simetricas.
Dada 4> E Lk(E), P(x) = 4>(x, ... ,x) define un polinomio hornogeneo de grado
k , P : E ---+ C. Si 4> es simetrica puede recuperarse 4> de P a traves de
una formula de polarizacion. El espacio de tales polinomios se notara pk(E)
y resulta ser isomorfo a L:(E) como espacio de Banach, las normas definidas
poniendo IIPII = sup{IP(x)1 : IIxll ::; I} y 114>11= sup {14>(xl,'" ,Xk! : Ilxill::;
I}. .

Es facil construir ejemplos de polinomios a partir de formas lineales: Si
11, ... ,In E E', P = 2::7=1If es un polinomio hornogeneo de grado k . Un
polinomio como este se llama "de tipo finito". Ponemos P E Pj(E). Si (Ii)
es una sucesion acotada en E' ya E (1, P = Eiail: tambien es homogeneo de
grado k. Un polinomio asi se dice "nuclear". Ponemos P E Ptr (E).

En algunos espacios, estos polinomios ni siquiera alcanzan para aproximar
polinomios arbitrarios. Diremos que E tieae la propiedad de Littlewood-
Bogdanowicz-Pelczynski (LBP) si to do polinomio puede aproximarse, unifor-
memente sobre acotados de E, mediante polinomios de tipo finito. Por ejemplo,
los espacios Co, (00, y 'el espacio de Tsirelson tienen esta propiedad.
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Una funcion 1definida sobre un abierto U de E se dice analitica si puede
expresarse localmente como una serie de polinomios Pk E pk(E), es decir, dado
c E U,

I(x) = E Pk(X - c)
k~O

uniformemente en algun entorno de c. El supremo de los p tales que la serie
converge uniformemente en B(c, p) se llama radio de convergencia uniforme de
1en c, y puede calcularse poniendo

En un espacio de dimension infinita existen siempre funciones enter as cuyo
radio de convergencia es finito. Por ejemplo 1:Co -- C dada por

I(x) = LX1' "Xk

k~l

es una funcion de ese tipo. 1("2'=;:'1 e.) = N, pero la serie no converge unifor-
memente en la bola unidad de co. Notemos que 1no es acotada sobre dicha
bola. Las funciones enteras acotadas sobre acotados tienen siempre radio de
convergencia r = CXJ. Se llaman de "tipo acotado" y forman una subalgebra
propia del algebra de todas las funciones analiticas sobre E. Cuando ademas
cad a Pk en la serie de 1 eS nuclear, diremos que 1 ee "nuclear de tipo acotado" .
Notaremos

,
§2. DUALIDAD

En los anos '50, Sebastiao e Silva [SS] y Kothe [K] estudiaron el dual de
H (U) para U C Coo, la esfera de Riemann.Encontraron la dualidad con un
algebra de germenes de funciones analiticas <, .>: H(U) X Que -- C (aqui
U" indica el complemento de U en la esfera de Riemann) dada por

-11< I, g >= -2' .I(z)g(z)dz
1n r

don de r es cualquier curva alrededor de U" contenida en el dominio de g. Si
fijamos g, obtenemos < ,g >E H(U)'. Esto induce L :·Que -- H(U)',que
resulta ser un isomorfismo, con 10 cual el dual de H(U) es presentado como
un espacio de germenes de funciones analiticas. El inverso de L esta "dado,'
por" (en realidad es limite directo de morfismos) B(o:)(w) = o:(fw), don de
Iw(z) = z~w' Notemos que ni la construcci6n de la integral ni la definicion
de morfismos como B puede realizarse si el cuerpo C es reemplazado por un
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espacio vectorial E.Pero volvamos a C y pensemos en otra version de la misma
dualidad, mirada a traves de un cambio de variables. En lugar de UC pongamos
(U-l)C y <, >: H(U) X 0eu-I)C --+ C dada por

< f,g >= -1. ( f(z)g(I/z) dz
211"1 Jr z

ASI , la B que resulta es

B(a)(w) = a(/w),donde fw(z) = _I_
I- wz

10 que si puede generalizarse a E si est amos dispuestos a aceptar que w E
E'. En efecto, si f es analitica sobre U, pongamos I< = h E E' : 1,(x)1 <
1 paratodo x E U}. Ahora para cada , E I< ponemos f...,(x) = l-~(X)' 10 que
induce

B :H(U)' --+ OK dada por B(a)(,) = a(/...,).

Esta es la transformada de Borel ([G], [DI]).No es en general un isomorfismo,
pero S1 permite caracterizar algunas subalgebras de H([f) como gerrnenes de
funciones analiticas sobre E'. Por ejemplo, se tiene HNb(E)' = Oo(E') (ver
[G]).

§3. EL PROBLEMA DE EXTENSION

El problema fue planteado por Dineen [D2] hace unos veinte alios, y puede
presentarse de esta manera: dados espacios E C G, LCuando puede unit (0
cada) funcion analitica f : E --+ C, extenderse al espacio G de manera
analitica? Se trata, entonces, de extender funciones definidas sobre subespa-
cios, cosa que en dimension infinita no siempre se puede hacer. En efecto,
Josefson (J] ha demostrado que toda funcion analitica sobre fCX:; es acotada sa-
bre los acotados de Co, de manera que ninguna funcion analitica sobre Co que
no sea de tipo acotado (ya hemos visto un ejemplo) podra extenderse a £00 .
Presentaremos la extension de Aron y Berner ([AB], [DG], [Z]),que permite ex-
tender toda fun cion enter a de tipo acotado al bidual del espacio en que' estaba
definida. Recordemos que puede escribirse f = Lk Pk, de manera que bastara
extender cada polinomio homogeneo Pk e intentar sumar dichas extensiones.
Para ello, tomemos 4J E L: (E) y z E E". Podemos "bajar el grado" de 4J asi :

poniendo Z(4J)(Xl,'" ,xk-d = Z(4JXI'X,_.), donde en el segundo miembro
hemos fijado k - 1 variables. Ahora, si tenemos Zl, ... , Zk E E", aplicando Zj'S
una tras otra, llegamos a L~(E) = C, es decir (Zl o· .. 0 Zk)( 4J) E C. Defi0endo
¢>(Zl, ... " Zk) como este mimero, tenemos una forma k-lineal continua 4J, que
extiende a 4J. No tiene por que ser simetrica, pero si P(x) = 4J(x, ... , x), no hay
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ambiguedad al extender P poniendo P(z) = ¢(z, ... ,z). Luego si f = Lk Pk,
ponemos 7 = Lk Pk· Puede verse que IIPII = IIPII [DG], de manera que el
radio de convergencia de la serie extendida es igual al de la serie original. Se
obtiene asi

(J : Hb(E) -+ Hb(E//) tal que (JU) = 7
que es un morfismo de algebras continuo para las topologias de convergencia
uniforme sobre acotados. Hemos vista que no puede existir un morfismo de
extension de H(E) en H(E//), aunque si es verdad que cada f analitica en
E puede extenderse a un entorno de E en E// que en general depende de f.
EI morfismo (J tiene otras propiedades interesantes, y resulta estar ligado al
producto de Arens y al calculo funcional holomorfo para algebras de Banach
conmutativas [Z]. Pero aqui nos interesa su relacion con la transformada de
Borel.

§4.ExTENSION Y DUALIDAD

Comenzemos por sefialar que Hb(E) puede pensarse como ellimite proyec-
tivo de las algebras HOO(Br) de funciones analiticas acotadas sobre bolas de
radio r , a medida que r --+ 00. De esta manera, si a es una forma lineal sobre
Hb(E), a se factoriza a traves de alguno de los HOO(Br). Ahora dados r y s
con rs < 1, para a E H'" (Br)', definimos sobre B~ (la bola de radio s de E')
la funcion Br.(a) mediante Br.(a)(,) = aU-y), donde f-y(x) = l-~(X)' Resulta
que Br.(a) E HOO(B~), con 10 cual se obtiene cada vez que r s < 1,

Br• : HOO(Br)' -+ HOO(B~) -+ Oa(E')
(esta ultima, el algebra de gerrnenes de funciones analiticas en el origen de E').
Al hacer crecer r.se obtiene

BE : Hb(E)' -+ Oa(E')
De manera completamente analoga se tiene

BE' : Oa(E')' -+ Hb(E//)
, En algunos casos [G] BE result a un isomorfismo, tras 10 cual pueden compon-

erse los morfismos

Hi,(E) "-+ Hb(E)// +---> Oa(E')' -+ Hb(E//)
obteniendose precisamente el morfismo de extension de Aron y Berner. Es
decir que (J = BE' 0 (BE)-lIHb(E). Son varias las preguntas que quedan por
aclarar aiin. Algunas de ellas: Cuando BE no es un isomorfismo, l,que puede
decirse de la relacion entre dualidad y extension? Tiene sentido pensar en
otras transformadas de Borel, a partir de 10 siguiente: si h : n ----+ C (con
n un abierto de C) es analitica, y dado U C E ponemos Ks; = bEE' :
I(X) En para todo x E U}, podemos definir B(a)(I) = aU-y), donde f-y(x) =
h(,( x». l,Aparecen nuevas extensiones como consecuencia de estas nuevas
transformadas? l,Sirven estos morfismos de dualidad para aclarar la relacion
entre Hb(E//) y Hb(E)//?
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