
NOTA SOBRE UN OPERADOR NO LINEAL EN UN ESPACIO DE
HILBERT

por
YU TAKEUCHI

(1) Sea {\R I 1-= 1,2) 3) ... } un sistema ortonormal completo en
un espacio de Hilbert ~ • Consideremos la siguiente trans-
formaci6n T

(1)

Evidentemente se obtiene:
\\<R\\ =1) TC[ =: ~ f: --0 (¥'-'> 00)

(2)

Eig. 1
-> • ~ .. co \-">

Para '(f = (A, 2) ~/·.') == ~="i ~f'(.e-t;.noexiste
T1 = ~ , es decir, el recorrido de

~ • Pero eI dominio de T es --fvzf '
acotada y la aplicaci6n es uno a uno.

~~s general, considere.os la

-X>G% tal que
T no es igual a
ademAs T es lineal,

siguiente trans-

(3)



1) Si Su.p I~ltl (CO , entonces T es acot ada ,
ii) Si In f 1>'1(1 > 0 , entonces existe T-1 y T":l es acot.ada ,
iii) Si In f IAt.1= 0 ,entonces existe un sistema ortonormaJ.
de ~ (no siempre completo) tal que:

II~\\=1,T qt~o,(~~oo) (para todo k ) (4)

Ahora vamos ~ demostrar que el recorrido de T no es igual &
~ • Para mayor facilidad suponemos:

(5) -

Sea

, (6)

-""entonces 'j pertenece a
entoncee tenemos:.

o Si TX - ':j

VIAkl-lh.,.1 '
)\1(,

(7)

Ahora tenemos:
~\X ,1 = ~co Ihl-IAI(t11 L co .2:- {'I. _ 1>'1<.+11 \
~ It LIt::1. Ihl2 lC.a1 \>.tll IhI J (8)

ss ~~\ ~:'1.1 =F 1 entonces la serie (8) diverge.

lim \>-K+'1.\ = i
lC. .... co ),'"Si ,tambien la serie (8) es divergente ya

",,'
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(II) Transformaci6n ~-lineal acotada.
i) Sea S un operador definido en una vecindad del 0-

rigen que satisfaga la condici6n siguiente:
Dado t.. existe 0 tal que:

11":tII) IIx: II < s implica (9)

El operador T

(10)

donde To es un operador lineal
tico" en el origen y el operador
de T."

acotado, se dice "semi- arwlf-
To se llama la ..parte lineal

Evidentemente T es continuo y acotado en una vecindad del ori-
gen ya que:
IITX-IXcll= liTo (X-Xo) + Sx- 5xoII
~ liTo (x-Xo)11 + !ISi - 5xc~ ::;\M+t)llx-xoll (11)

• donde M es la cota del operador lineal

11) Si la parte lineal de T. T~. tiene su inverso
acotado entonce~ existe M'tal que:-"""lox

-">
(para todo ::L ). (12)

De (9). tomando E. menor que M' • tenemos
-">-+ c ..... c .......Tx - Tr;, = ToCI.-Xo) + ,) X - J x,

~ ~(i"'-r.o) Sx - '5Xo ~M/X-i: - (13)
-"> ->x -')::0

-;> -"> b (13 )si X Xo < . De tenemos:

I:t= \XO

-"> -;>

implica :x: = Xo (14)
-1-

Por 10 tanto existe el operador inverso de T , T en una vecin-
dad del origen.
Ahora demostramos que el dominic de
origen.

-1.
T contiene una vecindad del



iii) Resolvemos la ecuaci6n:

(15)

-?

para ~ dado. Sea

6 (16)

entonces tenemos:

(17)

-1&1 operador W = S To tambi~n satisfaee 1a eondici6n (9) ya que
T~1.es acctiadojes decir, dado E: existe ~ tal que

implies IIW -> W -:> 1\ (; I -~ -:> I
1\ .M. - . ..u.o' <~nJ.l-..AJ.o • (18)

Para resolver 1a eeuaci6n (17) aplieamos el metoda de la aproXima
ciones sucesivascomo sigue: Construimos 1a sucesi6n de elemen-
tos de -e..~ , \..u:~..iL; .:u."~ .. _} de 1a siguiente maner.:H(1 ) /

(la primera aproxlmaei6n) (191

( 1a segunda aproximaci6n). (20)

En general, la (n -+ 1. )sima aproximaci6n es:

->
..-U.1H1

(21)

entonces tenemos:

(22)

En la condici6n (18) tomamos E = 112 , y suponemos que:



(23)

en general,

(24)

y \\_~ \\< ~\~-+.!...-t ... -+.it <.J
.-Ll'V' .. \ 2 J. 2." J

Es deCir, 1\.u1'11l < d para todo n, De (22) y (24) tenemos:

a.it> _;.;..»" <, !-\.l + _\- -+ ... -t _i__ \ l ( ~.2',"" ~ = : -> 0 lY\ -> lD) •
lit" Yl 2. 2." 2"-'1 2M\<'- J 2

Por 10 tanto, la suces i6n tUll \ es una suces i6n de Cauchy, luego
existe el limite:

De (21),tenemos:

De la cont1nuidad del operador W se obtiene:

6 (2.$)

IPor consiguierite,
ci6n (17).
Sea

.i?= \(m ..it."
n-e eo

es la soluci'n de la ecua-

(26)
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entonces el dominio del operador V contiene la vecindad del
origen de radio S/2
De (17) y (26) tenemos:

W.it =-V~ (27)

De (13)j (18) y (27) se puede demostrar inmediatamente que el
operador V satisface la condici6n (9); entonees el operador
1+ \I es semianal!tico. Reemplazando (16) en (26)

tenemos:
->::x.

6 (28)
x = -T;,~,,( -t \~"'Vh{

-1. -l -iPar 10 tanto)el operador T = T:TY es semianal!tico; enton-
ce. tenemos:

TEOREMA 1.
E1 oDerador aemiana1!tico T tiene su inverso semi-
-I-ana1!tico T si 1a parte lineal To tiene su inverso acotado.

Pero, aunque To ( la parte lineal del pperador semianalitico
T ) no tenga la inversa aeotada, el reeorrido de T puede ser
el espaeio total ~ , 10 eua1 es imposible para ~-
dores 1ineales.(Compare eon (I».
Ejempl0 1.

-::» -">'1- = T:x ; (29)

donde:
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�
La parte linealcde
el recorrido de T

T no t1ene la inversa acotada. sin embargo
es eL espacio total --e._. El operador T no

~ "'C' Co 'v<J ---='>
es uno a uno. A un elemento "'d" = ~\<..~1."1-,,'f\o<., <'''-}1.+0) , Le
corresponden dos elementos :x. eo % tales que T Z' = "f .
5i ~1 ~ 0 entonces a veces existe ~ solo elemento ~ tal que
T:X:"" = -;:;r.
(III) yperador ~ lineal, no acotado. I ..,~

:r'
Hay operadores no lineales

cuyo comportamiento es muy especial, como se ve en el ejemplo 2.

EJEMPLO 2.
- Sea t:z.loJi) el espacio funcional en [0, i] . El operador

T :

\;
2dl*:) = T :rlt) = \:1: It)) (30)

no es lineal, no es acotado.
1) Sea tn It) -= \In

=0

t E LO, \/",1
t E pin, 11

entonces

es decir, !~~acotado.
11) Sea '../3

~IJt) = f\
= 0

1: E.. LO I !/n1
t e. C!I-n~ 11

entonces
II ~tl\1 =

_ "'-/b
n _>0

\\T~llll
Vb

- n _>co

iil)
Sea ~h,,(t) =n

In -> 00)

t E [0,11
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entonces: !. In-'>co)
\\\lnll = --,>0n

'1h,,\\ = l- --:> 0 (n -><D)n"2.
ademas:

~TnnU/\\hn\\ =
t -"'>0 \.n-"'> CD)
n

-1es decir, T no
tv ) t ~t)= -t;1./4

c12

es aco tado, ? -"/2i2 pero ~lt)J.:tno pertenece a
de T no es igual a £'2..

pertenece a
, es decir, el dominio
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SUMMARY

Here we define an semi-analytic non linear operator in the follo



wing way: T = To + S where To is a bounded linear operator and S a non
linear operator continuos at the origen.
And then we construct an exemple of a semi-analytic non linear opera
tor whose linear part has no bounded inverse and whose range is the
whole space.
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