NOTA SOBRE UN OPERADOR NO LINEAL EN UN ESPACIO DE
HILBERT

por
YU TAKEUCHI
(1) Sea {QZ, i= 42,3 ...} un sistema ortonormal completo en
un espacio de Hilbert ’Hj . Consideremos la siguiente trans-
formacién T :

T(\?Z;lkuS = mz% € (1)
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Evidentemente se obtiene:
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Para Y =z w-) = %zi?‘ﬁefgno existe X é-e‘fo‘ tal que
T X =4, es decir, el recorrido de T no es igual a

'@%j . Pero el dominio de T es ‘?ky , ademds T es lineal,

acotada y la aplicacién es uno a uno.
Mas general, consideremos la siguiente trans-

formacién T :

T(%Ik:éﬂ = i XKIKQ;
=1 vt (3)



1) Si Sup ')\k| {o® , entonces T es acotada. ¢
i1) Si Inf M| > QO , entonces existe Tt y T " es acotada.
iii) Si Inf |\l= O , entonces existe un sistema ortonormal

de ’?\«0’ (no siempre completo) tal que:
II\{JK“=1,T CP;—%O: (K->®) (para todo k ) (4)

Ahora vamos a demostrar que el recorrido de T no es igual a
-’e\ﬁ . Para mayor facilidad suponemos:

DN D S D T E— (5)

Sea

\j:z:lskk& ’ 9\4: ‘)«‘“D\\m‘} (6)

entonces \4 pertenece a /e\o 81 Tx =Y .

entonces tenemos:.
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* Z\wixkce‘ ) IK__.

Ahora tenemos:
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Si | N X. entonces la serie (8) diverge.
| o |AR+a | —
Si L‘-Tq.\ - ,también la serie (8) es divergente ya
que:
Z‘” Id=Dhaal )_5' — Zw \__1__._1_}
k=1 a2 e T ket A Ml
—bm 1 1 _
o \)\'\ﬂ‘ \kll

—

Por lo tanto, X Z é?x no pertenece a “?\.0‘.
=4



(1I) Transformacidén no-lineal acotada.

i) Sea S un operador definido en una vecindad del o-
rigen que satisfaga la condicién siguiente:
Dado € existe § tal que:

“—I’” ) “_I;;" < S implica ”S—’.—r."Sf:," <&

T-%| (o)

El operador T

T=To+5 (10)

donde T, es un operador lineal acotado, se dice "semi- analf-
tico" en el origen y el operador T, se llama la ' parte lineal
de I." _
Evidentemente T es continuo y acotado en una vecindad del ori-
gen ya que:

| TZ-TFl= [T@F)+Sx- Sl

< I (R-x)l + 9% = Sxof ¢M+8) [ XX, | )

. = =
si X , X, < 8 , donde M es la cota del operador lineal
P

i1) Si la parte lineal de T , T,, tiene su inverso

acotado entonces existe Mtal que:

Ml _f < _T;Y <M T (para todo X ). (12)
De (9), tomando § menor que M’ , tenemos

TE-T% = TGX) + SX-9%,

s = s . s vd
> T.(F-x) — S%-S% 2MIEX -&xX

> — (13)
=(M-€) X-X,
si X _I_: { ® . be (13) tenemos:
! -
TF-TYE,  implica X =%, (14)
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Por lo tanto existe el operador inverso de T , T en una vecin-
dad del origen.

Ahora demostramos que el dominio de T contiene una vecindad del

origen.



i11) Resolvemos la ecuacién:

%:Ti = ToX + S (15)
para:; dado. Sea
—_— _L —>
ﬁ:=1;1’ é X = Vo A& (16)
entonces tenemos:
—1
T=TL @+ Sl = L +WiL. 73
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El operador W = S T, también satisface la condicién (9) ya que
T;‘es acotado,es decir, dado & existe o tal que

Nl i< 8 jmprica IWZ- W l<ehz-ml. (18

Para resolver la ecuacién (17) aplicamos el método de la aproxima
ciones sucesivascomo sigue: Construimos la sucesién de elemen-

tos de “% , {Ifi) s If} .o} de la siguiente manera:
LY i (la primera aproximacién) (19)
wy =
IL; = T{— \A/,CC’1 ( la segunda aproximacién), (20)

En general, la (M + A )sima aproximacién es:

—_— —_— ke
_ e AL T (21)
M a4y Aj’ Witk ,
entonces tenemos:

“Ifna-_\ _Eﬂu = “\”/I'Zn "WJT;_‘u & (22)

En la condicién (18) tomamos e="1A , y suponemos que:



0 < %2 (23)

Entonces se tiene: __ __ . (_,é
G- ) = V-0 = IWgls 32
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en general,

- . S. A
“A'\‘\*\-A’ﬂ“ L (24)
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Es deéir, lwa) < ) para todo n. De (22) y (24) tenemos:
S

g e LR 1, led. . S22 "
HM“*‘ _A““<_SE\§‘+2"“_\....*2‘““_“’< 3" 5n g >= >0 (n )(D)-

Por lo tanto, la sucesidén JI“S es una sucesién de Cauchy, luego
existe el limite:

— \ ’ —>
A = Iim q
n-0

De (21),tenemos:

;7 - _—> \/ w —>
m = — \\m AAn .
=TI,

De la continuidad del operador W se obtiene:

_ — s

W= - W § = WAL (25)
Por cénsiguiente, L=\m &n es la solucién de la ecua-
cién (17). neee
Sea ::-=-§?-+\/§?-

(26)



entonces el dominio del operador V contiene la vecindad del
origen de radio $/2
De (17) y (26) tenemos:

Wi =-Y§ (27)

De (13); (18) y (27) se puede demostrar inmediatamente que el
operador V satisface la condicién (9); entonces el operador
1 + V es semianal{tico. Reemplazando (16) en (26)

tenemos :
T. ¥ =™ Vg
é \ (28)
1 i
? = _\_o r\g ¥ To V'\a

—1 L -4
Por lo tanto, el operador T = T;TV es semianal{tico; enton-

ces tenemcs:

TEOREMA 1.

El operador gemjanal{tico T tiene su inverso semi-
analftico T-" si la parte lineal T, tiene su inverso acotado.

Pero, aunque T, ( la parte lineal del joperador semianalitico
T ) no tenga la inversa acotada, el recorrido de T puede ser

el espacio total -zva/ » lo cual es imposible para opera-
dores lineales.(Compare con (I)).
E jemplo 1.

i e A 123 ...

"}:TI 5 hé’k.:?xk + XX (k=423 ) (29)

Evidentemente el dominio de T es "QV'O/ y ademds T es se-
mianal{tico ya que: - !
2 p Py
i \ILXK"I(QI‘;\ = zi\lﬂk‘x?ik*lle—hm“\
w=r o =L , 2
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< 2 - X 12 4 s P =213
« [ x, = = L
donde: i>= iksl kaP\L ! X o z\gzi



La parte lineal de T no tiene la inversa acotada, sin embargo
el recorrido de T es el espacio total“evd . EL operador T no

es uno a uno. A un elemento:d?:- =%t P, (hr+o) , le
corresponden dos elementos x € e\@‘ tales que T = -"_'? N

Si ‘}1 if entonces a veces existe un solo elemento x tal que
T =°¢-

(III) Uperador no lineal, no acotado.
Hay operadores no lineales

cuyo comportamiento es muy especial, como se ve en el ejemplo 2.

EJEMPLO 2.
Sea &,1(011) el espacio funcional en fo,1] . E1 operador
T :

T, ) = Txw = @) (30)

no es lineal, no es acotado.
i) s - A
) Sea £ @ =\n t € [0y /nl
= 0 £ e Vil

“‘Fn“ =1 “T{"n\\ =\In —> 0o (n —> c0)

es decir, T no es acotado.

1) Sea 9.(t) = r\Us t e Lo, 4m)

entonces

= 0 t e [A/nl j']
entonces N
E I (n o
1/6 )
ITgal = —e =
iii)
Sea

\\n(t) = % £ e Loy 1]



entonces: L =
N R A
IThol= 42 —>° =)

ademds :
(n—> @)

[Thal /ihal = & =0

-1
es decir, T 1514? es acotado, 2 -\/2
1 P
iv) \"(t)—‘—‘ t pertenece a &2 pero Gl{))ft, no pertenece a
Q[:Z » es decir, el dominio de T no es igual a &2.
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SUMMARY

Here we define an semi-analytic non linear operator in the follo



wing way: T = To + S where To is a bounded linear operator and S a non

linear operator continuos at the origen.
And then we construct an exemple of a semi-analytic non linear opera -

tor whose linear part has no bounded inverse and whose range is the =~
whole space.



