DERIVABILIDAD DE FUNCIONES QUE SE ANULAN EN
LOS NUMEROS IRRACIONALES

por
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INTRODUCCTION

Sea R={Tn,“= 1,7-.--§e1 conjunto de todos los nimeros raciona-
les en ol] , y sea

Lxw) = —%:L xne R

fx) =0 x ¢ R )

entonces f(x) es de variacién acotada en [0l] , por lo tanto
es derivable en casi toda parte, independiente de la ordena--
cién de los mimeros racional es. Ahora definimos la siguiente
funcién g(x)

%(In) = %\' IneR

%Lx_) =0 x¢ R 2)

en este caso la derivabilidad de g(x) depende de la ordena---
cién del conjunto R, es decir, existe una ordenacién del con-
junto R tal que g(x) no es derivable en ninguna parte [O, 1],
y también existe una ordenacién del conjunto R tal que g(x) -
es derivable en casi toda parte de 1011,



l.- Funcién de Variacién Acotada que Toma Valor Nulo en los

Nimeros Irracionales.

Generalizando la funcién definida en (1), con-
sideramos la siguiente funcién £(x):

£ (xa) = Xn>0 . Xn€ R

Lxy = 0 , X éR

(3)
Para que f(x) sea de variacidén acotada, la serie
(e o]
2, %n
n=41 (4)
debe converger, Se puede construfir la segunda serie conver-
gente. ©
(NOTA 1.) : 5: ‘/3n tal que [8]
n=4
. L
Sea = 1 \
An = U(Ik_—r'\lﬁk,x\‘+ _f_\'p“) (6)
K=
entonces:

luego, se tiene:

Ag = ﬂ An, m(Ad) =0 (7)

n=\

SiX.¢ Ao (evidentementeX,= irracional), entonces existe

n tal que X,¢ An, es decir,
A
I°¢(1¥“%Pm xka-ﬁpk) (para todo k)

lIu—I*\} ;{fak (para todo k)



ey - faxa | \in oL 2l Bk. Xy
hm Xy — YXo T Kow ‘%—Iu' K>e0 \Io - Xkl F‘

k->m

< |f i(.k_::
\hmnpK) 0

>0

Es decir, f(x) es derivable enX,y la derivada es cero. De (7)
se tiene que f(x), definida en (3), es derivable en casi toda

parte de[0l]y su derivada es cero en casi toda parte. (f(x) -

es una funcidén singular 3)

Se observa que la convergencia de la serie Zno(n es indis-
pensable para esta demostracién, 6 sea, la funcién f es necesa
riamente de variacidén acotada y que la ordenacién de R no tie-
ne importancia para la derivabilidad de la funcién f en tal ca

S0,

NOTA 1.
(8) entonces evidentemente se tiene:

Ap
Sea B e
V * o
Z""‘ . °‘n: \[m —> 0 (n>w)
Sean A=Y % o =\[A‘\‘ ~\/Ansy entonces:

.éf - Ankj"Anii _ \/—A—n_' i___ P p 1+ /_Il_,,_, <2
50 VAa (VAn - Vo) VAn An
Z:=A Sn = Z:\:L (VK:) 'VAnﬂ) = V_A—; <+ [10)

por lo tanto la serie z A4, es convergente,
n=1
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2.- La construccién de una Funcién No-derivable, de Variacidm.

No-acotada.

Ahora suponemos que

© 7
Z Xn=00, (Xn>o0, ,\\‘,',"w d“"°) (Nota 2)
n=A (8)

(1) Primero, vamos a encontrar una ordenacidén de los nimeros -
racionales, R = iln} , tal que

ﬂ ¥ (Iu“ik, xu*"tu) = [o, i]

m=4 K=m (9)
6 Wm (Xn=0tn, Xn+0tn) = [0 4] 0,2 3.
n->00
De (8) existe una sucesién de los nimeros naturales:
0= No< My< Na< ++ +& Ny < oo (10)
tal que
q “u,fl
2y = Anas> L
Az Ny 4 (k=0,1,2,3,..) (11)
Sea x, (A¢X¢ Ni-1) un nimero racional tal que
9ol, -+ 2 +Xy ol -1 20y oo + Ay il Ol
1) x""e( - Oy B (;1 %) oy T d&)

ii [T ST H
! xu¢si;%‘§’4' n )

entonces el intervalo (Xyu-%u Xyu+du) contiene al intervalo

[ (ol 4 - -+ 0lpt)  2(Ke e Ady 4 K
oL ’ o4 (Ver Fig.l)

Por lo tant?’ tenemos :
i

U (:I\L"du., X 1-0(“)3 [o; i]
k=4 (12)



20Ky 4 oo + 20, 4 40l

2“;""' +d\¢-;) a\- 2(&, Aoes +°<k\
ay g'g—“"k j ay

Ap———# 1
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0 — % 3 2oy rerrsciag2) 1

ay oy e
< °(K
Fig. 1

De la misma manera, se pueden escoger los nimeros racionales
(Nyyy ér g N\m—l) tales que

Niay-4
1) O(ﬁ“mﬁ“ﬂDmﬂ (13)

N=Ngal
11) xa ¢ {4, > 3) }

iii) X, es diferente a x, (k= 1,2,3,..., n-1)

Los nimeros racionales asi escogidos forman un subconjun
to propio de R (el conjunto de todos los racionales en [o,ﬂ),
Ry.
El conjunto R-Ry es enumerable infinito, 6 sea

R— Rl = ‘.)\’)\")X% k

Sean Xw, = Ny (k=1,2,3,...)
entonces, tenemos evidentemente que
R =R, U(R-R,) = {Xn; n=1,2,3,...} (14)
De (13) se tiene:
a0
U (xq—oln, X+ 0la) (para todo m)
n=m
é
| R (x“—otn Yntoln)= ﬂ U (Y =%, Xy +aly,) = [0,1] (15)
n->w m=\ n=m

puesto que _
Wi = O



(II) Ahora definimos una funcién g(x) como sigue:

%(In) =y B X+ € R
%,Lx) =0 X ¢4 R (l6)

g(x) no es de variacidén acotada puesto que :quz(n .
Para cualquier X.¢ [0,§] existen m<m, < m3< -

tales que
a todo i
xo&(lmi'dmi Ywi = Xy ) (par )
es decir, g
(para todo i) (17)
\Xo-Xmi | <Xy
ademds se tiene: Qum(Im‘: Xo, (18)
m, >
(x (Xo) -
\' ?‘ m) -3 \ _Ami 5y (19)
Io m‘-»uo 1 ._»Io \

Por lo tanto, g(x) no es derivable enX,.

3. La Construccién de Una Funcién Derivable, de Variacidén No

acotada.

(1) Sea{dnﬂ una sucesidén de nimeros positivos tales que

lim ol =0 (Nota 2) (20)

n—->o
.
entonces, la sucesidén {ﬁ;:\ﬁ(n ; n=l,2,3,..03cump1e la rela
cidén siguiente:

\(m 3, =0, é‘t_;\o (QZ"\)=m (21)

n-ow



Sea Nk un nimero positivo tal que

i>Ne implicaB;< /2%  (k=1,2,3,...) (22)

Ahora recomendemos el conjunto R={1n} en(el conjunto
de todos los racionales en [0,1]‘) de la siguiente manera:
1) Y= (a5 1580

i) I\‘du,ﬂ = Xy,ei

Yo (N+1<1¢ N;)  son ndmeros racionales tales que

19 - Sl < V2

En general,
iii) Y, ,( = El primer nimero racional diferente a Y
(kzlszgco.’NK) E_n_ E Ordenacién &I“k

‘Ji(Nk’fKiS Nk“) scn numeros racionales tales que

i
| % - Y il < 5F (24)

Evidentemente se tiene q‘ue R={‘:!,,H,,I...} y ademds:
Ny vy 2 2

U (- B, 4 +80) € (Yupus= 33 I 5)

1= N

—iF—
L )

L BV +
‘J‘l,ﬂ, ‘J“-__él__, (PI < —%{3

™

Fig, 2
Por clno tanto se tiene: - A Y +_i__)
U (i-pamthep) © U 27 ST 558
1= Ny,d. J:K
entonces :

o
© 2 _____4__
(L, e 5] € 3 e e

1= Nyt



es decir,

Ao mQU(m A, i+BI) =0 (26)
W—>00

Sea A Rm (4 - B, i +Bi) D}L)v( ics jﬁﬂa)

entonces, de (26) se obtiene:
m(As) =0 (27)

(11) Ahora, definimos una funcién g(x) como sigue:

%(%n\—‘- An (%ne R)
qdx) = © (x¢ R) (28)

Si Yo (irracional)ﬁ Ao , entonces existe m tal que

Xo ﬁ (% - ﬂi/ F+ By ) (para todo iZ m)
es decir
: 1%0 ~Y11 2 i
Por lo tanto se tiene: B
I \ QUi - 900 |\ AL Ve 3
I'm — e | = VAWM = - n ﬂl
i Fi-Yo e |gixe] 7 |-l

Es decir, g(x) es derivable enx =YX, (irracional) ¢./Ao en--
tonces g(x) es derivable en casi toda parte de Yo [

NOTA 2,

Si &;Lfin 0, entonces la funcién definida en (3) es con

tinua en cualquier punto irracional (independiente de la or-
denacién de los nimeros racionales.) [3][4]

-
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SUMMAKY

In this paper we define the funotion

A wyq >0 & x=xneR

_‘_LL):i o /’ U x ¢ R.
(R is the set of rational numbers in the interval [0,1] )o It is shown
then that £ is a function of bounded variation if = ,x., converges, and
therefore f is derivable everywhere and that its derivability is inde
pendent of R ordering. 1f =,%, diverges ( to infinity ), we show the
existence of an ordering on R such that f 1is derivable ( resp. not
derivable) almost everywhere (resp. nowhere).



