
DERIVABILIDAD DE FlJNCIONES QUE SE ANllLAN EN

LOS NUMEROS IRRACIONALES

por
YU TAKEUCHI

I N T ROD U eel 0 N

Sea R == \ Xl\jn= ~'l,_.~ el conjunto de todos los ndmeros raciona-
les en W,U ,y sea

.f l'x.Y1} == ~'l. -X" Eo R \

x f. R ~
(1)

entonces f(x) es de variaci6n acotada en [0,11• por 10 tanto
es derivable en casi toda parte. independiente de la ordena--
ci6n de los nUmeros racionales. Ahora definimos la siguiente
funci6n g(x)

1= n

(2)'!'lX} == 0

en este caso la derivabilidad de g(x) depende de la ordena---
ci6n del conjunto R, es decir, existe una ordenaci6n del con-
junto R tal que g(x) no es derivable en ninguna parte [0, 1]•
y tambien existe una ordenaci6n del conjunto R tal que g(x) -
es derivable en casi toda parte de lO,11.
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1.- Funci6n deVariaci6n Acotada que Toma Valor Nul0 ~ los
Numeros Irracionales.

Generalizando la funci6n definida en (I), con-
sideramos la siguiente funci6n f(x):

t ex.) 0

f (Xo) = 0(" >0
)

}

(3)

Para que f(x) sea de variaci6n acotada, la serie
ec2: o(n
0"'1. (4)

debe converger. Se puede construIr la segunda serie conver-
gente.
(NOTA 1.)

eo

L P'1 tal que [51
f\"~

lim eX; := 0
'(\-:>CO J,-,n

eo \ \)An = U lx-\(- nPi<. J Xv- + np\<.
Kd.

(5)

Sea

entonces:
(n ->m)

luego. se tiene:

(7)

Si x.,4.Ao (evidentementeXo= irracional), entonces existe
n tal quexof An, es dec Lr,

"'" A(:t _18 x + lB~) (para todo k)....0"" "n r"-, " f\ r

6. (parat odo k)
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Es decir, f(x) es derivable en:.'X:oy la derivada es cero , De (7)
se tiene que f(x), definida en (3), es derivable ~ ~ toda
parte de[ql1 y su derivada es cero en casi toda parte. (f(x) -
es una funci6n singular 3~

Se observa que la convergencia de la serie ~nqn
pensable para esta demostraci6n, 6 sea. la funci6n f
riamente de variaci6n acotada y que la ordenaci.6n de
~ importancia para ~ derivabilidad de la funci6n f
so.

es indis-
es necesa
R no tie----
en tal ca

l8) entonces evidentemente se tiene;
~~ =- VZ:n«~ -> 0 In->oo)

An = I::=ocX I<.J ~TI= \{A~ - VATI+; en tonces :
,gil An - An+i I{A; + W;;;;; =- 1. + V AJ1+/ (2
T:,=- '.fA:t (VAn - w;;::;) VA; An

I-:=i s, = 2:::=1 NAn -VAn+J) = '{l;; < + CO

por 10 tanto la serie ~ ~
L: /"'n
n=1

Sean

y,

es convergente.

12



2.- La construcci6n de ~Funci6n No-derivable, de Variaci6n,
No-acotada.

Ahora suponemos que

(Nota 2)
(8)

(I) Primero, vamos a encontrar una ordenaci6n de los ntimeros -
racionales, R = Ix nl , tal que --

[0, i1
(9)

6
DJ [2J (3J

I I •

De (8) existe una sucesi6n de los ntimeros naturales:
(10).

tal que

(11)

Sea ':X.\L l A ~ \< ~ W!-!) un nUmero
( ~~ -t .'. -+ ~OC:\L+i -+0(\L

i)X\LE.\ 0-1

racional tal q'lE
<X l -!. -2dl T···+ .2,0I.1L-1 ~~\l 0..1-1 cL )- -- exit ) 0. t Ql "-
01 \.

entonces el intervalo (Y\L-o(\ot, X\L ..()/.~) contiene al intervalo
r ~loll -t •.. -to cx'.\L" l )
L D.L /

2lo(..i-+.··-T~\L-1to<.I11
o..j (Ver Fig.l)

Por 10 tanto tenemos:
\1,-1U c..:XI/.-olILJ :r"ToL,,)~ [oJ!1
\(:1 (12)
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(
o

2(<<1. ....... -\-«.,,)
0.1.

Fig. 1

De la misma manera,
( N ~T1. ~ y'" ~ N\:.t\-1.)

t4l<JwiU tx l'\ -0<0.1 In +0(..,) ~
Y\=N\<.+l

:rn ¢ t i, -i I L···}

se pueden escoger los ntimeros racionales
tales que

i) LO,11 (13)

H)

Hi) XTI es diferente a x.." (k=
Los ntimeros racionales as!

to propio de R (el conjunto de
R.1-
El conjunto R-Ri es enumerable

1,2,3, •••, n-1)
escogidos forman un subconju~
todos los racionales en (0,11),

infinito, 6 sea

Sean X"k.:= \", (k=1,2,3, •••)
entonces, tenemos evidentemente que

R = R1.U(R-~d = tXn: n=1,2,3, •••}
De (13) se tiene:

(14)

toU (-X: ...-oln, .x" -t o{-<\),,-'" (para todo m)
6

I{) m
I,m (XTI-Ol", Xl1+oIn),;,n U (-:J:n-at1\,:Ini"c{ ...) =[0,1]
n-:>ClD J m= 1 n-rn

puesto que

(15)

\{m 0(1'\ = 0l1-<>OO
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(II) Ahora definimos una ftinci6n g(x) como sigue:

~l:l-",) =CXYl
) x~ C R I

~LX.) -== 0 x 4- R. (16)

g(x).!!£ es de variaci6n acotada pues to que L 0<0= (1) •

Para cualquier :XoE [0, n existen rYlt< .....L < 'l'11] <--.
tales que

xo~(:X.,.,.,_-o{....," Llt7l" - O<'mi)
z, L I

es decir.

(para to do 1)

\Xo -::r...." LI <, 0(171 ~
ademas se tiene: Uvn J':m' = Xo

\. /
'lYl,,-:> 00

(para todo 1) (17 )

(18)

>1 (19)

Por 10 tanto, g(x) no es deri va.ble en Xo •

3. La Construcci6n de Una Funci6n Derivable, de Variaci6n No
acotada.

(1) Sea tol,,~ una sucesi6n de mimeros positivos tales que

(Nota 2) (20)

entonces, la sucesi6n
ci6n siguiente:

\('\'11 flo =0,
'(\-':>0>

1f(l=~;;Z: / n=1,2,3,..o} cumple la rela

Jlyn (r;>n/\=:ro (21)
l\-~ lex .. )
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Sea NIc. un mlmero positivo tal que
i>NK implica,.8i< 1/ZK (k=1,2,3, ••• ) (22)

Ahara recomendemos e1 conjunto R ~ tIn 1 en (e 1 cunjunto

de todos los racionales en [0,i1) de la siguiente manera:
l i ~;,~N)i) ~\.= ::r i-

ii) J ';11J~+1 = 'Xtl, ..l
t~\. \Nl ..i<.i~ N2) son numeros racionales tales que

En general,

iii) IJ" +i = El primer mlmero raciuna1 diferente a 'j\<.
'~~ -- \

(k=1,2, ••• ,N~) ~ 1a ordenaci6n t:X:,,1
'j\(NI<+l<i~ N\(+l) son mime ro s racionales tales que

1.
\~h- ::.1,~x " J \ «F (24)

Evidentemente

"'+1
U

se tiene que R=t~ ':lz. •.• } y ademas ;
, :I

("ih - (-3i" ~i +f3i) C ('~N..+i - ;K J ~N~+i-t- ~,,)

Fig. 2

Por 10 tanto se tiene:
OD

U ('ji-~'\J= '3i +rdi.)
l= 1-1,,+.1

entonces:
d> 2 1
[ 2j-1 = 2~·3
J=l::
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es dec1r,

\1M m ( U (il-(&l~ it -t t9,:)) = 0 (26)
\(~OO \;i\i.

a:> a>

Sea Ao -= ..Qk.m ~i~-~i.) it -tftd = nUl t:-~i, ~It#l)
\.-'><X> \l-=\ \.~\l

entonces, de (26) se obt1ene:

rn lAo} =0

(II) Ahora, definimos una funci6n g(x) como sigue:

~l~Yl) = O{'" Lin £ R) )
~ Lx.) = 0 t x.« R)

(27)

(28)

51 )':0 (1rrac10na1) I Ao , entonces ex1ste m tal que

(para todo 1~ m)

es decir,

Por 10 tanto se tiene: at'
I'" 0(.':

\(", \ ~l'hl-cal:loll:=. \'WI o{i. = ~(TYI--- -, = 0
i eo 'iJ~-r" i-,>o>hh--:xol \-:><11 \,!.-xol (Jl

Es dec1r, g(x) es derivable en"X.=xo(irracional) t Ar:, en--
tonces g(x) es derivable ~ casi toda parte de [oJ 11 0

NOTA 1,.
Si ~~ do =0, entonces la func i6n def inida en (3) ~ £2!!

tinua en cualquier punta irracional (independiente de la or-
denaci6n de los mlmeros racional es , ) [3],[41
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SUMXARY
In this paper we define the funotion

t t.,(Y1>O ~~ )(_~x"ER
(x) - ,

- 0 , d -xf-R.

(R is the set of rational numbers 1n the interval lO,11 ). It is shown
then that f is a function of bounded variation 1fLn«~ converges, and
therefore f is derivable everywhere and that its d8rivabi1ity is ind!
pendent of R ordering. If L ~o(., diverges ( to 1nf1n1 ty ), we show the
existence of an ordering on R such that f is derivable ( resp. not
derivdble) almost everywhere (resp. nowhere).
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