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§ 1. INTRODUCCION.

En un trabajo previo, [13], hemos estudiado dos sistemas ortogonales
intimamente relacionados con los polinomios de Pollaczek.

En este trabajo estudiaremos dos sistemas adicionales de polinomios
que, como aquellos, estan determinados por relaciones de recurrencia de la
forma

x S2n (x) = S2n+l (x) + a(~ S2n-l (x)

x S2n+l (x) = S2n+2 (x) + a (~) S2n (x) , n 2: 0,
(1.1)

bajo las condiciones iniciales

S_1 (x) = 0 , So (x) = 1 (1.2)

La razon de estudiar estos dos sistemas adicionales radica en la mayor
flexibilidad de los mismos, comparados con los de [13].

Un ejemplo simple e interesante de polinomios ortogonales definidos por
una relacion de recurrencia de la forma (1.1) se encuentra en [14], p. 91. En
tal caso ahO)= a, ah1)= b, a, b > o. En [6] se han e~tudiado en detalle tales
polinomios, y en [14] se han considerado perturbaciones de rango 2 de tal
sistema, cuyo interes particular es su periodicidad (v. [16]).

En nuestro caso, el primer sistema, {qn (x)}, esta dado por (1.1) y (1.2)
con

donde

(1) _ n+2A b
an - n + A ,n2: 1 , (1.3)

A >!; a, b, c > o. (1.4)

El coeficiente a&O) carece de importancia. El segundo sistema sera el
{qh1)(x)}, de los primeros asociados (v. mas adelante) de {qn(x)}. Ambos
sistemas son aun ortogonales bajo hipotesis mucho menos restrictivas que las
dadas por (1.4), pero su analisis seria mucho mas delicado. La hipotesis (1.4)
brinda suficiente li~rtad para nuestros propositos,

Antes de explicar el origen de {qn(x)} y {qh1)(x)}, observamos que de
(1.1) se deduce que {S2n (x)} satisface la relacion de recurrencia
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A su vez, {S2n+l(x)} verifica la relacion

n>1

(1.6)

Tanto (1.5) como (1.6) seran utiles en el anal isis de {qn(x)} Y {q~1)(x)}.

Relaciones de recurrencia de la forma (1.1) surgen frecuentemente en el
estudio de procesos fisicoquimicos: veanse [4], [34], [36]. Usualmente
aparecen en la descripcion de fenornenos cuanticos en terrninos del analisis
matricial de Heisenberg-Jacobi 0 en el proceso de diagonalizacion de
Hamiltonianos en bases apropiadas de L2 ([4], [5], [18], [32]). En realidad,
{qn(x)} y {q~1)(x)} son primeras aproximaciones ala descripcion de ciertos
procesos diatomicos en los cuales a, bdependen de las componentes, .x es un
pararnetro de acoplamiento y c depende de las condiciones iniciales. El
soporte de la medida de ortogonalidad de los polinomios determina el
espectro de las matrices de Jacobi (0 de los Hamiltonianos) correspondientes
y, asi, los niveles de energia del proceso. Los dos sistemas poseen, bajo
condiciones iniciales apropiadas, valores propios ext rem os 0 sumergidos, los
cuales correspond en a concentraciones espectrales que sugieren resonancias.
Ambos fenomenos conducen a sistemas de polinomios ortogonales
interesantes, explicitarnente dados por relaciones de recurrencia ([11], [15],
[21], [22], [23], [24]). .

La relacion de recurrencia (1.1) es tambien un caso especial de la de los
polinomios simetricos cribados generales, en el sentido de [9], [10]. Nuestros
polinomios estan, de hecho, relacionados con los polinomios cribados de
Pollaczek. Es importante mencionar, sin embargo, que las tecnicas utilizadas
en [1], [7], [8], [19], [20], para determinar las medidas de ortogonalidad no
son apropiadas en est os casos, pues {qn (x)} y {q~1)(x)} no parecen
originarse en un proceso de cribacion en el sentido de estos trabajos.
Seguiremos, por 10 tanto, el punto de vista directo propuesto en [9], aunque
no en una forma tan general como la de tal articulo. De hecho, muchas ideas
en [9], [10] fueron motivadas por la presente investigacion, Esperamos
proponer ideas para el tratamiento de los problemas que se presentan en el
manejo de sistemas no periodicos como {qn (x)} y {q~1)(x) }, e indicar de que
manera es posible superar algunas de las dificultades.

Este articulo se origino en las investigaciones llevadas a cabo por C.P.
Gomez y G. Rodriguez-Blanco en sus tesis de Maestria en la Universidad
Nacional de Bogota, efectuadas bajo la direccion de J. Charris. El articulo
previo [13] de los mismos autores presenta, en las Secciones 2 y 3,una
exposicion detallada del material basico dentro del cual se enmarcan los
resultados de la investigacion de dichas tesis, incluyendo las propiedades
necesarias de los Polinomios de Pollaczek y amplia bibliografia sobre el tema.
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Tal articulo resulta bastante extenso, a pesar de que para muchos detalles se
refiere al lector al material tratado en [17]. Con el fin de evitar que el
presente articulo adolezca del mismo defecto, omitiremos presentar tal
material basico, refiriendo al lector a [13] euando esto sea necesario.
Adjuntamos, sin embargo, algunas nociones fundamentales.

Un sistema de polinomios {P n(x) In ~ O} es ortogonal si para todo
n ~ 0, Pn(x) es un polinomio de grado n con coeficientes reales, Po(x)=I, y
existe una medida positiva J-l, con soporte Supp J-l en la recta real,tal que

+00f Pn(x) Pm(x) dJ-l(x) = ..\n bmn, m, n ~ 0 ,
-00

(1.7)

don de ..\n > 0, n ~ O. Se dice entonces que {Pn(x)} es ortogonal con
repecto a J-l y que J-l es una medida de ortogonalidad, 0 una medida espectral,
de {Pn(x)}. Si ..\0=1,10 cual siempre podemos suponer, se dice que J-l esta
normalizada. Es bien sabido que {Pn(x)} es ortogonal con respecto a alguna
medida J-l si y solo si existen nurneros reales An' Bn, Cn' tales que

(1.8)
y que

con
(1.10)

,
Esto se conoce como el Teoreme de Favard (v, [2], [6], [13], [14]). Si para
todo i = 0, 1, 2, ... , se define {P~)(x)} por

(1.11 )

y
P~{(x)=O, (1.12)

{P~)(x)} es tambien un sistema ortogonal, denominado el sistema de los
polinomios i-asociados de {Pn(x)}. Es claro que Pn(x)=PhO)(x), n ~ O. Es
posible demostrar que si {Pn(x)} esia definido por (1.9) y (1.10) bajo las
liipotesis (1.8), y existe una constante M > 0 tal que

Cn+! M
A A < 3' n >_ 0,

n n+1
(1.13)

entonces {Pn(x)} es ortogonal con respecto a una unica medida normalizada
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J-L, para la cual se tiene que

SUPPJ-L~ [-M,M] (1.14)

Para toda medida normalizada de un sistema ortogonal {Pn(x)} dado por
(1.9) y (1.10) se tiene ademas que

AoAO= 1 ; An = A C1 C2 ... Cn ' n ~ 1, (1.15)
n

con An como en (1.7).

Para las medidas de ortogonalidad
tambien que si (1.13) se satisface entonces

(i )
J-L de los {P~)(x)} se tendra

SUPPJ-L(i)~ [-M,M] (1.16)

Si {qn(x)} esta determinado por (1.1), (1.2) y (1.3), {qh1)(x)} estara, a su
vez, determinado por

(1)() (1) () (1) (1) ()xq2n x =q2n+1 x +an q2n-1 x

(1) () (1) () (0) (1)()xq2n+1 x =q2n+2 x +a1H1 q2n x , n ~ 0
(1.17)

y q0{(x) = 0, q~l)(x) = 1. La relacion de recurrencia (1.17) es aun de la
forma (1.1).

Observamos al respecto que si An=l, n ~ 0, en (1.9), entonces Pn(x) es,
para todo n ~ 0, un polinomio monico, es decir, su coeficiente director es 1.
Este es el caso de los polinomios {Sn(x)} definidos por (1.1) y, en particular,
de {qn(x)} y {qh1)(x)}. Los polinomios {Sn(x)} son adernas simetricos, en el
sentido de que

(1.18)

como se deduce inmediatamente de (1.1).

Si {Pn(x)} es un sistema ortogonal de polinomios y definimos

( )
_ Pn(x) 0

Pn x - ~ , n ~ , (1.19)

entonces
+00

J Pn(x)Pm(x) dJ-L(x)= 0mn ' m,n ~ 0,
-00

(1.20)
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y los polinomios {Pn(x)} estan dete;minados por la relacion de recurrencia

y las condiciones iniciales P_1(x)=O, Po(x)=I, donde

Cn+1
A A ,n ~ O.

n n+1
(1.22)

Se dice que {Pn(x)} es el sistema ortonormal definido por {Pn(x)}.
(Observese que Co en (1.9) y bo en (1.21) pueden escogerse arbitrariamente).

Observamos tambien que si {Qn(x)·1 n ~ O} es un sistema de polinomios
que satisface (1.9) para n ~ 2, entonces

Qn(x) = (A - g ) Pn(x) + (B + g P1(x») Ph121(x), n ~ I, (1.23)
1 1

donde {Pn(x)} satisface (1.9) para n ~ 0 y P _1(x)=O, Po(x)=I, donde

A = Qo(x) , B = Q1 (x) - Qo(x) PI (x),

C = Q2(x)- (AI x +B1) QI (x) +C1 Qo(x). (1.24)

Esto es facil de verificar por induccion, Ademas C=O si {Qn(x)} satisface
(1.9) para n ~ I, y B =C=O, si 10 hace para n ~ O. En este caso
Pn(x) = Qn(x) para todo n si y solo S1 Qo(x)=I, es decir, si y solo S1 A=1.

Observamos final mente que la medida de ortogonalidad J.L de {P n(x)} se
descompone en la forma (Y. [33))

J.L = J.Lc + J.Lp + J.Ls (descomposicion de Lebesgue) (1.25)

donde J.Lc es absolutamente continua y portada por C J.L (el soporte continuo de
J.L), J.Lp es una medida de saltos portada por P J.L (conjunto de las masas de J.L)
y J.Ls es singular continua, portada por un subconjunto SJ.L de CJ.L de medida
de Lebesgue nula. La parte absolutamente continua J.Lc de J.L se escribe de la
forma dJ.Lc(x)= tp(x) dx, donde tp(x) es integrable en el sentido de Lebesgue.
Es claro que C J.L n P J1:. = 0 y que SUPPJ.L= C Jl. U P J.L' El conjunto de puntos
aislados de SUPPJ.L,si los hay, se denota con DJ.L ( el soporte discreto de J.L).
Es claro que D J.L ~ P J.L' Los puntos en D J.L son los punt os de masa aislados de
J.L.

EI conjunto P J.L n"EJ.L ("EJ.L es el interior de la clausura de CJ.L) se
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den om ina el conjunto de los puntas de masa sutnerqidos de J-l;

P J-l n(Cit - -EJ-l)' el de los puntas de masa eztremos, Si

J f dJ-l = J <p(x) f(x) dJ-l para toda funcion continua f con soporte compacta en
a

(a, b), -00 ~ a < b ~ +00, Y <p(x) t 0 en (a,b), entonces (a,b) ~ Cw
Una matriz real tridiagonal simetrica e infinita

J=

o o o

o o o

o o o

tal que bn > 0 para todo n 2: 1 se llama una matriz de Jacobi (v. [6], [12] y
las referencias alli mencionadas). Se dice que J es acotada si existe M > 0
tal que

(1.27)

Sea €2(C) el espacio de las sucesiones complejas (xn), n 2: 0, tales que

00I: I xn 1
2 < +00. Con el producto interno

n=o

€2(C) es un espacio de Hilbert.

Una AUatriz de Jacobi acotada J define sobre £2 un operador lineal
acotado J por

1\
J en = bn +1en +1 + an en +bn en -1' n 2: 0 (1.28)

y extension lineal continua. Aqui, en = (Don' DIn , .. .),,"n 2: 0, es la base
canonica d~ €2' Y e_1 = (0,0, ... ); J es la matriz de J relativa a (en). El
operador J se llama el operador de Jacobi determinado por J. Si J satisface

(1.27) entonces" J II ~ M.

Sea {Pn(x)} el sistema de polinomios determinado por J mediante
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Y

(1.30)

Entonces {P n(X)} es un sistema ortonormal de polinomios con respecto a una
medida positiva J1. tal que J1.(IR)= I, y se Haman los polinomios de J. La
medida J1. es unica y tiene soporte compacto si (1.27) se verifica, en cuyo caso
Supp J1. ~ lAM, M~ Puede demostrarse que entonces Supp J1. coincide con el
espeetro a( J) de J; el espeetro puntual es P ; lo~ puntos de masa
sumergidos "de J1. son los valores propios sumergicfos de J , i.e., los valores
propios de J que sOR interiores al espectro; los puntos en D J1. son los va/ores
propios aislados de J ;"y los puntos de masa extremos son los valores propios
en la frontera de tf c( J ). Si (Et)t E IRes una resolucion espeetral continua
por la derecha de J y a es la distribucicn de J1., es decir, si

x

a(x) = f dJ1.,
-00

(1.31 )

entonces a( t) = (Eteo ; eo)' Reciprocamente, es posible obtener (Et) a partir
de J1. mediante

(1.32)

y extension lineal continua.
El sistema de polinomios ortogonales de la matriz es frecuentemente util en
la determinacion del espectro de la misma.

§ 2. EL SISTEMA {qn(x)},

El sistema {qn(x)} esta determinado por (1.1) y (1.2) con
dados por (1.3). La relacion (1.5) correspondiente es

para n.~ 2 y

[x2-a-b+1~A(a-b)]q2(x)=q4(X) + i~~qo(x), (2.2)
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con
(2.3)

Si
x2-a-bW-- 2 ii1> (2.4)

y definimos
(A)n

Qn(w) (~\n q2n(x) , n 2: 0,
n! -.Jab)

donde (A)n' el factorial de Pochammer, esta dado por

(2.5)

n 2: 1,

se obtiene para n ~ 2 que

2[(n+A)W + q (~-~)lQn(w)

=(n+l)Qn+l(w) + (n+2A+ 1) Qn-l(w), (2.6)

Tarnbien

y

(2.8)

De (2.6), (2.7) y (2.8) se deduce, entonces, mediante (1.23), que

o sea, que

donde
(2.11)
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son polinomios de Pollaczek (v. [13], Seccion 3; [8], [27], [28], [29], [30],
[35]).
Sea {q~)(x)} el sistema de los primeros asociados de los polinomios {qn(x)},
De (1.6), (1.17) y (1.23) se deduce, de la misma manera, que

(1) (n+l)! (iilif (1)
q2n+1(X) = (A) AX Qn (w)

n+1
(2.12)

donde {Q~l)(w)} es el sistema de los primeros asociados de {Qn(w)}, y es
fad verificar que Q~l)(w) = R~)(w), n 2: O. La fraccion continua q(x) de
{qn(x)} ([13], Seccion 2) es entonces

11
AX {J f (1- {J2u)-A-l (1- u)-B-l du
iili oq(x)

A (I-c) 2
c+· X R(w)iili

Esto resulta de [13], Teorema 3.1. Ademas

~-~) - ( ~-~)~ , B--A 1+ ~.
2'lw2-1 2'lw2-1

(2.14)

como se deduce de (3.13) en [13] y donde {J={J(w)=w-~w2-1 es como en
(3.1) de [13]. Observamos que las integrales en (2.13) son en eI sentido del
va.lor principal de Hadamard (v. [13], Seccion 3; [2], [8]). En particular

donde

(
a b I) 00 (a)n (b)n n .

21F1 Iz = L () , z, Iz I < 1,
c I n=O c nn.

denota la serie hipergeometrica ([31], Chap. 4).

De aqui en adelante, el significado de Rn(w) sera el de (2.11), y de A y
B, el de (2.14).

La funcion q(x) es analitica en C-[-N ,N], ([13], Secion 3), donde
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N= a + ~2b(c+1). (2.15)

Esto se deduce de (1.3) y (1.13). De hecho, q(x) es analitica en C - r ,donde
L es

L=( -(~+fb),-I~-fb I) U(I~-fbl, ~+fb), (2.16)

excepto, tal vez, por polos simples en [- N ,N] - r.
Denotemos con v la medida de ortogonalidad normalizada de {qn(x)}.

Entonces Supp v ~ [-N, N]. De (3.16) en [13] se deduce que la parte
absolutamente continua Vc de v es

d x II (l_,82)-A-11
2

1 r( -B)F ~1-w2 x(x)
d Vc = -~-1r~~=a=b-r-(2~A~) ---:"'---:"'~c-_-A-(-1--C-)X-.2-,8-IF-(--':'A;":+--"1~1-1-,8-2-)~12dx,

~ B 2 1 -B+1 I I
(2.17)

donde x(x) denota la funcion caracteristica de L y A, B y ,8 son funciones
de w. El hecho de que A > 1/2 asegura la convergencia absoluta de 21F 1

en (2.17) y gar~ntiza que esta no se anula en L. Entonces, L ~ <;;,
Dv=([-N,N]-L)nSuppv y Pv~ DvU{±zo,±zd, zo=I~--..Jbl,
zl=~+fb, con Pv ~ n., si y solo si L=Cv·

La relacion de ortogonalidad es

+00f qn(x) qm(x) d v(x) = An0mn , m ,n 2: 0,
-00

(2.18)

donde
(2.19)

y

n > 1. (2.20)

Esto se deduce de (1.15) y de la relacion de recurrencia de {qn(x)}.
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Observarnos que si

(2.21)
y

(2.22)

entonces (Y. [13], Seccion 3, relaciones (3.30) y (3.31»,

q n(z )- (_l)n n! (.fa))r (c L(2'x-l )(z )_ ,X (1- c) z5 L(2'x-l )(z .1)) (2.23.)
2 0 - (A)n n 0 .fa}) n-l o-

y

() n!(iilif( L(2'x-l)(_) + 'x(1-c)z~L(2'x-l)(_ .1»)
q2nzl = ('x)n en zl .fa}) n-l zl'· , (2.24)

donde {LhO')(x; i)} es el sistema de polinomios asociados de Laguerre ([13],
Seccion 3). De (2.23) se obtiene, cuando a = b (asi que zo~ 0, zo= 0), que

(2.25)

PM 10 tanto. usando (2.20) y (2.25), y denotando con I'(x] la funcion
Gamma (Y. [25]. [31]), se tiene que

donde {qn(x) / ~} es el sistema ortonormal de {qn(x)} Y (Y. [3])

0(0')() In! L(O')( ) 0(,n x =~ f(0'+n+1) . n x, n ~ . , (2.27)

es el sistema de polinomios ortonormales de Laguerre.

Teniendo en cuenta [13], Teorema 2.4, podemos demostrar

Teorema 2.1. Cuando a= b, Zo = 0 esta fibre de masas de v.
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Demosiraciim: De (2.26) se deduce que

q~n(O) ,... c r(2A) (n(2A-1)(0) )2A A n Ln ' n --+ 00 •
2n

00

Como e~A-1)(0) no tiene masas en x=O (v. [3]), L(e~2A-1)(0)Y diverge.
00 2 ( ) n=O

E t . r "" qn 0 d' I I' , [ ]s 0 Imp rca que ~ -A- iverge, y a cone usion resulta de 13,
Teorema 2.4. 0 n=O n

Corolario 2.1. Cuando a = b, (-2\[a, 2\[a) C Cv' En particular, v
no tiene puntos de masas sumergidos.

Teorema 2.2 . Sean A, a, b dados y supongese que zo::; 0 (resp.
zl ::; 0). Entonces, los puntos ± Zo (resp. ± zl) esten libres de masas de u ,
excepto, posiblemente, para un valor c=co( A,a,b) (resp. c= c1(A,a, )) del
p arameiro c.

Demostracion Puesto que Zo ::; 0, L~A-l)(zO) =F 0 para n ~ 0, y de
(2.20), (2.23) y (2.27) se obtiene que

h d d
~ q~n(zo)

Supongamos a ora que Zo es punta e masa e v, asi que ~ es
convergente ([13], Teorema 2.4). Teniendo en cuenta que n=O A2n

(donde C, que depende de A, a, b, es independiente de n), como resulta de la
formula de Perron para los polinomios de Laguerre ([35], p. 199), se concluye
que la expresion en parentesis en (2.28) debe anularse cuando n --+ 00, 10 cual
es posible para un unico valor c = co( A, a, b), necesariamente dado por

A z2Td <pop,a,b)
"\jab

coP ,a, b) = 2 ' (2.29)
A z 0
.r::L ¢op,a,b) + 1
"\jab

donde

¢op ,a,b ) = limn-+ 00

L(2A-l)(Z '1)n-l 0' (2.30)
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EI mismo argumento demuestra que si z1 :::;0 entonces C=c1(A,a,b), donde

(2.31)

y

<Pl( A,a,b)= limn-+ 00
(2.32)

Esto completa la demostracion. 0

En la demostracion del teorema anterior debe observarse que si z es
punta de masa de {qn(x)}, 10 mismo es cierto de -z. Esto resulta del hecho
de que qn(-x)=(-I)nqn(x) para todo n ~ 0, (Relacion (1.18».

Si zo' z1 estan libres de masas de v para un cierto valor de c, se dice
que c es no-icritico, Los val ores co(A,a,b) y c1(A,a,b), cuando existen, son
entonces condiciones crt ticas internas (es decir, para ± zo) y externas (es decir,
para ± z1)' respectivamente. .

Teorema 2.3. Para que Cv = I, es neceserto y suficiente que c sea
no- crt tico.

Demostracion, Si L etitonces zo' Z1 no son puntos de
masa
de v. Por 10 tanto, c es no-critico. Reciprocamente, si c es
no-critico,
L ~c, y, dado que q(x) es analitica en [-N, N]-L, ~cepto posi~lemente
por sin/.?ularidade~i~as, entonces Pv=Dv= S~pp v n\[-N ,N]-I) i.e.,
Cvn\[-N,N]- L)-0. Porlotanto, c, ~L. 0

Estableceremos ahora algunos resultados sobre la presencia de masas de
v en zo' z1. Para ella utilizaremos resultados de Askey y Wimp en [3] (v.
tarnbien [37]). Recordamos que la funcion 'lj; de Tricomi, 'lj;(a, b,x), esta
definida por

00

'lj;(a, b, x) = r(~) f e-xt ta-1 (1 +t)b-a-l dt ,
o

siempre que Re(x) > 0, Re(a) > o. EI resultado de Askey y Wimp es (v,
(3.5) de [3])

(2.33)
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L(~~11)(Zjl)
L(~A-l)(Z)

1/J(2A, 2Aj - Z) 0( -4 'J -nz )
1/J(2A-l, 2Aj -Z) + e , (2.34)

o sea,

siempre que z < 0 y A > t Aqui,

00

r(a,()= J e-t ta-1 dt , (> 0,
(

(2.36)

es la funcion Gama incompleta (v. [26] Cap II).

Teorema 2.4. Si a < b y A > 1/2, ± Zo son puntos extremos de masa de
v si y solo si c esta dado por (2.29) con

Demostracibn, Puesto que A > 1/2 y Zo < 0, ¢(A, a, b) esta bien
definido y L(~A-l)(zO)::f:. 0 para n 2: O. Teniendo en cuenta (2.20), (2.23) y
(2.26), se obtiene adernas que

r(2A) ( z~ 0{-4~-nzo}) 2 ( (2A-l) - )2=---xc(A+n) c-A(I-c){cili¢o(A,a,b)+ e en (zo)·

Por 10 tanto, si (2.37) se cumple, entonces

Ahora, mediante la formula de Perron para los polinomios de Laguerre
([35], p.199), se demuestra que
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donde C es una constante (que depende de Zopero no de n), Asi, para alguna
constante M > 0,

q~n(Zo) < M 1/2 -4~-nzo\ n e .
"2n

Entonces, f:q~f(Zo) < +00. Para establecer que Zo es un punta de
masa, n=O zn

, ~ q~n+1 (zo)
tenemos ~ue demostrar aun que. L.J A converge. Esto es
consecuencia de que ne.o 2n+1

como se deduce de la relacion de recurrencia de {qn(x)} y de la desigualdad
(a + b)2 :S 2(a2 + b2). 0

Mucho mas delicado es asegurar la existencia de masas en z1 .

Teorema 2.5. Si b < a < 2b, existe AO ~ 1 tal que si A > AO Y c
esta dado par (2.31), con

1jJ(2A,2A, -Z1)
1>1(A,a, b )= 1jJ(2A-1 , 2A, -z1) (2.38)

entonces z1 es un punta extrema de masa de v.

Demostraciou, Supongamos A > 1. EI argumento usado en la
demostracion del Teorema 2.4 asegura que si c, dado como se afirma, es > 0,
entonces z1 es un pun to extremo de masa. Demostraremos entonces que c,
dado por (2.31), es eventual mente positivo. Sea (=-z1' Entonces (> 0
y

1jJ(2A,2A ,0
1jJ(2A-1,2A,O

+00

f e-(t t2A-2 _t - dt
l+t

o1
2A-1
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+00
J e-(t t2A-2 _1_ dt

l+t )0+00 .
J e-(t t2A-2 dt

o
Pero

+00 +00 +00
J e-(t t2A-2 -1-~-tdt < J e-(t t2A-3 dt = 2A~2 J e-(t t2A-2 dt.
000

entonces
A<Plp,a,b) 2: 2A~I(I-2A~2)'

y por 10 tanto

l~mooA<P1(A,a,b) 2: !(1 -!(~-~)) 1
> 4'

pues las hipotesis implican que ~ - ~ < 1. Se deduce que

AZ2

lim ri: <P1 (A,a,b) > 1,
A-+ 00 "\jab

y esto completa la demostracion, 0

Tambien,

Teorema 2.6. Para todo A > 1/2 existe 1'0 > 0 tal que si
1 < alb < 1+ 1'0 Y c esta dado por (2.31) y (2.38), entonces z1 es un punta
de masa extrema de v .

Demostracion. De nuevo, sea (= -z1 . Entonces (--> 0 + cuando
a/ b --> 1 . Sea c dado par (2.31). Puesto que

+00 +00
( b) «2A 1 J -u -2A d J ( (1-- u) -2A d4>1A, a, = e - e u u = e u u,

( 1
se tiene que
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Pero

A (a+b ) 4A
2A-l ..Jab + 2 ~ 2 A-I> 1.

Entonces c es positivo, y la afirrnacion queda demostrada. 0

Teorema 2.7. Si ae b , A > 3/2 y

4A
c=2A+l ' (2.39)

entonces zl = 2\'a es un punto extremo de masa de v.

Demostrscion. Tenemos que zl =0, as! que, de (2.24),

n' (..Jab \n ( )_ . .) (2A-1) (2A-1) .
q2n(2 \'a)- (A)n c Ln (0) + 4A(I-c) Ln-1 (0,1) .

Como A:j:. 1/2, (2.28) en [13] implica que

Ln
(2A-1)(0) = (2 A,)n , L(2A-1)( 0.1) __ 1_((2 A)n _ 1) > 0

n. n-1 '-2A-l n! ' n_ .

Entonces,

(2 )_n!an(( 4A(I-C))(2A)n_4A(I-C))
q2n \'a - (A)n c + 2 A-I n! 2 A-I .

Ahora, si A > 3/2 y c esta dado por (2.39), entonces -c e 1, y

De (2.20) y de las formulas asintoticas (3.8) en [13] se deduce entonces que

. 00 q2 (2 \'a)
Puesto que 2 - 2A < -1, L 2\ es convergente, y el mismo

n=O zn
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argumento usado ak final de la demostracion del Teorema 2.4
~ q2n+1 (2 -.sa)", .

asegura que LJ ~ tam bien 10 es. En virtud del Teorema 2.4
n=o 2n+ 1

en [13] podemos entonces concluir que 2-.saes punto de masa extremo de v 0

Nota. 2.1 La matriz de Jacobi J de {qn(x)} es la matriz (1.26) con
an = 0 para n ~ 0 y

(n+2~) b 1-,--~\,..:-- , n > .n+A - (2.40)

Los TeoremasI\2.4, 2.5, 2.6 y 2.7 implican que las perturbaciones de ran go 2
del operador J de J pueden agregar 0 remover valores propios extremos.

Nota 2.2. Algunos calculos (algo largos, v. [17]) muestran que bajo las
hipotesis del Teorema 2.7,

v( {2 -.sa}) = 2(~~-=-31). (2.41)

Cuando z = zo, zl y z i= 0, es mas dificil determinar v( {z}), y solo es posible
dar valores aproximados, con base en (2.23) de [13].

Ahora describiremos D.l1' el soporte discreto de v, es decir, el conjunto de
polos de q(x) en [-N ,N]-L (v. [13], Seccion 2). Sean

11
F(x) = ~/3 J (1_/32u)-A-1(1_u)-B-1du,

o (2.42)
11

G(x) = c + ~~C)x2/3 J (1_/32u)-A-1(1_u)-B-1du,

o

donde /3=/3(w)=w-~w2-1, w x22~b, y donde A=A(w), B=B(w)

estan dados por (2.14). Sea D el conjunto de los ceros de G(x) en

[-N ,N}-L

Demostraremos que Dv = D si a ::; b, n, = D U { O} si b < a.

Sean

asi, que D = Do U D1 .1 Necesitaremos algunos resultados preliminares. Los dos
lemas siguientes son faclles de establecer. La siguiente formula, que permite
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(a- b) wx
(2.43)

Lema 2.1. Sean a < b. Como Iuncion de x, B es decreciente en
(zl ,+(0) y tiende a ->. wando x-++oo y a +00 cuando x-+zI+. Por 10
tanto, existen N 2: Yo > YI > ... > Yn > ... > zl tales que B(~n) =n,
n =0,1,2, .... Si a 2: b, B es negativo en (zl' +(0).

Lema 2.2. Como Iuncion de x, B es negativo en el intervalo (0, zo) si
a :s: b, y creciente en este intervalo si b < a. En este ultimo caso, B tiende a
-A wando x-+O+ y a +00 cuando x-+zo-. Por 10 tanto, existen
O<xO<xI<",<xn<",<zo talesque B(xn)=n, n=0,1,2, ...
La siguiente afirmacion es mucho mas delicada:

Lema 2.3. Suponges« que c < 1. Sean {xn}, {yn} como en los
Lemas 2.1 y 2.2. Sea G(x) dado por (2.42). Entonces {xn} , {Yn} son polos de
G(x), y para cada n = 0,1,2,··· existen xn' Yn, linicos, tales que
o < Xo < xo' xn < xn+l < xn+l' Yn> Yn > Y..n+l' y G(xn)=G(Yn)=O.
Ademss, estos son los unicos puntos en [-N ,N]- L don de G se anula, y son
polos simples de q(x).

Demostracion, Claramente xn' Yn son polos de G(x), Y mediante
calculos simples se dernuestra que si (n = xn' Yn entonces

Res(G, (n) = ~ -n~)(2A)n ,B2n+1 (~(1- ,B~)2A-I (~~((n) )-1, n 2: 0, (2.44)

don de ,Bn=,B(wn), wn=w((n)' Y ~B((n) esta dado por (2.43) en x=(n.
Por 10 tanto, Res(G, (n) > 0 . Se ae.:auce que para n 2: 0,

lim G(x) = +00, lim G(x) = -00, (2.46)
x-+xn+ x-+ xn+l-

Y ta~bien que lim G(x) = -00. Ademas
x-s xo-

lim G(X) =+00,
x-+ Yn+l+

lim G(x) = -00,
x-« Yn-

(2.47)

Como G es continua (de hecho, analities] en cada intervalo (xn , xn+l) Y
(Yn ' Yn+l), existen xn+l,)Tn en estos intervalos tales que
G(xn+1)=G(Yn)=0. Puesto que G(O)=c > 0, se tiene ademas que G(Xo)=0
para algun Xo E (O,xo). Claramente, xn' Yn son polos simples de q(x), Y
Res(q(x),(n)=F(Cn)/G'((n), (n=xn,Yn, n 2: O. Supongase que existen
otros puntos x en (xn, xn+l) (0 en (0, xl» donde G se anula. E~tos p,o
pueden ser infinitos en numero, Y podemos escoger dos de ellos, xn' xn ,
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, "
tales, que G n,?, se anule en (xn ' xn). Tenemos que
G'(xn) f:. 0 i; G'(;Xn), ,
pues\? que xn' xn son polos simples de q(x). Por 10 tanto, G:(xn) ,'I
G'(xn) tienen signos opuestos. Pero F(x)=-_c- < 0, x=xn' XU"
Entonces Res(q,x) posee signos opuestos en x=x~,-t~":Esto es imposible,
dado que Res(q,x)=v({x}) 2: O. El mismo argumento en (Yn+1' Yn)
demuestra la unicidad de Yn : Dado que G no se anula en xn 'Yn' este
argumento demuestra tam bien que G solo se anula en x=xn' Yn, n 2: O. 0

Nota 2.3. Cuando c > 1, G tiene aun ceros en {Yn In 2: O} y en
{xn In 2: I}, los cuales son polos simples de q (x), pero G (xo) f:. 0 (pues
G(O)=c > 0 Y lim G(x) = +(0). Cuando c= 1, q(x) tiene pol os simples en
los puntos {xn fn+~O} Y {yn In 2: O}, que son polos de F(x). N6tese que si
x=xn' Yn' xn' Yn es polo de q(x), 10 mismo es cierto de -x. Esto se debe ala
simetria del sistema {qn(x)}.

Con las notaciones del Lema 2.3 Y de la Nota 2.3, se tiene entonces que

Teorema 2.8. E/ conjunto D ests conformado como sigue:
1) Si a > b entonces Do = { ±x n / n 2: O}. donde 0 < Xo < xl <....

< 'Ja-..Jb, xn-+'Ja-..Jb (xo debe omitirse si c > 1, mientras que xn=xn'
n 2: 0, si c=I). Ademas D1=0 si c::; 1, mientras que D1={± y~} ,
y~, > 'Ja +..Jb, si .A > k, c > 21~ 1 Y a"'" b (i.e., 1 < £ < 1+ e para
a/gun f > 0 conventente).

2) Si a < b entonces Do=0 si c2:~; Do={±x~}, con
o < x~ < ..Jb-'Ja, si c < k y b ~ a (i.e., b/a> lVI para a/gun M > 0).
Ademss, D1 = {±Ynln 2: O}, Yo> Y1 > Y2 > .,. > 'Ja+-.Ib,
Yn-+'Ja+ -.Ib sic f:.l, Yn=Yn' n 2: 0, si c=1.

3) Si a= b entonces Do=0. Ademas D1=0 si C ::; 1 0 1 < c ::; 21~ 1 ;
Y D1 = {± y~}, y~ > 'Ja + -.Ib, si c > 21~ 1 .

Demostracion.
1) El argumento para demostrar que Do es como se ha descrito, resulta

inmediatamente del Lema 2.3 Y de la Nota 2.3. Ahora, es claro que si c ::; 1
entonces G(x) > 0 en (zl' +(0), zl = 'Ja+-.Ib (las integrales en (2.42) son
convergentes en (zl' +(0), porque B < 0 en este intervalo). Supongamos

1 4Aentonces que A > 2" Y que c > 2 A-I' Tenemos que

+00
A(I-c) 2 ( f -eu -2A

G(zl)=c + iili zl e e u du,
1

Y es facil verificar que
4A(I--c)

G(zl) --+ c + 2A-1
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cuando alb -+1. Luego, G(zl) < 0 si a ......,b, A > 1/2 y c > 4 A/2 A-l.
Asi, en este caso existira y~ E (zIt + 00) tal que G(y~) = 0, y y~ es
necesariamente unico (vease Ia demostracion del Lema 2.3).

2) El argumento acerca de la cornposicion de D1 es tam bien consecuencia
del Lema 2.3 y de la Nota 2.3. En cuanto a Ia composicion de Do, tenemos
que G(O) =c y que +00

G(z )-c - A(I-C)z2e( J e-(Uu-2Adu
o - ~ 0 '

1

zo="Ja -..Jb, (=2A(~ -~), yes facil verificar que

2 +00
AzO e( J e-(u u-2 A du < 1.
~

1
Por 10 tanto, G(zo) > c-(I-c)=2c-l, i.e., G(zo) ~ 0 si c ~ 1/2, as! G
no se anula en (O,zo) si c ~ 1/2. Por otra parte, G(zo)-+c-(I-c)=2c-l si
b/a-++oo. Asi, si c < 1/2 y b » a, G(zo) < 0, Y exist ira x~ E (O,zo),
necesariamente unico, tal que G(~) = O. Esto demuestra (2).

Para demostrar (3), record em os que 2 A > 1 cuando a= b. As! mismo,
Do =0 (dado que Zo= 0). Ahora, A = B = -A Y zl =2 "Ja. Luego, si c ~ 1
entonces

1

G(x)=c+ A(1-c)a-1/3x2 J(1_/32u)A-l(l-u)A-ldu > 0
o

para x E (2 "Ja, + 00), Y D1 = 0. Por otra parte, lim G(x) = 1 si c > 1, yx--++oo
1

J
2A-2 4A(I-c)

G(zl)=c+4A(1~C) (l-u) . du=c+ .2A-l .
o

4A 0 4APor 10 tanto, SI 1 <c< 2A-l entonces D1= ; pero si c> 2A-l

entonces G(zl) < 0, Y existira y~ E (2 "la,+oo) , unico, tal que G(y~)=O.

o
Como n, ~ [-N , N] - I, es claro que n, ~ D U {O}. Para determinar
completamente Dv solo queda por establecer entonces que:

Teorema 2.9. EI punto x=o esta en P v (y por tanto en Dv) 51 y
solo si b <a. A demss,
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v({O}) 1 (2.48)

Demostracion. Hemos visto que 0 rt. Pv si a = b. Cuando a > b, las
integrales en (2.39) son convergentes. Por 10 tanto, lim x F(x) = 0,
lim G(x)=c, asi que lim xq(x)=O, y 0 rt. Pv. Ahora, si bX<~ entonces
x-+o ~ ....o.x = 0 es un polo de F~x) y hm G(x) = c + (I-c) Res(F ,0). Por 10

x-+oo
tanto

v({O})= lim xq(x)
X-+O

Res(F ,0)
c+ (l-c)Res(F,O)'

y (2.48) resulta de un calculo simple. 0

§ 3. EL SISTEMA {q~1)(x)}.

Ya en (2.12) se ha establecido que

(1) (x) (n+l)(~)n (1)
q2n+1 (A+l)n xRn(w), (3.1)

donde wes como en (2.4) y

(3.2)

es un polinomio de Pollaczek en (2.11). EI sistema {q~)(x)} satisface, por
otra parte,

(2) (2) () n + 1 (2) ()
xq2n(x) =q2n+1 x + n+A+l aq2n-1 x

(3.3)
(2) (2) () n + 2 A+ 1 b (2) () 0x q2n+1(x) = q2n+2 x + n+A+ 1 q2n-2 x ,n 2: ,

y

Mediante (1.5), (1.23) y (3.3) es facil verificar, como en la Seccion 2, que

(2) (n+l)1 (~r (R(1)(w) + 1~R(2) (w)) n > 0 (3.4)
q2n(x) (A+l)n n 2\Jb n-1 '-'
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con Rn(w) como en (3.2). De (3.1) y (3.9) se tiene entonces que la fraccion
continua q(I)(x) es

(3.5)

con N como en (2.15). Ahora, el Teorema 3.1 en [13]implica que

11f u (1- ,82u)-A-l (1_u)-B-l du

R(I)(w) = 2,8....::~~1----------

f (1- ,82u)-A-l (1- u)-B-l du
o

2,8
-B+l (3.6)

con A, B dados por (2.14) y ,8=,8(w)=w-~w2 -1, y 2Fl denota la serie
hipergeometrica. La parte absolutamente continua de la medida de
ortogonalidad j.l de {qh1)(x)}es entonces

2Ir(-B+l)/21 2 A-112 IK ~1-w2
dj.lc(x)= 1Tr(2A+l)lxl (1-,8 ) \Jb.,-----(-A~+~1-=-1-1-)....,....,-2X(X)dX,

2Fl I ,82
-B+l I

(3.7)

donde X denota la funcion caracteristica de L (dado por (2.16)) y A, B, ,8
son funciones de w. Esto es consecuencia de (3.16) y (3.18) en [13]. Entonces
L <;; Cj.l' Ahora determinaremos si L= Cu :

Si zo=I"fi.t- fbi y zl ="fi.t+ fb, las relaciones (3.30), (3.31) de [13], y
(3.1), implican que
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y que

con ZO'Zl dados por (2.22). De esto se deduce, exactamente como en el
Teorema 21, que

Teorema 3.1. Si a #- b entonces Zo y Zl estim fibres de masas de p. y

L=Cp..

Mas interesante es que

Teorema 3.2. Si a = b entonces Zl = 2 'Ja esta fibre de masas, pero
zo=O por~ una masa de p.. En este caso Cp.=[-2\fa,0) U (0,2'Ja], yO es
interior a Cp. .

Demostracion. Recordemos que A > 1/2. La afirrnacion ace rca de zl se
deduce de (3.9), como en el Teorema 2.1.
Ahora demostraremos que 0 es un punto de masa. La relacion de
ortogonalidad es

+00J qh1)(x) q~)(x) d p(x) = An Dmn, m ,n > 0, (3.10)
-00

don de

(n+l)!(1+2A)n n+1bn 0
A2n+ 1= ( 1 + A)~ (n + A+ 1) a , n ~ .

(3.11)

Tambien, de (3.4) y dela relacion de recurrencia de {qh1\x)}, se deduce que

n!(.,Iabr-1 ( )
q~~(x)= (.A+l)n (n+1HabRh

1
)(w)+(n+2A)bRh

1
1.1(W) ,n ~ 0,

(3.12)

y cuando a=b y zo=O, que
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q~~( 0) = (-1)~ (Anl ~)n ((n + 1) Lh2A-1)( 0; 1) - (n + 2 A)Lh2~~1)( 0; 1)}
(3.13)

De (3.28) y (3.29) en [13] se deduce ademas que

L(2A-1)(0.1) __ 1_((2A)n+1 _ 1)
n ,- 2A-1 (n+1)! '

1
n ~ 0, A#- 2' (3.14)

y, de (3.13), que

Por 10 tanto,

(q~~(0 »)2
A2n

Entonces

(3.15)

y dado que q~~+l (0) = 0, la afirrnacion resulta del Teorema 2.4 en [13]. 0

Nota 3.1. Bajo las hipotesis del Teorema 3.1 se deduce inmediatamente
del Teorema 2.4 en [13] y de (3.15) que

(3.16)

Observemos que cuando a= b, 0 es un pun to de masa sumergido de I.l.
Determinaremos ahora si 0 es un punto de masa aislado cuando a #- b.

Teorema 3.3 . EI punto x= 0 es un punto de masa aislado de J.l 51 Y
solo si b > a. En tal caso

JJ({O}) 1 (3.17)
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Demostracion. Debemos determinar cuando 0 es polo de q(I)(x), i.e.,

. cuando lim xq(I)(x) :f O. Ahora, si a:f b entonces w( 0) = _ a~;
x~ 2~~

,8(w(O))= - '.J~ si b < a, ,8(w(O))=-~ si b > a; A=-2~, B=O Sl

a> b ; A=O, B=-2~ si b > a. Por 10 tanto lim xq(I)(x)=O si b < a, Y
X-+O

lim xq(I)(x) es precisamente el miembro de la derecha en (3.17) si b > a.
X-+O

Esto demuestra el teorema. 0

Ahora, los dernas puntos de DJ.l son pol os de q(1)(x) y, necesariamenta,
ceros de

1

G(x) = J (1-,82u)-A-1(1-u)-B-1du.

o

Observamos al respecto que

1

F(x) = J u (1- ,82u)-A-1 (1- u)-B-1 du

o

no se anula en el conjunto D de ceros de G(x). Una demostracion de este
hecho se encuentra-en [13], Lema 5.1. Teniendo esto presente se demuestra,
de manera semejante a como hicimos con el Teorema 2.8, que

Teorema 3.4. £1 conjunto D esta dado como sigue:
1) Si a > b, D = { ± xn In 2: O}, donde 0 < xn < xn + l' n 2: 0, y

xn~'1a-...Jb .
2) Si b < a, D={ ±Ynln 2: O}, donde (con N como en (2.15)),

N2:Yn>Yn+1>'1a+...Jb, Yn~'-Ia+...Jb·
3) Si b = a entonces D = 0.

Tambien

Teorema 3.5. £1 soporte puntual de P J.l de J.l ests dado como sigue:
1) s, a> b, entonces PJ.l=D U {O}=DW
2) Si b .» a, entonces PJ.l=D=DJI.
3) Si b=a, entonces PJ.l={O}, DJ.l=0.

Nota 3.1. La matriz de Jacobi J de {qh1)(x)} es (1.26), con

(3.18)
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1\
La caracteristica mas interesante del operador J (x) =JX es la de poseer al
o como un- valor propio sumergido cuando a = b.

§4. Ohservaciones finales.
Como mencionamos en la introduccion, los sistemas de polinomios

consider ados en este trabajo se originaron en el estudio de algunos modelos en
fisica del estado solido, Estos modelos se manejan usualmente por metod os
numericos 0 de simulacion, y de esta manera se preve su comportarniento, En
el caso de nuestros polinomios, por ejemplo, existen evidencias que apoyan la
existencia del mimero infinito de niveles discretos de energia (bound-states)
y de resonancias en puntos de masa extremos, y de puntos de masa
sumergidos cuando a = b. Es tam bien curioso que los datos disponibles
apoyan la existencia de puntos de masa extremos cuando estos son puntos
limite de masas discretas, una situaci6n que no hemos podido tratar.

Desde el punto de vista matematico, nuestros modelos refutan la
sospecha de que los puntos de masa sumergidos aparecian a traves de un
proceso de cribacion solamente cuando intervalos que son disjuntos, y donde
al menos uno de ellos tiene un punto de masa extremo, se unen, 0 cuando
una masa aislada entre dos intervalos es atrapada cuando los intervalos se
unen. En el caso de los polinomios {qh1)(x)}, por ejemplo, los intervalos
disjuntos de L se unen cuando a = b y aparece una masa sumergida, pero los
puntos extremos de estos intervalos estan libres de masas. Por otra parte, los
polinomios {qn(x)} tienen masas en los puntos extremes de los intervalos,
que se anulan cuando los intervalos se unen, y tambien se anulan las masas
aisladas en (.Jb-'Ja , 'Ja-.Jb ) cuando b -+ a.
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