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§ 1. INTRODUCCION.

En un trabajo previo, [13], hemos estudiado dos sistemas ortogonales
intimamente relacionados con los polinomios de Pollaczek.

En este trabajo estudiaremos dos sistemas adicionales de polinomios
que, como aquellos, estan determinados por relaciones de recurrencia de la
forma

X Sop (X) = Sgp 41 (X) +a(n) Son-1(X)

(1.1)

X Sont1(X) = Sopya(x) + a(:l) Sonx) , n2> 0,

bajo las condiciones iniciales

S, x)=0, Syx)=1 (1.2)

La razon de estudiar estos dos sistemas adicionales radica en la mayor
flexibilidad de los mismos, comparados con los de [13].

Un ejemplo simple e interesante de polinomios ortogonales definidos por
una relacion de recurrencia de la forma (1.1) se encuentra en [14], p. 91. En
tal caso ago) =8 ag )=b, a,b > 0. En [6] se han estudiado en detalle tales
polinomios, y en [14] se han considerado perturbaciones de rango 2 de tal
sistema, cuyo interés particular es su periodicidad (v. [16]).

En nuestro caso, el primer sistema, {q, (x)}, esta dado por (1.1) y (1.2)
con
a®) = 2bc; o = a) =22 n>1, (13

donde n + nex”

A>1 abe>0. (1.4)

El coeficlente (0) carece de 1mportanc1a El segundo sistema sera el
{q (x)}, de los primeros asociados (v. mas adelante) de {q,(x)}. Ambos
sistemas son alin ortogonales bajo hipétesis mucho menos restrictivas que las
dadas por (1.4), pero su analisis seria mucho mas delicado. La hipotesis (1.4)
brinda suficiente libertad para nuestros propositos.

Antes de explicar el origen de {q, (x)} ¥y {q(l)(x)}, observamos que de
(1.1) se deduce que {S,, (x)} satisface la relacion de recurrencia

x?— a©@- aMS, 0=S,04, ) + al¥ . al); Sy px), n21  (15)
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A su vez, {S,;, , 1(x)} verifica la relacion
[x? - ag)%)- -a{] Son+1(%) = Sypys(x) + P .al) 8,0y m 21
(1.6)
Tanto (1.5) como (1.6) seran utiles en el analisis de {q,, (x)} y {qg)(x) }-

Relaciones de recurrencia de la forma (1.1) surgen frecuentemente en el
estudio de procesos fisicoquimicos: véanse [4], [34], [36]. Usualmente
aparecen en la descripcion de fenémenos cuanticos en términos del analisis

matricial de Heisenberg—Jacobi o en el proceso de diagonalizacion de
Hamlltomanos en bases apropiadas de L2 ([4], [5], [18], [32]). En realidad,
{an(x)} ¥y {qrl (x) } son primeras aproximaciones a la descripcién de ciertos
procesos diatémicos en los cuales a , b dependen de las componentes, A es un
parametro de acoplamiento y c depende de las condiciones iniciales. El
soporte de la medida de ortogonalidad de los polinomios determina el
espectro de las matrices de Jacobi (o de los Hamiltonianos) correspondientes
y, asl, los niveles de energia del proceso. Los dos sistemas poseen, bajo
condiciones iniciales apropiadas, valores propios extremos o sumergidos, los
cuales corresponden a concentraciones espectrales que sugieren resonancias.
Ambos fenomenos conducen a sistemas de poélinomios ortogonales
interesantes, explicitamente dados por relaciones de recurrencia ([11], [15],

(21], [22], [23], [24])-

La relacion de recurrencia (1.1) es también un caso especial de la de los
polinomios simétricos cribados generales, en el sentido de [9], [10]. Nuestros
polinomios estan, de hecho, relacionados con los polinomios cribados de
Pollaczek. Es importante mencionar, sin embargo, que las técnicas utilizadas
en [1], [7], [8], [19], [20], para determinar las medidas de ortogonalidad no
son apropiadas en estos casos, pues {q,(x)} y {qn )( )} no parecen
originarse en un proceso de cribacion en el sentido de estos trabajos.
Seguiremos, por lo tanto, el punto de vista directo propuesto en [9], aunque
no en una forma tan general como la de tal articulo. De hecho, muchas ideas
en [9], [10] fueron motivadas por la presente investigacion. Esperamos
proponer ideas para el tratamiento de los problemas que se presentan en el
manejo de sistemas no periédicos como {qy (x)} y {qn )(x) }, e indicar de qué
manera es posible superar algunas de las dificultades.

Este articulo se origind en las investigaciones llevadas a cabo por C.P.
Gémez y G. Rodriguez—Blanco en sus tesis de Maestria en la Universidad
Nacional de Bogota, efectuadas bajo la direccion de J. Charris. El articulo
previo [13] de los mismos autores presenta, en las Secciones 2 y 3,una
exposicion detallada del material basico dentro del cual se enmarcan los
resultados de la investigacion de dichas tesis, incluyendo las propiedades
necesarias de los Polinomios de Pollaczek y amplia bibliografia sobre el tema.
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Tal articulo resulta bastante extenso, a pesar de que para muchos detalles se
refiere al lector al material tratado en [17]. Con el fin de evitar que el
presente articulo adolezca del mismo defecto, omitiremos presentar tal
material basico, refiriendo al lector a [13] cuando esto sea mnecesario.
Adjuntamos, sin embargo, algunas nociones fundamentales.

Un sistema de polinomios {P,(x)|n > 0} es ortogonal si para todo
n > 0, P,(x) es un polinomio de grado n con coeficientes reales, Py(x)=1,y
existe una medida positiva p, con soporte Supp 2 en la recta real,tal que

00
PIl( ) m(") d/‘t(}\) - ’\ 6 mn ? m, n > 0 (1-7)
-0

donde A\, > 0, n > 0. Se dice entonces que {Py(x)} es ortogonal con
repecto a 'y que u es una medida de ortogonalidad, o una medida espectral,
de {P,(x)}. Si Ay=1, lo cual siempre podemos suponer, se dice que u esta
normalizada. Es bien sabido que {P(x)} es ortogonal con respecto a alguna
medida p si y solo si existen numeros reales A, B, C,,, tales que

AlAge O i S (1.8)
¥ que
(Apx+Bp) Py(x)=Pp 1(x)+C Py _4(x), n>0, (1.9)
con
P_,;(x)=0, Py(x)=1. (1.10)

Esto se conoce como el Teorema de Favard (v. [2], [6], [13], [14]). Si para
todoi=0, 1, 2, ---, se define {P (x } por

(Apx+By,) PP =PR () +C, ;P PO (x),n >0, (111)

n+l
Pl=0,  PPw=1, (1.12)

{Pn (x)} es también un sistema ortogonal, denominado el sistema de los
polinomios i—asociados de {P,(x)}. Es claro que P,(x)= P( (x), n > 0. Es
posible demostrar que si {P,(x)} esta definido por (1.9) y (1.10) bajo las
hipotesis (1.8), y existe una constante M > 0 tal que

By M Cna M
< =, < , n>0, 1.13
' Ay | =73 N AdAnn 3 (heas)

entonces {P(x)} es ortogonal con respecto a una unica medida normalizada
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i, para la cual se tiene que

Suppp C [-M,M] (1.14)

Para toda medida normalizada de un sistema ortogonal {P,(x)} dado por
(1.9) y (1.10) se tiene ademas que

A
Ageels /\n:A—zCICZ...Cn,nZI, (1.15)
con A, como en (1.7).

Para las medidas de ortogonalidad p(i) de los {Pg)(x)} se tendra
también que si (1.13) se satisface entonces

Suppu® € [~ M, M] (1.16)

Si {q,(x)} esta determinado por (1.1), (1.2) y (1.3), {qn )(x)} estara, a su
vez, determinado por

xqzn (") q2n+1(x)+an )q( ) 1(x)
) . (1.17)
xq(n+1(") q2n+2(x)+a§111 d2n D(x), n>0

y q( )( <) =0, qgl)(x):l. La relacién de recurrencia (1.17) es atn de la
forma (1.1).

Observamos al respecto que si A, =1, n > 0, en (1.9), entonces P (x) es,
para todo n > 0, un polinomio ménico, es decir, su coeficiente director es 1.
Este es el caso de los polinomios {S;(x)} definidos por (1.1) y, en particular,
de {q,(x)} ¥ {qn ( )}. Los polinomios {S,(x)} son ademas simétricos, en el
sentido de que

Sp(—x)=(=1)"Sp(x), n > 0, (1.18)

como se deduce inmediatamente de (1.1).

Si {P,(x)} es un sistema ortogonal de polinomios y definimos

Pp(x)
Pr(X) 5= sn 20, (1.19)
n \P\;
entonces
+0o0
J' pn(x) pxn(x) dﬂ(x) = 6mn , m,n > 0 ’ (1'20)

-0
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y los polinomios {p,(x)} estan determinados por la relacion de recurrencia
xpn(x)zbn pn_l(x) + a'npn(x) + bn+1 pn+1(x) , n >0, (1.21)

y las condiciones iniciales p_,(x)=0, py(x)=1, donde

B Cn-}-l

— __n W) Ol ...
an ==z b““_VAnAnH ,n > 0. (1.22)

Se dice que {pp(x)} es el sistema ortonormal definido por {P(x)}.
(Obsérvese que Cg en (1.9) y by en (1.21) pueden escogerse arbitrariamente).

Observamos también que si {Qy(x)|n > 0} es un sistema de polinomios
que satisface (1.9) para n > 2, entonces
Y C (1)
Q) =(A =G ) P + (B+ G Pi) P, 021, (123)
donde {P(x)} satisface (1.9) paran > 0y P_,(x)=0, Py(x)=1, donde

A= QO(X) , B= Ql(x) T QO(x) Pl(x)’

C = Qyu(x)— (A, x+B,) Q,(x) +C; Qo(x)- (1.24)

Esto es facil de verificar por induccion. Ademas C=0 si {Q,(x)} satisface
(1.9) para n>1, y B=C=0, si lo hace para n > 0. En este caso
P, (x) =Qp(x) para todo n si y solo si Qu(x)=1, es decir, si y solo si A=1.

Observamos finalmente que la medida de ortogonalidad p de {P,(x)} se
descompone en la forma (v. [33])

B = p, + p, + p, (descomposicion de Lebesgue) (1.25)

donde p_ es absolutamente continua y portada por C u (el soporte continuo de
H), Hp es una medida de saltos portada por Pl‘ (conjunto de las masas de p)
Y W, es singular continua, portada por un subconjunto S u de C,, de medida
de Lebesgue nula. La parte absolutamente continua p, de 1 se escribe de la
forma dp, (x)=¢(x)dx, donde (x) es integrable en el sentido de Lebesgue.
Es claro que C, [1P,=0 y que Suppu=C, JP,- El conjunto de puntos
_ pl1op TR ;
aislados de Suppy, si los hay, se denota con Dl‘ (el soporte discreto de p).
Es claro que Dll - Pl" Los puntos en DI‘ son los puntos de masa aislados de

78
O, o
El conjunto P#nCp (Cp es el interior de la clausura de Cp) se
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denomina el conjunto de los puntos de masa sumergidos de p;
— o
P” N (Cub_ CP)’ el de los puntos de masa eritremos. Si
Jfdp = [ p(x)f(x)du para toda funcién continua f con soporte compacto en
a
(a,b), —00 < a<b< 400,y ¢(x) # 0 en (a,b), entonces (a,b) C C#.

Una matriz real tridiagonal simétrica e infinita

oS s grypigeinal ek iy
TRAST A o R SRS
W ooty sangn sbpiacg o g

tal que b, > 0 para todo n > 1 se llaina una matriz de Jacobi (v. [6], [12] y
las referencias alli mencionadas). Se dice que J es acotada si existe M > 0
tal que

Ianl S 1?3_/[1 bn+1 S _1\:;_1", n Z 0. (1'27)

Sea {,(C) el espacio de las sucesiones complejas (x), n > 0, tales que
w .
> [xn|2 < 400 . Con el producto interno
n=o o )
((xp)3(yn) =nZO Xp Yno
€5(C) es un espacio de Hilbert.

Una jnatriz de Jacobi acotada J define sobre ¢, un operador lineal
acotado J por

A
Jep=bpiient1t+anentbpen_y, n20 (1.28)
y extension lineal continua. Aqui, e; =(6gp,61p,---),0 > 0, es la base

canénica dg {,,y e_; = (0,0,...); J esla matriz de J relativa a (e;). El
operador J se llama el operador de Jacobi determinado por J. Si J satisface

(1.27) entonces “ i\l " < M.

Sea {P,(x)} el sistema de polinomios determinado por J mediante
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xPp(x) =by gy Ppyy(x) +ay Pp(x) + by Py_4(x), n>1 (1.29)

Po(x) =1, Py(x) = - (x = ao)- (1.30)

Entonces {P,(x)} es un sistema ortonormal de polinomios con respecto a una
medida positiva u tal que pu(R)=1, y se llaman los polinomios de J. La
medida p es Ginica y tiene soporte compacto si (1.27) se verifica, en cuyo caso
Suppp C [M, M], Puede demostrarse que entonces Supp p coincide con el
espectro o(J) de J; el espectro puntual es P log puntos de masa
sumergidos de p son los valores propios sumergidos de J, i.e., los valores
propios de J que sop interiores al espectro; los puntos en D p Son los valores
propios aislados de J;,y los puntos de masa extremos son los wvalores propios
en la frontera de g (J). Si (Et)t R es una resolucion espectral continua
por la derechade J y o es la dlstnbucmn de p, es decir, si

X

o= du, (1.31)

-00

entonces o(t)=(E;e, ; ¢o) . Reciprocamente, es posible obtener (E;) a partir
de p mediante

o A
Eyen = 20 { J Py(t) Py(t) du(t) }ej , n=0,1,2,..., (1.32)
J=0 -oo

y extension lineal continua.
El sistema de polinomios ortogonales de la matriz es frecuentemente ttil en

la determinacion del espectro de la misma.

§ 2. ELSISTEMA {q,(x)}-

El sistema {qn(x)} estd determinado por (1.1) y (1.2) con
dados por (1.3). La relacion (1.5) correspondiente es

a(®), oV

[~ b+ =35 (a—b) apn (X) =dzn 4509 + (T(}}‘)%ﬁjr—?_“l—)aqu_z<x), (2.1)

paran > 2y

[x*~a=b +125(a-b) Jap(x) =a,(x) + 25 ag(x), (2.2)
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con
q(x)=1, q;(x)=x , gy(x)= x—2bc.
Si
l o x—a—b
2 \ab
y definimos
Q) =— g, ) ,n > 0,
n! (Vab o

donde (1), el factorial de Pochammer, esta dado por

No=1, (Mg=A(G+1)--(A+n-1), 021,

se obtiene para n > 2 que

2((@+3)w + 3 (BB )1Qu()

=(0+1)Qp4,(w) + (n+22+1)Qp_4(w),

También

(143 + 3 (\E - \B )1 Q@) =Quw) + de Qy(e)

Qo(w) =1, Q;(w) =ﬁ[x2 —2bc]

=2[Aw+%(\]§—\|§)]+2x(1—c)@

De (2.6), (2.7) y (2.8) se deduce, entonces, mediante (1.23), que
+bp(1
Qp(w)=c Ry(w) + A(1=c) [2w + a;f—l; ]R( ) (W),

o sea, que

n! r)n A(1—c)x?

q2n(x)'— @) ) [c Rn( )+-—‘I;5—R£,1_).1(w)], n>1,

donde

Rn(w)=1>n(w;,\,o,%(\]§-\[§)) ,n>0,

165

(2.3)

(2.4)

(25)

(2.6)

(2.7)

(2.8)

(2.9)

(2.10)

(2.11)
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son polinomios de Pollaczek (v. [13], Seccién 3; [8], [27], [28], [29], [30],
[35])-

Sea {q )( )} el sistema de los primeros asociados de los polinomios {qp(x)}.
De (1.6), (1.17) y (1.23) se deduce, de la misma manera, que

X)=—7m——— AX w )
92n+1 Mos1 n
donde {Q(l)( )} es el sistema de los primeros asociados de {Q(w)}, y es
facil verificar que Qg )(w) R( )(w), n > 0. La fraccién continua q(x) de
{an(x)} ([13], Seccion 2) es entonces

1]
Ax s hed B=1
o J\ﬁR( w) Eﬂl(l—ﬂzu) (1—u) du
q X )= —
—¢) .2 1]
o+ m e 2= ﬂj(l )~ A1 (1—u)"B~1qu
Yab J

(2.13)

Esto resulta de [13], Teorema 3.1. Ademas

FETORE L NS B e

?

como se deduce de (3.13) en [13] y donde ﬁ:ﬂ(w):w—\lwz—l es como en
(3.1) de [13]. Observamos que las integrales en (2.13) son en el sentido del
valor principal de Hadamard (v. [13], Seccion 3; [2], [8])- En particular

d A+l 1]
[ a-pry At -wy B tau=— 2F1( |ﬂ2)
—B+1 |

)
donde

a b
2F1(c :z)z i (_ﬂr&)%zn’ lz| < 1,

denota la serie hipergeométrica ([31], Chap. 4).

De aqui en adelante, el significado de R, (w) sera el de (2.11), y de Ay
B, el de (2.14).

La funcién q(x) es analitica en C—[—N,N], ([13], Secién 3), donde
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N=a + \{2b(c+1). (2.15)

Esto se deduce de (1.3) y (1.13). De hecho, q(x) es analitica en C—L, donde
Les

=(~ (@+b),~|\a—b |) U (|xa—b|, a+b), (2.16)

excepto, tal vez, por polos simples en [-N,N]—L

Denotemos con v la medida de ortogonalidad normalizada de {q,(x)}.
Entonces Suppv C [-N,N]. De (3.16) en [13] se deduce que la parte
absolutamente continua v, de v es

axi|(1-p2)~A-1[|r(-B) P 1—? x(x)
Ve= idx,
mabT(2)) M1-0x?p o (A+1 13
5 B2 gy |”
(2.17)

donde x(x) denota la funcién caracteristica de L y A, B y § son funciones
de w. El hecho de que A > 1/2 asegura la convergencia absoluta de ,F;
en (2.17) y garantiza que ésta no se anula en L. Entonces, L C G,

=(I-N,NI-D)( Sppv 3 Py € DUl s,k )y dpa Wb
zl—\j_-i-\m con P, C D, siy solosn L= C

La relacion de ortogonalidad es

+00
4p (%) 4y (x) dv(x) = Ay 6y » M50 2 0, (2.18)
—00
donde
=1, A;=2bc, (2.19)
¥
n! (2X), o
Xy =Ne ———-—( b)™,
MR+ D)
n! (22
Amﬂz,\c_(—,}&i b(ab)?, n>1. (2.20)
()‘)n+1

Esto se deduce de (1.15) y de la relacién de recurrencia de {q,(x)}-.
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Observamos que si

zo=|v& —\b|, z;=v& + b (2.21)

7= (\B-\B) #=2(E-E) (2.22)

entonces (v. [13], Seccion 3, relaciones (3.30) y (3.31)),

n!(<ab c)z
Q2n(zo)=(‘l)n_((X‘)‘I;)i(CLgﬂ_l)(zo) ,\—(%L(M 1)(~0,1)) (2.23)

n!{\ab
Gan() = ((A)n)n L) + ———”1{&—;”1 LA ”(1,1)) (2:24)

donde {Lga)(x; i)} es el sistema de polinomios asociados de Laguerre ([13],
Seccién 3). De (2.23) se obtiene, cuando a=b (asi que zy=0, 7,=0), que

n!(vVab
qgn(0) = (-1)" ((/\_)n)" c ng’\_l)( 0). (2.25)

Por lo tanto, usando (2.20) y (2.25), y denotando con I'(x) la funcion
Gamma (v. [25], [31]), se tiene que

92n(0) =(-1)" \Q_ﬂl:\c_fﬂ eg'\‘l)(o), (2.26)

’\211

donde {qn(x) / \l/\—n } es el sistema ortonormal de {q,(x)} y (v- [3])

G0 =\ TatagDy 00> 220, (227

es el sistema de polinomios ortonormales de Laguerre.

Teniendo en cuenta [13], Teorema 2.4, podemos demostrar

Teorema 2.1. Cuando a=b,z,=0 esta libre de masas de v.
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Demostracion. De (2.26) se deduce que

2
93n(0) c T(2)) @A =1)/ 2
Aoy ~ X n (En (0)) , Nn—o00.

00
Como 8;2’\_1)(0) no tiene masas en x=0 (v. [3]), Z(ﬂg‘)’\_l)(ﬂ))z diverge.
00 q,21(0) n=0

Esto implica que Z
A
Teorema 2.4. 0O n=0 "1

diverge, y la conclusién resulta de [13],

Corolario 2.1. Cuando a=b, (-2Va,2va) C C,,. En particular, v
no tiene puntos de masas sumergidos.

Teorema 2.2. Sean )\, a, b dados y supongase que 7y, < 0 (resp.
i, < 0). Entonces, los puntos =+ z (resp. +12,) estan libres de masas de v,
excepto, posiblemente, para un valor c=c,(Aa,b) (resp. c=c,(A,a,b)) del
parameiro c.

Demostracion Puesto que 7y <0, Lg’\_l)(io) # 0 para n> 0, y de
(2.20), (2.23) y (2.27) se obtiene que

2n(zo) r(QA)( A (1) zL_gﬁ_l—l_)(_ZtJ_l_)> 2Ot n) (6223 P

= ——|c— ——7
Aon cA \ab ng,\—l)(io)
(2.28)
: - q%n(zo)
Supongamos ahora que z, es punto de masa de v, asi que Z R
2n

convergente ([13], Teorema 2.4). Teniendo en cuenta que ~ n=0
L 0%y
(/\+l’1) (4}2/\—1)(20))2 s G I12 e4 nZO

(donde C, que depende de A, a, b, es independiente de n), como resulta de la
férmula de Perron para los polinomios de Laguerre ([35], p. 199), se concluye
que la expresion en paréntesis en (2.28) debe anularse cuando n— oo, lo cual
es posible para un tnico valor c=cy(A,a, b), necesariamente dado por

)\Z%

m ¢0( ’\ 2 ,b )
/\z%

\ab

co(A,a,b)= . (2.29)

¢o(X,a,b) +1

donde

(2A-1)z .
¢0(’\,a,b)=lim _L_Iﬁ__(@_)_

‘)
n— 0o L§,2’\—1)(io) (2-30)
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El mismo argumento demuestra que si Z; < 0 entonces c=c;(},a,b), donde

A5y 4 k)
¢/(A,a,b)= “E e (2.31)

‘I—— ¢1(’\13»b)" 1

L(Z’\ 1)(z 1)
#,(),a,b)=lim -1 (% &R
1 n— oo L(ZA 1)( )

(2.32)

Esto completa la demostracién. 0O

En la demostracion del teorema anterior debe observarse que si z es
punto de masa de {q,(x)}, lo mismo es cierto de —z. Esto resulta del hecho
de que q,(—x)=(—1)"q,(x) para todo n > 0, (Relacién (1.18)).

Si zg, 2z, estan libres de masas de v para un cierto valor de c, se dice
que ¢ es no—critico. Los valores cy(A,a,b) y ¢;(},a,b), cuando existen, son
entonces condiciones criticas internas (es decir, para +1z,) y externas (es decir,
para =+ z,), respectivamente. '

Teorema 2.3. Para que C,= L, es necesario y suficiente que c sea
no—critico.

Demostracion. Si L = C, entonces 23, 2 no son puntos de

masa
de wv. Por lo tanto, ¢ es no—critico.  Reciprocamente, si ¢ es

no—critico,

TC Cv y, dado que q(x) es analitica en [-N,N]— L, excepto posiblemente
por singularidades aisladas, entonces P,,=D,=Suppv ﬂ [-N,N] ——_L-S, ie.,
C, N([-N,N]-"L)=0. Porlotanto, C,cL. O

Estableceremos ahora algunos resultados sobre la presencia de masas de
v en zg, z;. Para ello utilizaremos resultados de Askey y Wimp en [3] (v.
también [37]). Recordamos que la funcién ¢ de Tricomi, ¥(a, b,x), esta
definida por
00

W(a, b= by f Xt =1 (1 yyyb-a-lgq (2.33)

siempre que Re(x) > 0, Re(a) > 0. El resultado de Askey y Wimp es (v.
(3.5) de [3])
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LeMDG;1)  gen, 2% — 2)
’ ’ —4\-Nz
L(?lA 1)( ) = 1/)(2A'—1, 2A; —Z) + O(e ! " )’ (2'34)

o sea,
(2A 1)(z 1)

——————(2,\ e e 2 (—z)2A1 I‘(-—2A+1,—z)+0(e—4\r—_rﬁ)’ (2.35)

siempre quez < 0y A > g' Aqui,

o0
I(a)() = J ette-lat | ¢>o, (2.36)
¢

es la funcion Gama incompleta (v. [26] Cap II).

Teorema 2.4. Sia < by X > 1/2, +3, son puntos extremos de masa de
v siysolosi ¢ esta dado por (2.29) con

#o(Aja,b)= ¢?§i'\_’12:\2:\_f(_)2)0) =exp(—Zg) (—20)2’\_1 [(=22+1,-7,) . (2.37)

Dcmostrac:/\on Puesto que A > 1/2 y 7, < 0, ¢(}A,a,b) esta bien
definido y L( (z ) # 0 para n > 0. Teniendo en cuenta (2.20), (2.23) y
(2.26), se obtiene ademas que

S%n(zo) _
Aon

= Ff\2c,\) (A+n)( A(l—c)r¢0(A a b)+0{ -nz, }) 2 (éleA—l)(io))z.

Por lo tanto, si (2.37) se cumple, entonces

%Bn(20) _ r(Ach) (/\+n)<0(e_4 i, ))2(41”—1)(20))2.

)‘211

Ahora, mediante la formula de Perron para los polinomios de Laguerre
([35], p-199), se demuestra que
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—1),~ 4,|—ni
(n+z\)(€r(;2’\ 1)(zo))2 ~ C nl/ze 0 n-o+4 oo,

donde C es una constante (que depende de Z, pero no de n). Asi, para alguna
constante M > 0,

2 -
21 (%) <M n1/2 6—4\1"“0 .

2n
=~ qg (z0)
Entonces, Z /{1—- < +40o. Para establecer que z; es un punto de
masa, n=o0 2n

2
S 95n41(20)

3 converge. Esto es
n=0 2n+1

tenemos que demostrar aun que
consecuencia de que

2 2

q2n+1(zo) 9 n+l Q2n+2(zo) n+2)\ qgn(zo)

P < S\ X4nsl2 A TR O, T O
m+1 zg \N+ 10+ 2n+2 B 2n

como se deduce de la relacion de recurrencia de {q,(x)} y de la desigualdad
(a4 b)? < 2(a®4b%).. O

Mucho mas delicado es asegurar la existencia de masas en z, .

Teorema 2.5. Si b < a < 2b, existe \y > 1 tal quesi A > Xy y ¢
esta dado por (2.31), con

(22,20, 7))
41 (A b)= gy (2.38)

entonces 7, es un punto extremo de masa de wv.

Demostracion. Supongamos A >1. El argumento usado en la
demostraciéon del Teorema 2.4 asegura que si ¢, dado como se afirma, es > 0,
entonces z; es un punto extremo de masa. Demostraremos entonces que c,
dado por (2.31), es eventualmente positivo. Sea (=-—%;. Entonces ( > 0

y

+00
J e_a {2A—2 _l-t}- T dt
¢(2’\ ’ 2\ ’C) b 1 0
P(22—1,2),() 2A-1 +00
e St (222 g4

o,



SISTEMAS ORTOGONALES Y POLINOMIOS DE POLLACZEK 173

0
Pero
+00 +00 00
—(t,22—2 1 ~Ct 2 X=3 g = € —(t 22 —2
0 0 0
entonces
¢

A ¢1(/\,a,b) 2 2,\/\_1 (1 T 2/\-—2)’

y por lo tanto
; 1 1( a |b 1
lim A¢;(A,a,b) > 2(1 2(’|I a)) > =,

pues las hipotesis implican que \F%——J-E: < 1. Se deduce que

lim 4 6,(X,a,b) > 1
m —_—
/\—000 [—_ab 1 13, ’

y esto completa la demostracion. O

También,

Teorema 2.6. Para todo A > 1/2 existe ¢, >0 tal que si
1 < a/b < 1+4¢, yc esta dado por (2.31) y (2.38), entonces 1z, es un punto
de masa extremo de v.

Demostracion. De nuevo, sea (=-%;. Entonces (—0+ cuando
a/b—1.Sea ¢ dado por (2.31). Puesto que

+00 400
$1(X,a,b)= CCz'\_l J e Uu 2 du= J ec(l_u) u2A du,
¢ 1

se tiene que
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Az Azi A (a+b
T HlAAR) = T T * (35 gy +2)

Pero

A (a+b 4
2,\‘:1(@ v2) 2 o3> 1

Entonces c es positivo, y la afirmacion queda demostrada. 0O

Teorema 2.7. Sia=b,A>3/2 y

s ; i 1’ (2-39)

entonces z;=2\a es un punto extremo de masa de v.

Demostracion. Tenemos que z; =0, asi que, de (2.24),

n!(\ab
g0 (2 V&) =— ((A)nyl(cL‘” D(0) + 4x(1—c) LETV(0; 1))

Como A # 1/2,(2.28) en [13] implica que

_ (2 (22))n

Entonces,

5l g2 42(1—-c)\ (2X), 4X(1-¢)
qm(?ﬁ):(i\)n (( Y=g ) n!  2x—-1 )

Ahora,si A > 3/2 y c esta dado por (2.39), entonces c# 1,y

A(l=c
aan(2 @)= 53 e

De (2.20) y de las formulas asintoticas (3.8) en [13] se deduce entonces que

a3(2¥&) _n!(A+n) (4A(1—c))2 L DY) a2
dm A(@Wpe \ 2A-1 .

2 2
Puesto que 2-2) < -1, Z M es convergente, y el mismo
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argumento usa.d(g)c> al final de la demostracion del Teorema 2.4
2\a
asegura que Z —q2ri\+l( )

también lo es. En virtud del Teorema 2.4
= 2n+1
en [13] podemos entonces concluir que 2Va es punto de masa extremo de v 0O

Nota 2.1 La matriz de Jacobi J de {qy(x)} es la matriz (1.26) con
a,=0 para n>0y

(n+2A)b

b, =42bc ; by, =Q‘ﬁ iy B S 021l (240

Los Teoremas,2.4, 2.5, 2.6 y 2.7 implican que las perturbaciones de rango 2

del operador J de J pueden agregar o remover valores propios extremos.
Nota 2.2. Algunos célculos (algo largos, v. [17]) muestran que bajo las
hipétesis del Teorema 2.7,

u({2&)}) = 355y (2.41)

Cuando z=z,, z; y z # 0, es mas dificil determinar v({z}), y sélo es posible
dar valores aproximados, con base en (2.23) de [13].

Ahora describiremos D,,, el soporte discreto de v, es decir, el conjunto de
polos de q(x) en [-N,N]—L (v. [13], Seccion 2). Sean

1
F) = §26 j(l—ﬂzu)—*‘-l(l—urB—ldu ,

—

(2.42)

-

|
G(x)=c+ ————/\E[i_;c)xzﬂ J(1— Aru)~A-1(1-u) B-1qu,

donde f=f(w)=w—?-1, w:%%b—b-, y donde A=A(w), B=B(w)
estan dados por (2.14). Sea D el conjunto de los ceros de G(x) en
[-N,N}-L.

Demostraremos que D,,=D si a < b, D,,=D U{0}sib < a.

Sean
Dy=(-|va—B|,|]xa-vb|) N D, D, =((~o0,—va—b) U (¥a+b)) N D,

asi, que D=D; |J D, .'Necesitaremos algunos resultados preliminares. Los dos
lemas siguientes son faciles de establecer. La siguiente formula, que permite
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(a—b)wx

W, X # +1. (2.43)

=

Lema 2.1. Sean a < b. Como funcion de x, B es decreciente en
(zy,+00) y tiende a —A cuando x—+00 y a +00 cuando x—2z,+. Por lo
tanto, existen N >y, >y; > ...>yy > ... >z, tales que B(y,)=n,
n=0,1,2,....5ia> b, B es negativo en (z, ,+0).

Lema 2.2. Como funcion de x, B es negativo en el intervalo (0, zy) si
a < b, y creciente en este intervalo si b < a. En este ultimo caso, B tiende a
—A cuando x—0+ y a +oo- cuando x—zy—. Por lo tanto, existen
0 < xg <Xy <+ <Xy <+ <3y tales que B(xy)=n , n=0,1,2,..
La siguiente afirmacion es mucho mas delicada:

Lema 2.3.  Supongase que ¢ < 1. Sean {x,}, {y,} como en los
Lemas 2.1 y 2.2. Sea G(x) dado por (2.42). Entonces {x,} , {yy} son polos de
G(x), y para cada n=0,1,2,--- existen X, , ¥y, Unicos, tales que
0 < Xy < Xgy Xy < Xpyq < Xpyqs ¥n>Fn > Yptr ¥ G(EXp) =G(¥y) =0.
Ademas, estos son los unicos puntos en [-N,N]—L donde G se anula, y son
polos simples de q(x).

Demostracion. Claramente x,, y, son polos de G(x), y mediante
calculos simples se demuestra que si ¢, = x,,y, entonces

Res(G o) = =20 87 G (1= 802 ()™ n 20, (240

donde B, =p(wy), wp=w((y), ¥ Cn) esta dado por (2.43) en x=(,.
Por lo tanto, Res(G,(,) > 0. Se (ii)éuce que paran > 0,

xll’r)rgn+ G(x) =400, xJixmn+1_ G(x) =—o0, (2.46)

y también que x1_1'11)1(0_(?:(x) = —00. Ademas

I G(x) =+00, lim _G(x)= —oo, 2.47
XYt (x)=+o0 g _Glx) (2.47)

Como G es continua (de hecho, analitica) en cada intervalo (xp ,Xp4;) ¥
(Fn s ¥n +1) existen Xp.;,¥y, en estos intervalos  tales que
G(Xp41)= G(yn) 0. Puesto que G(0)=c > 0, se tiene ademas que G(X,)=0
para algin X, € (0,X,). Claramente, X;, ¥, son polos simples de q(x), y

Res(q(x),¢ ) =F( ¢p)/G( Cn)s Cn=%p» ¥pn» 0 > 0. Supéngase que existen
otros puntos X en (xn,xrl +1) (o en (0,x,)) donde G se anula. Estos no
pueden ser infinitos en numero, y podemos escoger dos de ellos, xn,xn §
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”
ta}ei , que G ’ ng, se anule en (')Z;] § Xl Tenemos que
G'(3p) # 0 % G(Fy), :
puesto que X, ,X, son polos simples de q(x). Por lo tanto, G(Xp) .,y

G’(X;) tienen signos opuestos. Pero F(x)=—%— < 0, x=X,, X

Entonces Res(q,x) posee signos opuestos en x:chc,—S(lzlx. Esto es imposible,
dado que Res(q,x)=v({x}) > 0. El mismo argumento en (ypt;,¥p)
demuestra la unicidad de §,. Dado que G no se anula en xp,yy, este

argumento demuestra también que G solo se anula en x=X,,¥,,n > 0. O

Nota 2.3. Cuando ¢ > 1, G tiene aln ceros en {y,|n > 0} y en
{X,|n > 1}, los cuales son polos simples de q(x), pero G(Xy) # 0 (pues
G(0)=c > 0y lim G(x)=+00). Cuando c=1, q(x) tiene polos simples en
los puntos {x,|n > 0} y {ypIn > 0}, que son polos de F(x). Notese que si
X=Xy, ¥n» Xp» Y €S polo de g(x), lo mismo es cierto de —x. Esto se debe a la
simetria del sistema {qp(x)}.

Con las notaciones del Lema 2.3 y de la Nota 2.3, se tiene entonces que

Teorema 2.8 . El conjunto D esta conformado como sigue:

1) Si a > b entonces Dy={ +£%X,[n> 0}, donde 0 <Xy <Xy <...
< va-1b, Yn—wﬁ—\m (X debe omitirse si ¢ > 1, mientras que X=Xy,
n>0,si c=1). Ademas D;=0 si ¢ <1, mientras que D;={xy5} ,
y"(‘)>\15+xﬂ;, si /\>%, c > 2‘}\’11 y a~b (ie,l <%<1+e para
algiin € > 0 conveniente).

2) Si a < b entonces Dy=0 si c¢>
0 < xi < \b—na, si c<% yb>a (ie, bja>
Ademas, D, = {£¥,|n >0}, Vo> 7
Yp—Va + \bsic#1, ¥p=Ymn > 0,sic=1.

3) Si a=b entonces Dy=0. Ademas D;=0si ¢ <1 o 1 <c< 2—§AT;

* . 4 =
¥ Dy ={E¥sl, y0>\['5+\lg, si ¢ > 5oy

;l)-; Dy={=%xg}, con
M para algin M > 0).
1> ¥z > ... > @+,

Demostracion.

1) El argumento para demostrar que D, es como se ha descrito, resulta
inmediatamente del Lema 2.3 y de la Nota 2.3. Ahora, es claro que si ¢ <1
entonces G(x) > 0 en (z;,+00), 2,=\a+\b (las integrales en (2.42) son
convergentes en (lzl, +00), porque B < 0 en este intervalo). Supongamos
entonces que A > 3 y que ¢ > 1" Tenemos que

+00

Gz)=c + i(__ja_?_)zg & j =t -2 gy

1

y es facil verificar que
42 (1-c¢)

G(z) = ¢+ —37
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cuando a/b —1. Luego, G(z;) <0sia ~b, A >1/2 y ¢ >4)/2)-1.
Asi, en este caso existira yg € (z;,+00) tal que G(y5)=0, y yg es
necesariamente unico (véase la demostracion del Lema 2.3).

2) El argumento acerca de la composicion de D, es también consecuencia
del Lema 2.3 y de la Nota 2.3. En cuanto a la composicion de D, tenemos
que G(0)=c y que +00

G(zg)=c — /\—(\-}_—é_;—cz 22 & J e SU 22 du,

zp=\a — \b, ¢ =2/\(\J§ - \E) , y es facil verificar que

g2 +00
\I—;Z__l(:— e$ i[ e SUy—2A gy < 1.
Por lo tanto, G(zy) > c—(1—-c)=2c—1, i.e., G(zg) > 0si c > 1/2, asi G
no se anula en (0,zy) si ¢ > 1/2. Por otra parte, G(zg)+c—(1—c)=2c—1 si
b/a=+o00. Asi, si ¢ <1/2 y b> a, G(zp) < 0, y existira x5 € (0,2,),
necesariamente unico, tal que G(xg) = 0. Esto demuestra (2).

Para demostrar (3), recordemos que 2A > 1 cuando a=b. Asi mismo,
Dy=0 (dado que zy=0). Ahora, A=B=-)\y z;=2va. Luego, si ¢ < 1
entonces

1

G(x)=c+ A(1-c¢) a1l gx? J(l—ﬂzu)’\—l(l—u)’\—ldu >0
o
para x € (2va,+00),y D; = 0. Por otra parte, xixpwoG(x)zl sic> 1,y
1

21—
Gley)=c +4x{1 =) § (1 ~u)2 ¥ 2 dumba 20Vt s
! 21
0
Por lo tanto, si 1 < c¢ < 2—3'1—1— entonces Dlzﬂ; pero si ¢ > _2§’)1

entonces G(z;) < 0, y existird y; € (2va,+o0), lnico, tal que G(yg)=0.

0

Como D, C [-N,N]-L, es claro que D,,C D |J{0}. Para determinar
completamente D,, s6lo queda por establecer entonces que:

Teorema 2.9. El punto x=0 esta en P, (y por tanto en D) siy
solosi b <a. Ademas,
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v({0})= (2.48)

c((l +9)(1 —23—2’\—1 - 1) +1 |

Demostracion. Hemos visto que 0 ¢ P, si a=b. Cuando a > b, la.s
integrales en (2 39) son convergentes. Por lo tanto, hmoxF(x)
gém G(x)=c, asi que llmoxq(x) 0,y 0 ¢ P,. Ahora, si b'< a entonces
¥2% esun polo de F(X)'%y  lim_ G(x) = ¢ + (1—c) Res(F,0). Porlo

X—00
tanto
) R _ Res(F,0)
v({0h)= géle’oxq(x)—-c + (1—c)Res(F,0)’

y (2.48) resulta de un calculo simple. 0O

§ 3. EL SISTEMA {¢{") (x)}.
Ya en (2.12) se ha establecido que

(n+1) (Yab )"
af () =_“(Téﬁ)— x R{(w), (3.1)

donde w es como en (2.4) y

o= Pafost 0.1 E)) o

es un polinomio de Pollaczek en (2.11). El sistema {qg)(x)} satisface, por
otra parte,
2 +1 2
x q2(x) = af241(0) + @ an-1(0)
(3-3)

+22+1 2)
x afiyr () = afd (0 + SRS afy_5(x),n > 0,

) =0, Px)=1,

Mediante (1.5), (1.23) y (3.3) es facil verificar, como en la Seccion 2, que

M(w@ +EERE@),n 20, (9

9n () ="—"13F1),
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con Ry(w) como en (3.2). De (3.1) y (3.9) se tiene entonces que la fraccion
continua q\1)(x) es

a0 =4 (1+ERDW) ), x ¢ [-N,N] (3.5)

con N como en (2.15). Ahora, el Teorema 3.1 en [13] implica que

[y

! |
u(l- ﬂzu)_A"1 (1 —u)—B_1 du

—

1- ﬂ2u)"A_l (1- u)—B—1 du

A+l 2|
2|F1 ( l ﬂZ)
L. 28 B420 on|

—B+1 AyT 1] (3:6)
oF1 ( | 52)
—B+1 |

o—°

con A, B dados por (2.14) y ﬁ:ﬁ(w):w—\|w2 —1, y ,F,; denota la serie
hipergeométrica. La parte absolutamente continua de la medida de

ortogonalidad u de {qg)(x)} es entonces

2|T(~B+1)|? 4 12
duc(x)=——l,,lrm+1),il(1—/32)A U e

A+l 1|
AT
-B+1 |

donde x denota la funcion caracteristica de L (dado por (2.16)) y A, B, 8

son funciones de w. Esto es consecuencia de (3.16) y (3.18) en [13]. Entonces
L C C#. Ahora determinaremos si L = C#.

5 x(x)dx,

(3.7)

Si zg=|va—{b| y 2z, =va + Wb, las relaciones (3.30), (3.31) de [13], y
(3.1), implican que
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(n+1)! (Jab
aft),1(z0)=(=1) —(A——Jrg—)n—)n% LA (5031) (3.8)

Y que

(a+1) (Yab )"

qgl)+1(zl)=Tl—)n— 1 L(z’\ 1) ( ;1),n >0, (3.9)

con 7y,%, dados por (2.22). De esto se deduce, exactamente como en el
Teorema 21, que

Teorema 3.1. Sia # b entonces zy y z, estan libres de masas de p y
L=C,,.
m

Mas interesante es que

Teorema 3.2. Sia=b entonces z,=2Va esta libre de masas, pero
zog=0 porta una masa de p. En este caso Cl‘:[—2ﬁ,0) U(0,2va], y0 es
interior a Cl"

Demostracion. Recordemos que A > 1/2. La afirmacion acerca de z; se
deduce de (3.9), como en el Teorema 2.1.
Ahora demostraremos que 0 es un punto de masa. La relacion de
ortogonalidad es

+00
J )(x) q(l)(x)dp(x)zz\n émny» m,n > 0, (3-10)
—00
donde
n! (142X ! (m+1)! 142Xy n+41.n
2“:_(_(1753%3%1’ ey T LR

(3.11)

También, de (3.4) y de la relacion de recurrencia de {qgl)(x)} , se deduce que

n!(vab =1
afn (x>-—7(;:,7);1—(<n+ 1)¥ab R{(w) +(n+2 ) bR{) () ) n>0,

(3.12)

y cuando a=b y z;,=0, que
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o (0)=(~ 1)“(“1) (<n+1)L‘2A D(0;1) - (n+2) LA, "(0;1)).

(3.13)
De (3.28) y (3.29) en [13] se deduce ademas que
2))
(2A—1) 1 (2Mn 41 _ 1

LA V(0;51)= 2/\_1( GrI 1), n>0, A#3, (3.14)

y, de (3.13), que
lal
Q2n(0) (/\+l) ,yn >0
Por lo tanto,
(an(O)) 1
- ,n>0
dn @A+,

Entonces

Mo o 1 1
0o (qy7(0) |
> (2+_)_=§:_L_:21F1( |1) 2_/%/\_T (3.15)

22+1 |

y dado que q(21n)+1( 0)=0, la afirmacién resulta del Teorema 2.4 en [13]. O

Nota 3.1. Bajo las hipétesis del Teorema 3.1 se deduce inmediatamente
del Teorema 2.4 en [13] y de (3.15) que

u({0) =255+ (3.16)

Observemos que cuando a=Db, 0 es un punto de masa sumergido de u.
Determinaremos ahora si 0 es un punto de masa aislado cuando a # b.

Teorema 3.3. El punto x=0 es un punto de masa aislado de p si y
solosi b > a. En tal caso

s 0=y (3.17)
2Fl( I )
22+1 |




SISTEMAS ORTOGONALES Y POLINOMIOS DE POLLACZEK 183

Demostracion. Debemos determinar cuando 0 es polo de q(l)(x), ie.,
a+b .

2ab’

ﬂ(w((])):—\l'-gl si b<a, B(w(0))=— % si b>a; A=-2), B=0 si

a>b; A=0,B=-2X si b > a. Por lo tanto gr_n’oxq(l)(x)zo sib<a,y

cuando xllrg xq(l)(x) # 0. Ahora, si a #b entonces w(0)=-

l)gr_n’oxq(l)(x) es precisamente el miembro de la derecha en (3.17) si b > a.

Esto demuestra el teorema. 0O

Ahora, los demas puntos de Dl‘ son polos de q(l)(x) y, necesariamenta,
ceros de

1
G(x) = J (1- %)~ A~1(1—u)~B-14qu.
)
Observamos al respecto que

1
F(x)= Ju 1- ﬂzu)—A_1 (1- u)_B_1 du
)

no se anula en el conjunto D de ceros de G(x). Una demostracion de este
hecho se encuentra en [13], Lema 5.1. Teniendo esto presente se demuestra,
de manera semejante a como hicimos con el Teorema 2.8, que

Teorema 3.4. El conjunto D esta dado como sigue:

1) Sia>b,D={ £X|n > 0}, donde 0 <X, <Xp4,,0n 20,y
Xp—Va—1\b.

2) Sib < a,D={+¥,|n > 0}, donde (con N como en (2.15)),
N>¥y>Vng1 > VE+\b, yp—va+b.

3) Si b=a entonces D=0.

También

Teorema 3.5. El soporte puntual de P, de p esta dado como sigue:
1) Si a > b, entonces PuzDU{O}zD#.
2) Si b > a, entonces PyzD:D 5
3) Si b=a, entonces P, ={0}, Iﬁlﬂz(b.

Nota 3.1. La matriz de Jacobi J de {qg)(x)} es (1.26), con

o T _ [E¥2A+1
3, =0, bonpy =\TAFT2 bon+2 & FE3 e el > 0. (3.18)
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A
La caracteristica més interesante del operador J(X )=JX es la de poseer al
0 como un valor propio sumergido cuando a=b.

§4. Observaciones finales.

Como mencionamos en la introduccién, los sistemas de polinomios
considerados en este trabajo se originaron en el estudio de algunos modelos en
fisica del estado sélido. Estos modelos se manejan usualmente por métodos
numeéricos o de simulacién, y de esta manera se prevé su comportamiento. En
el caso de nuestros polinomios, por ejemplo, existen evidencias que apoyan la
existencia del nimero infinito de niveles discretos de energia (bound—states)
y de resonancias en puntos de masa extremos, y de puntos de masa
sumergidos cuando a =b. Es también curioso que los datos disponibles
apoyan la existencia de puntos de masa extremos cuando estos son puntos
limite de masas discretas, una situacién que no hemos podido tratar.

Desde el punto de vista matematico, nuestros modelos refutan la
sospecha de que los puntos de masa sumergidos aparecian a través de un
proceso de cribacion solamente cuando intervalos que son disjuntos, y donde
al menos uno de ellos tiene un punto de masa extremo, se unen, o cuando
una masa aislada entre dos intervalos es a.t.rapada cuando los intervalos se
unen. En el caso de los polinomios {qg1 (x)}, por ejemplo, los intervalos
disjuntos de L se unen cuando a=b y aparece una masa sumergida, pero los
puntos extremos de estos intervalos estan libres de masas. Por otra parte, los
polinomios {qn(x)} tienen masas en los puntos extremos de los intervalos,
que se anulan cuando los intervalos se unen, y también se anulan las masas

aisladas en (\b—a , va—\b ) cuando b—a.
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