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ClERT AS PROPlEDADES lNTRINSECAS Y
EXlSTENClA DE PUNTOS FUOS
PARA ALGUNOS OPERADORES

por

L. NOVA G.

RESUMEN. Se estudiaran propiedades intrinsecas como

tambien existencia de puntos fijos para cierta clase de

operadores no necesariamente continuos que contienen a. las

aplicaciones no-expansivas y a las contracciones como subclases

propias.

§ 1. INTRODUCCION.

Estudiando el comportamiento de Operadores T: X --> X donde X es
un espacio de Banach y T satisface:

II Tx - Ty II ~ a II x -y II + b{ II x - Tx II + II y - Ty II }j

para analizar la existencia de puntos fijos, se ha precisado en subdividir en
ciertas subclases:

T f. A(a,b) ¢} II Tx - Ty - b(x - Tx + Ty - y) II ~ a II x - y II

T f. B(a,b) ¢} II Tx -Ty - b(x - Tx) II ~ a II x - y II + b II y - Ty II

T f. D(a,b) ¢> II Tx -Ty II ~ a II x - y II + b{ II x - Tx II + II y - Ty II }.

Palabras daves: Asintoticidad Regular, Iterativas de Picard, Puntos Fijos, Puntos

Periodicos.
Clasificacion de 1& AMS: Primaria 47H10. Secundaria 46A30.
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Claramente A(a, b) C B(a, b) ~ D(a, b) y SI a < 1, entonces

D(a,b) ~ .D(O, ~~:).

Algunos aspectos de la clase A(a,b) fueron presentados por el Dr. W.
Derrick durante el Congreso Internacional de Analisis Funcional en honor
al Profesor M. Valdivia en Pefiiscola-Espafia (1990). Aqui se mostraran
algunos aspectos de la clase B(a,b).

§ 2. PROPIEDADES DE LA CLASE B(a,b)

Observese que D(a,b) ~ D(a',b') si a ~ a', b ~ b' , adernas todo
operador esta en la clase D(I, 1); por 10 tanto son de in teres los casos
a < 1 , b < 1 , a = 1; b = 1.

Teorema. 1. Sea T en la clase B(a,b) con a < 1. Si (xn)n es una
sucesion tal que (I -T)xn -+ 0 cuando n -+ 00, entonces (Txn)n y
(xn)n
son sucesiones de Cauchy Y (xn)n converge al unico punto fijo de T.

Demostracion, Como B(a,b) ~ D(a,b) ~ D(O, ~~b) (la ultima
inclusion se tiene solo en caso de que a < 1), entonces rTxn)n es una
sucesion de Cauchy si (1-T)xn -+ O. Ademas por la desigualdad
triangular (xn)n tarnbien es sucesion de Cauchy y ambas tienen que
converger al mismo punto: z (X como:

II Tz - TXn - b(z - Tz) II ~ a II z - xn II + b II xn - TXn II,

tomando limite cuando n -+ 00, conclulmos que (I+b) II z - Tz II O.
e.d. z = Tz. 0

Observese que T: Co -+ Co definida por T(xI' x2"") = (1, xl'
x2"")' satisface que T e B(I,O), con a = 1, b = O. El conjunto de puntos

fii d T A..' (n-I n-2 1 0) t II T IIIJOS e es Of' y SI xn = 11' 11' ..., ll' ,... , en onces xn - xn

= ft -+ 0 cuando n -+ 00, pero (xn)n no converge en Co'

Notese que la condicion del Teorema 1 se cum pie para la sucesion de
iterativas de Picard alrededor de cualquier punto, es decir,

Teorema. 2. Si Testa en fa clase B(a,b) con a < 1, entonces T
es asint6ticamente regular en todo punto.
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Demosiracion: En efecto, a partir de Xo (arbitrario), definimos
x = xn = TXn_l = T nxo' y = xn_I. Como T f B(a,b), entonces

Por 10 tanto,

Iterando este proceso n veces, tenemos que

y puesto que a < 1, entonces se obtiene 10 deseado y de acuerdo al
resultado del Teorema I, la sucesion de iterativas de Picard de T
alrededor de cualquier punto converge al unico punto fijo de T. 0

Otra caracteristica que tienen los operadores T en la clase B( a, b)
con a < 1 esta dada por el conjunto de puntos periodicos de orden 2, al
cual denotaremos con Per2(T).

Teorema 3. Sea T e B(a, b), a < 1. Per2(T) = FT
= {z e X / Tz = z}.

Demostracion, Sea z e Per2(T), como T f B(a,b), entonces
para
x = z, y = Tz, se tiene que

IITz - T2z - b(z - Tz) II < a IIz - Tz II + IITz - T2z II

es decir
(1+b)IITz-zll ~ (a+b)lIz-Tzll

y puesto que a< 1, entonces z = Tz. Usando la desigualdad triangular
de la norma y el hecho de que T e B(a,b), entonces tam bien se tiene que:

IITx-Tyll ~ ~~~ Ilx-yll +1~\ Ily-Tyll· (*)

II(Tx-x)- (Ty-y)11 ~ ~~~ IIx-yll + 1~\iIY-TYII. (**)

Si en (*) intercambiamos los papeles de x y de y y surnamos,
obtenemos que
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es decir T c D ( ~~~ , l~b)' N6tese que l~b < 1. Si en (*) y = Ty,
entonces

y si ademas a < 1, entonces T es cuasi-no-expansiva.

De otra parte, si en (*) y = Ty. y xn-- y, entonces TXn -- y, es
decir, T es continua en FT (si FT 'I ¢J) y en consecuencia
(I - T) xn -- 0 (cfr. Teorema 1).

Si en (**), y = Ty, entonces

IITx - x II ~ ~~~ II x - y II
y asi, si y {FT, a < b, entonces r1(y) = {y}. 0
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