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DINAMICA NO MARKOVIANA EN
COMPLEJOS

DE COLISION ELECTRON-MOLECULA

por

HERNAN ESTRADA

ABSTRACT. It is studied the time dependent description of

electron-molecule collision complexes is studied. It is shown that

the equation of motion for the. wave packet is non-Markovian,

that is, the time development depends on the previous history of

the system. The integro-differential equation of motion is

explicitly solved.

§ 1. INTRODUCCION.

Esta contribucion esta orientada hacia la exploracion, desde el punto de
vista de la dependencia del tiempo de la dinarnica de la colision electron-
molecule, Los metodos dependientes del tiempo que emplean paquetes de
onda son hoy en dia muy comunes y de gran interes en los campos de la
dinamica de las reacciones moleculares [1,2,3].

Una de las caracteristicas mas atractivas de las formulaciones
dependientes del tiempo, que hacen uso de los paquetes de onda, es
que dan una interpretacion facil, asi como una idea intuitiva acerca del
proceso fisico [4,5].
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El tratamiento exacto del problema de dispersion electron-rnolecula
dentro del fo'rmalismo de proyectores conduce a una ecuacion dependiente del
tiempo para. la dinamica nuclear con un termino de potencial efectivo que es
complejo y no local, tanto en el espacio como en el tiempo. POl' tanto, al ser
no local, contiene efectos de memoria, 10 cual da lugar a que la dinarnica del
proceso de colision resonante de electrones con moleculas sea un proceso NO-
MARKOVIANO en la descripcion exacta.

EI interes en este articulo es el de obtener soluciones exact as de las
ecuaciones de movimiento no-rnarkovianas para modelos sencillos de
resonancias en procesos de colision electron-molecula. El metodo eficiente
desarrollado para resolver las ecuaciones nos permite identificar los efectos
no-markovianos del proceso.

Vale la pena anotar que aparecen con frecuencia ecuaciones no-
markovianas en la descripcion de problemas de la mecanica estadistica como
es el caso de la ecuacion generalizada de Langevin para las reacciones del
estado liquido, los problemas de interaccion de un sistema cuantico con el
medio, la relajacion terrnica de sistemas que interactuan con banos de calor,
etc [6,7,8].

§ 2. ECUACION DE MOVIMIENTO.

La descripcion dependiente del tiempo para la dinamica de la colision
electron-rnolecula se obtiene a partir de la ecuacion de Schrodinger,
dependiente del tiempo:

i ()11/>~~~ = HI1/>(t)~ , (1)

siend~ 11/>(t)~ el vector de estado dependiente del tiempo y H el
hamiltoniano que describe las resonancias [9]:

H = l¢d>[Tn + Vd(R)]<¢dl + Jk2dkdokl¢k>[Tn + VoCR) + k2j2]<¢kl +

J k2dkdflk(l¢d> Vdk<¢kl + I¢k> Vkd<¢dl) (2)

don de Tn es el,operador de energia cinetica del movimiento nuclear, VoCR) la
curva de energia potencial de la rnolecula blanco, Vd(R) la curva de energia
potencial del estado discreto, el cual esta acoplado con el continuo mediante
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el elemento matricial Vdk: Por simplicidad, en este trabajo solo
consideraremos molecules diatomicas, EI doble ket en (1) 10 utilizamos para
designar los vectores en el espacio de Hilbert combinado del movimiento
electronico y nuclear.

Cuando definimos los estados electronicos como

l1/>d(t» = <¢>dl1/>(t»>

l1/>k(t» = <¢>kl1/>(t»> I

(3)

se obtiene el par de ecuaciones acopladas:

(4-a)

(4-b)

con

Ho = Tn + Vo(R)

Hd = Tn + Vd(R)
(5)

que corresponde a los hamiltonianos vibracionales de la molecula y del estado
discreto respectivamente. La ecuacion (4-b) puede ser solucionada
formalmente como una ecuacion diferencial de primer orden no-homogenea,
Al reemplazar esta solucion en (4-a) se obtiene:

don de

(7)

Para el caso de los procesos de colision resonante electron-rnolecula, la
condicion inicial apropiada es:

(8)
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siendo ki el momentum del electron incidente y Iv> el estado vibracional
inicial de la molecula,

Adoptando la representacion de coordenadas en el espacio de Hilbert del
movimiento nuclear:

(9)

se llega a la ecuacion basica de movimiento para el paquete de onda que
representa el proceso de colision:

(lO-a)

(IO-b)

donde Ko es el propagador de Feynman para el movimiento nuclear en la
molecula blanco:

(11)

EI micleo F(R,R';t-t') que da cuenta de los efectos del acoplamiento del-
estado discreto con el continuo y por 10 tanto del decaimiento de la
resonancia, es complejo y no local tanto en el espacio como en el tiempo. Por
10 tanto, la evolucion temporal del paquete de onda que describe el
movimiento nuclear tPd(R,t) esta determinada por el valor de tPd en todos
los instantes de tiempo anteriores, a partir de la formacion del complejo de
colision, esto es, el paquete de ondas posee una MEMORIA de su historia. El
nuclei> F(R,R';t-t') se denomina el "kernel de memoria" de la ecuacion de
movimiento. La existencia de la memoria en la evolucion del paquete de
ondas implica que el proceso es estrictamente no-markoviano.

Diversos aspectos de dinamicas no-markoviana han sido discutidos
rigurosamente en problemas de fluorescencia atornica por Wigner y
Weisskopf [11,12,13]. Las ecuaciones no-markovianas ,de movimiento juegan
en general un papel esencial en la mecanica estadistica del no-equilibrio
[14,15].
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§ 3. SOLUCION DE LA ECUACION DE MOVIMIENTO PARA
SIsTEMAS MODELO.

La solucion de la ecuacion integro-diferencial (1O-a) no es un proceso
sencillo, incluso para el caso mas simple de una sola coordenada vibracional.
Como un paso inicial hacia la solucion de este problema, consideramos la
dinamica en modelos con ciertas simplificaciones que nos permitan desarrollar
tecnicas eficientes de calculo.

La clase de modelos que consideramos aqui ha sido introducida en
trabajos anteriores dedicados al estudio de diferentes aspectos de resonancias
y efectos umbrales en dispersion electron-molecule [16, 17, 18]. Las
simplificaciones basicas son aproximaciones de potenciales arrnonicos para Hd
y Ho:

- . 1 2
Ho=Tn+~R

Hd = Tn +!wR2 +{ + II:R

(w, e, II: son constantes caracteristicas de los potenciales moleculares). La
varied ad de aplicaciones estudiadas han mostrado que tales modelos
armonicos son utiles para profundizar en la dinamica de las colisiones
elasticas e inelasticas con excitacion vibracional [16,17,18].

(12)

La funcion I'(E) definida como

(13)

esta parametrizada de acuerdo con la ley de Wigner [19]:

f(E) = A(E/B)' + 1/2e - E/B, (14)

donde I, representa la onda parcial mas baja en la que la resonancia puede
"decaer de acuerdo con las reglas de simetria; A y B son constantes y E es la
energia del electron incidente.

Para este modele de f(E), el kernel de memoria F(R,R';t-t') se puede
obtener en forma cerrada. La representacion matricial de F en la base de las
funciones propias del hamlltoniemo de la molecula blanco es diagonal, con
elementos matriciales dados por
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F = I ( ) -(v+1/2)WTvv 1 T e
(15)

Fvv contiene tres dependencias de tiempo caracteristicas, una oscilatoria con
frecuencia VW, un decaimiento de corto tieII1fo determinado. por B-1, y otro
de tiempo largo gobernado por t - (l + /2). Este ultimo es bastante
importante para aquellos sistemas en los que se puede tener I < O.

§ 4. METODO DE SOLUCION.

Como un intento para obtener la solucion de este problema desarrollamos
un procedimiento eficiente y simple para obtener la ecuacion (10-a), en la
variable tiempo, para la clase de modelos introducidos.

Primero desarrollamos el paquete de onda en terminos de las funciones
base del oscilador arrnonico Xv(R) (funciones propias de Ho)

00

?/Jd(R,t) = LCv(t)xv(R) .
v=o

(16)

Mediante este desarrollo, la ecuacion (10-a) se convierte en un sistema de
ecuaciones integro-diferenciales acopladas en la variable tiempo.

i dCv(t) = ~ H(d),C (t) + ~Jtdt'F (t-t')C (t')
dt L.J vv u Z vv vv=o 0

(17)

Para el oscilador arrnomco desplazado Hd, la representacion matricial es
tridiagonal

H(d) = (v/2)1/2K,vv±1 (18)

A continuacion desarrollamos los coeficientes Cv y el kernel de memoria en
terminos de los polinomios de Laguerre:
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K
Cv(t) = L cSi3) L{lyt)e - -yt/2

13=0
K

F vv(t) = L FS':J Lckft)e - -yt/2
0=0

(19)

El parametro de escala I es arbitrario y se toma para optimizar la
convergencia de estas expansiones. Estos desarrollos fueron motivadas por el
hecho de que la convolucion integral de polinomios de Laguerre es de nuevo
una combinacion lineal de polinomios de Laguerre [20]. Se debe recalcar que
solo mediante esta expansion .es posible resolver las ecuaciones integro-
diferenciales.

Los calculos de los coeficientes de expansion FSc:} son relativamente
largos y su forma explicita se encuentra en la referencia [21]. Reemplazando
(19) en el conjunto de ecuaciones acopladas y comparando coeficientes
iguales, obtenemos lassiguientes ecuaciones lineales:

+ i~ ~ FS':J[I'Ce - 0 - 2-(31'+1)Ce - 0 -1+(31'+2)Ce - 0 - (l'+l)Ce - 0 + 1]

(20)

Este conjunto de ecuaciones se resuelve en forma univoca al considerar las
condiciones iniciales (8), que indican que la molecula blanco se encuentra en
su est ado base vibracional:

1/ = 0,1,2, .... (21)

Teniendo en cuenta ademas la tridiagonalidad de H(d)" la expresion (20) sevv
puede escribir en forma compacta como

(22)

siendo kv un vector cuyos elementos son cSi3), I' = 0,1,2, .... K. Las matrices
Xv, Xv' l..v son rectangulares con K filas y K + 1 columnas. La condicion
inicial (21) se incorpora como se describe a continuacion: aumentamos las
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matrices XI" XI" 1.1' en una fila, adicionando esta en la parte inferior para
tener matrices cuadradas de orden (K + 1) X~,X~, 1.~. Para la matriz X~ los
elementos de la ultima fila son la unidad, mientras que para X~ y 1.~ estos
son cero .. En este caso se tiene:

(23-a)

X~kl'-1 +X~kl'+Z~kl'+ 1:::;:0, v = 0,1,2, ... (23-b)

don de !! es un vector(K + 1) dimensional con elementos:

f3 = 0,1,2, .... K , (24)

Las ecuaciones (23) se pueden escribir en forma equivalente como un sistema
no-homogeneo de ecuaciones lineales en forma de supermatriz:

V' lL' ko !!~ !!:()

X, y, lL' k1 0-1 -1 -1
X, y, I' k2 0 (25)-2 -2 -2

X, X!i lL' ~ 0~ .!;J

Para resolver este gran conjunto de ecuaciones en forma eficiente, hacemos
uso de la estructura tridiagonal de estasupermatriz, que permite construir la
inversa como una matriz de fracciones continuadas.

Para obtener las
hacemos kM + 1 = 0
(23):

expresiones en terminos de fracciones continuadas,
para un gran valor de M, y se obtiene a partir de

(26)

Haciendo uso repetido de la relacion de recurrencia (23-b), se obtiene una
expresion de kM _ I' en terminos de kM _ I' _ 1:

CM = - (y,-, -Z,-", (VM' --I' -M-V -M-V..!. -v + 1

Z ( r'x )-lX' )-lX' C-M-V+l ... -M-V+2 -M-V+1 -M-v-M-I'-l·

(27)
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Colocando V = M - 1 y usando (23-a) obtenemos para £0 una matriz de
fracciones continuadas. Los kv con v>O se calculan a partir de (23-b) por
recursion.

Este esquema, junto con el calculo recursivo de la matriz, es un metodo
numerico eficiente para resolver la ecuacion integro-diferencial (10) en las
variables de posicion y tiempo. Todas las expresiones obtenidas son
numericarnente estables. En los calculos se utilizaron cerca de 50 funciones de
base de oscilador arrnonico (x, v=O, ... , 50) y cerca de 100 polinomios de
Laguerre (a, (3=0, ... 100), 10 que significa una matriz de dimension de
5000 x 5000 en (25). Una vez calculados los coeficientes Csa), el paquete de .
ondas tPd(R,t) se calcula a partir de (16) y (19) con ayuda del calculo
recursivo de los polinomios de Laguerre y de Hermite [20].

Para considerar solo la parte esencial de la dinamica del paquete de
ondas, es adecuado introducir la probabilidad de supervivencia del paqute
definida como

(28)

Para el conjunto de parametres (1=1, A=1.482, B=0.625, w=0.3, e=0.5,
K=-0.25) que describen aproximadamente la colision de electrones con
moleculas de fluor [22], la probabilidad de supervivencia (figura 1 linea
continua) muestra un decaimiento no-monotone en el tiempo, 10 cual puede
explicarse al considerar que los electrones una vez capturados son
inicialmente liberados y luego recapturados del continuo, por la
interconversion de la energia electronica y vibracional. El comportamiento
no-monotone de S(t) es un efecto caracteristico de la memoria. Para
comprobar esto se considero en la ecuacion (6) el reemplazo de F(t-t') por un
terrnino estrictamente local que garantice que el proceso sea markoviano [21].
La solucion y el calculo de S(t) para este caso es una tarea mucho mas
sencilla y no se describe en este trabajo. En la figura 1 se muestra tam bien la
probabilidad de supervivencia para el caso markoviano (linea punteada). Es
evidente el caracter monotone de esta aproximacion markoviana.
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Figura 1: Probabilidad de supervivencia
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