
LA TRANS}~RMADA Z
por

D;LOPEZ y E.OBREGON

l.-I n t rod u c c i 6 n. En muchos sistemas lineales aparece en u-
ho 0 mas puntos la informacion en forma discreta. Un sistema que opera
en esta forma se denomina un sistema de informacion discreta. Por ejem-
plo, un sistema en el cual se haya introducido un computador digital, es-
tara sometido en algunas de sus partes a una informacion discreta (una
sucesion de ntimeros). En la practica, un sistema que opera con informaci
on continua puede en muchos casos beneficiarse (en £u estabilidad y en
su funcionamiento) con la introduccion de senales discretas. Esto, suma-
do al hecho de que el almacenamiento y la transmision de se~ales discre-
tas son faciles y seguros, hace que el estudio y analisis de este tipo
de sistemas hayan tornado hoy en dia tanta importancia dentro del campo
de la Ingenieria de Control. Los pasos mas importantes en el analisis de
un sistema con informacion discretas son: a) la descripcion matematica
del proceso de obtencion de la se;al discreta: b) la descripcion matema-
tica del proceso de reconstruccion de la informacion recibida; c) la r6-

lacion entre las variables de excitacion (entrada) y de salida del sist~
rna, mediante un me odo operacional conocido bajo el nombre de trans forma·
cion Z.

2.- El proceso de obtencion de la senal discreta. En la figura 1 se
representa esquematicamente el proceso de obtencion de la senal discreta.
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La funcion f(t) es pasada por ·un interruptor, el cual cierra por un es-
pacio muy corto de tiempo cada T segundos. La salida del interruptor
nos dara una se;al discreta, la cual denotaremos por fJ(t). Debe anotar-
se que esto es solamente una representacion esquematica del proceso, y
que por consiguiente, el mecanisme que produce el muestreo de f(t) pue-
de ser de tipo mecanico, electronico, 0 aun puede no existir, en el sen-
tido de que la funcion que nos·interese ya venga en forma discreta (como
en el caso de un radar 0 de un computador digital). El intervalo T es
en general constante, aunque existen hoy en dia teorias matematicas para
manejar el caso en el cual el es variable. En este articulo nos limitare
mos unicamente al primer caso.

La funcion que aparece en la figura 1 es una idealizacion del caso r~
al, ya que en la practica e1 interruptor permanece cerrado durante un in-
tervalo de tiempo E. En otras palabras, La f'unci Sn flt(t) consiste en La
realidad de u.na sucesion de escalones finitos de duraci6n E cada T s~
gundos. El analisis de senales discretas del tipo anterior presenta difi-
cu.ltades y, por otra parte, en la practica no aporta mayor beneficio a la
solucion del problema. Por esta ra20n nos reduciremos a considerar que
ft(t) consiste de una sucesion de impulsos de magnitudes f(T), f(2T), .•.,
f(nT), ... :.Para expresar matematicamente f*(t) definimos la funcion
transportadora 6T(t) mediante la formula:

ill

6 T ( t) =n~ 06 (t - nT)

Debe entenderse aq u i , que la furici Sn 6(t) es la f'unci.Snde DIRAC, cono-
cida tambien como la funci6n impulso unitario. La figura 2 muestra una
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Figura 2

6T(t); por tanto,representacion grafica de la funci6n
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,.
f (t)

o tambien,
00

~ f(t)6(t - nT)n=o
GO
n!0 f(nT)6 (t - nT)•

(3)

Como -c;(se es la transformada de LAPLACE de 6 (t - 0(,), tenemos

00
~ f(nT)n=o

-nTse

Si llamamos F-(s) la transformada de Laplace de f-(t), es facil obte-
ner de (4) que

3.- Reconstruccion de la senal recibida en forma discreta. Una vez re-
cibida la se~al discreta, es necesario, en muchos casos, convertirla en u-
na funcion continua. Este problema ha sido bastante estudiado, y una des-
cripcion completa de el se sale de los limites de este articulo. Sin em-
bargo, haremos un breve resumen del metodo seguido. El proceso general
consiste en extrapolar una senal, con base en la informacion obtenida a~-
teriormente en forma disoreta. Naturalmente, esto requiere que se asuma a
priori la clase de funci6n que mejor se ajusta a la funcion que va a re-
construirse. En ~eneral, una extrapolacion polinomica de orden cero u or-
den uno es, en muchos casos, aceptable; sin embargo, puede ocurrir que sea
necesario obtener aproximaciones de orden mayor. En la figura 3 puede ver
se la reconstruccion de orden cero y de orden uno de una funcion ret). Bs
sencillo prQbar que para el caso de orden
polinomica esta dada por

m·, la formula de extrapolaci6n

renT + &") =

o~ 0" < T (6)

Asi, por ejemplo, para e1 caso de orden cero, renT + l;) '" r(nT), 0 ~ 0" < T,
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0, 10 que es equivalente,

Por 10 tanto,

si ret) l(t), entonceB

1-
-Tse G (s)

os

(funcion de transfarencia).
En forma de diagrama se tiene que

r".W;(t) ~ r ('--"t-"-.)_~
--~"'--...:~~~---o - ~

~reconstructor de G
o
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En forma similar, la reconstruccion de orden uno serial

-r«t1----i ' ; T, (' _:-T')2 ~r, (tl ~
. l\\K

reconstructor 01

Fuera de las extrapolaciones polinomicas, tambien son posibles las de
tipo exponencial, las cuales se basan principalmente en el desarrollo en
serie de 0 (s) y la posterior eliminacion de terminos de exponentes muym
grandes de la dicha expansi6n. Por ejemplo, para el caso del reconstructor
polinomico de orden cero, 0 (s), este puede ser aproximado por T(l+Ts)-;o
y esta funcion de transferencia puede ser simulada por un circuito elec-
trico con un condensador y una resistencia. En las aplicaciones en las
cuales ~ es pequeno, los circuitos de este tipo so estan bastante indi-
cados.

3.- La transformaci6n Z. Hemos vista en el numeral 2, ecuacion (4),
como la transformada de Laplace de la funcion f~(t) viene dada por

_40() <Xl ) -nTsl<Y~ s = L: f (nT en=o

La apar-i ci Sn de
Asi tendremos

s en la forma Ts
e Tssugiere el cambio de variable e =z.

(8)

se denomina la transformada Z de la funcion f*(t).
Las caracteristicas de la transformacion Z pueden analizarse como siguel

( -Ts)-l 1\ ( )l-e = ~T s

Usando el teorema de multiplicacion real para las transformadas de Lapla-
ce, tenemos:

F'iC(s)
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1 a+j<JO
.. 2nj J" F(p) .6T( s-p) dp

a- Joo

donde P
f

< a < Re(s)y y Pf es la abseisa de eonvergenoia de f(t).

La evaluaeion de la integral (9) se haoe mediante una integral de contor
no, eerrando la trayeetoria de integraeion en el lado izquierdo 0 en el
lado d recho del plano y evaluando los residuos en los diferentes polos
eneerrados. (Es de anotar ~ue en los easos ordinarios, los polos de F(p)
estan situados en el lado izquierdo del plano p.) Los polos de
-T( s-p)l-e ocurren en los puntos

21ln J"p = s + T n =0, ±l, ±2, ... ,

por 10 tanto, si la trayeetoria de integracion esta cerrada por 1a dere-
eha, ineluiremos soloun numero infinto de yolos} mientras que si la tra-
yeetoria esta eerrada por la izquierda, solo se ineluira un nlimero finito
de polos (figura 4).
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Figura 4
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Usando el contorno r1 ' tenemos:

luego: F (.)
n=+oo 21: F( s nn j)
n=-oo + T (10)

Usando e1 contorno r2 ' tenemos

.; F(P~ dp
-T s-p)l-e

res
(F)

F(p) dp (n)
-T(s-p)l-e

Usando 1a variable z, tenemos

F(z) • t re s _F;..:.l( p~)~-
(F) l_ePTz-1

De 1a ecuacion (12) puede deducirse que si F(p) tiene un nUmero finito
de polos, la transformada Z es una funcion racional en z-l ( 0 en z).

() -o.t ) / )Ejemplo. Si ft· e ,entonces F(p ..1 (p+~ • La transformada Z
sera entonces

F(z).. res
POO-GI.-

1
- -efT-li-» -z

5.- Inversion de la transformacion Z. De acuerdo con la ecuacion (8)

El proceso de inversion requiere encontrar una relacion que exprese de rna-
nera expllcita f(kT). Multiplicando por zk-l en (8), obtenemos

() k-l 00F z.z = 1:n=o

y aplicando el teorema de la integral de CAUCHY, encontramos
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__1__ ~ F(z)zk-ldz = f(kT), k=0,1,2,... (13)2nj r

donde r encierra todos los polos de F(z ) zk-l. Normalmente, si el sis-
tema es estable, los polos de F(z) estaran incluidos dentro 0 sobre 1&
circunferencia Izi = 1, 10 cual hace que generalmente se tome esta our-
va como r . La formula (13) nos proporciona la relaci6n necesaria para la
inversion de F(Z).

Ejemplo. Sea

F (z) 1 z
-aT -1l-e •z -otTz-e

entonces,

es decir,

1 k -«kTf(kT) ~
z dz2nj -~T e

Iz 1=1 z-e

f"(t ) 00 e-clnTo(t_nT)l:n=o

En muchas situaciones practicas, en las cuales solo es necesario el
conocimiento de unos pocos t~rminos de La serie representativa de f.(t),
puede utilizarse el metodo de division de fracciones parciales. ASi, par
ejempl0, si

F (z)

Q) -n
l: a zn=o n
00 -~l: b. Zn=O ~

+ •••

tenemos

EJemplo. Si F(z) = 1/(1 _(0,2)z-1), y si efectuamos la division indi
cada tenemos

-1 ( ) -2 ( ) -3F (z) = 1 + (0,2) z + 0,04 z + 0,008 z + •••

y por consiguiente:

f*(t) = 1.6(t) + (0,2)6(t-T) + (0,04) 6(t-2T) + ....
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En este punto es interesante anotar que una de las grandes ventajas del
uso de la transformacion Z es que su inversion (de acuerdo con 10 ante-
rior) puede efectuarse num~ricaments.

6.- Algunos teoremas sobre la transformacion Z. a) Adicion: Si f1(t)
~ ~(t) son funciones que admiten transformaciones de Laplace, entoncesl

En efecto: por definici6n,

= 1; rf (nT) ± f2(nT)1 z-nn-o t 1 'l

Fl(z) :± F2(Z).
b) Multiplicacion per una constantsl Z[af(t)] - a.F(z), donde a

es una constante.
c) Translacion .!:!!:It Z f(t,fnT) = z-~ (z), donde n as un entero.
En efecto: por definici6n,

Z[f(t-nT)j = -n 00 ( )-kz kLnf kT z

perc 00 ( )-kkLnf kT z = 0, luego

d) Transla.cion compleja: Z[e-atf(t)] = Z[F(s+a)] _ F(ze+aT). ~
F(z) = zlf(t)).

Por definicion,
00
En=o

-anT ( )-ne f nT z

llamando y aTe z , tenemos

F(y)

e) Valor inicial: f(O) =~m F(z)

F(z) = f(O)zo + f(T)z-l + f(2T)z-2 + ••••
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Por consiguiente. r (o) = ~F(z)

f)Valor final: f(ee) =~~ (l-z-l)F(z)

7.-Funcion de transferencia discreta. Para un sistema con operaci6n
contInua, las caracter1sticas del sistema estan representadas por una
funcion de transferencia

O(B) = C(B)/R(s)

Esta funcion de transferenoia es la transformada de Laplace de la fun-
cion de salida correspondiente a una excitacion de impulso 6(t). Para-
un sistema con informaoi6n discreta, existe una funci6n analoga, la oual

IE Gl:l.) ~
\"-- - - - -- -- -_.,/ C*(t)

rlt;r;;-~ ~(S) ~~(Z)
R($) R(~)I i C (s)

r-(t) J G(s) f c(t)
RCs) 1 ...... C(t)"

S L5teh'ld Co"i(nuo

Figura 5 Figura 6

llamaremos funcion de transferencia discreta. Llamando get) a la fUn

cion de salida correspondiente a un impu1so 6(t),podremos escribir

c (mT) = reO) .g(mT)o

que nos es otra cosa que la salida en el tiempo mT debida a una excita
cion en el tiempo 0, r(0)6(t). En general, cn (mT) es la salida en
ef tiempo mT debida a una excjtacion en el tiempo nT, r(nT)6(t-nT)/.
c (mT) = r(riT)g(mT-nT) (figura 7). Por tanto, la salida total en el
n
tiempo mT debida al tren r*(t) sera:

C(rnT)
m
1: r(nT)g(mT-nT)n=o

como g(-t-pT) = 0 para pT> t, tenemos
. (J)

c (mT) = 1: r(nT)g(mT-nT)n=o
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Ahora, por definici6n

C(mT)6(t-mT),

C(z)

Por tanto,

y haciendo
g(kT) ..°

c(z) - 'E ~ r(nT)g(mT-nT)z-m,m=o n=o
k = m-n, tenemoB C(z)..k~ ~ r(nT)z-ng(kT).-k,y como=-n n=o
para k < 0, entonces

() 00 CD ( ) -n ( )-kC z = k~o nEor n'l'z g kT z •
:><llida

",,'1')

"1'

,
Figura 7

generacion de c-(t)
La Burna (17) puede ser separada en una surnaen k y otra en n, con
10 cual

Ejernplo: Si O(s) - l/(s+a) y get) e-at, entonces
a(z) ..l/(l_e-dT.z-l).

Si la excitacion
y R(z) = l/(l_z-l);

es una funcion unidad u(t), entonces R(s) = lis,
luego C(z) = 1/ (l_e-dT.z-l)(l_z-l). Invirtiendo,
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c(nT) _1_
21tj

n+lz
-itTz- e

Por consiguientea
1 -aT(n+l)
- ec(nT)

+ li~aT(zn+l/(Z-1~)
z--oe

1 + -aT
~~ ( -aT)n+ ••• + e

La deduccion de (18) se basa en la hipotesis de que un elemento
continuo esta colocado entre r'l(t) y c'Jt(t)• Sin embargo, podrfa oou-
rrir que en vez de un e Lenerrto ccn t inuo , tuviesemos uno digital ( por e-
jemplo, un computador que efectue opbraciones aritmeticas sobre una in-
formacion discreta). Aun en estos casos es posible definir una funci6n
de transferencia, como 10 veremos en 10 que sigue.

El caso mas corriente es averiguar la salida en el instante C(nT)
con base de combinaciones lineales de excitaciones y salidas previae. A-
si,

k
+ .Llb.C((n-i)T)
l.= 1

c (nT)

Multiplicando por -nz , tenemos

m
.E a r«n-i)T).
l.=0 0

( ) -n k
c nT z +. E

l.=0
« .)) -en-i) -ib.c n-l. T z z

l.

OJ) m ( ( .)) - (n-i) -1- ~ .L a r n-l. T z z
1'=0 1.=0 0

(teniendo en cuenta que c(t) = 0 para t < 0); es decir,
ao
En=o

00
En"o

+ ••• +

luego:
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-1 -m

ffit a + a z + ••• + a zC z _ .....::o__ l~:-- m:::......;:--
R z -1 -k1 + bIz + ••• + bkz

Definimos D(z) como La funcion de transfe:r:enciadel computador digital.

Ejemplo: Integraci6n num~rica. Queremos encontrara la integral de la
funcion x(t) en el intervalo [0, to):

t
yet) J x(A)dA

°
Hagamos: (n-l)T

y(nT) - J x(A)dA
o

nT
+ J x(A)dA
(n-l)T
nT

= y«n-l)T) + J x(A)dA
(n-l)T

= y«n-l)T) + (nT - (n-l)T)x(t#)
n

donde (n-l)T ~ t~ ~ nT, en virtud del toerema del valor medio para las

integrales. Por consiguiente:

y(nT) c y((n-l)T) + T.x(t')n
y

( #) -n+, T.x t ·z
n

de donde
00 ( ) -n 0:> (( )) -(n-l) -1L y nT z D L y n-l T z znco nco

00 (#)-n+ L Tx t znco n

GO ( ) -n+ T. L x t# Z " (20#)nco n

perc yet) ° para t < 0, luego y(-T) = 0. Por consiguiente:

Reemplazando en (20#), tenemos:

T'E x(t')z-nnco n
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y

Y(z) '"_T_
-1l-z

T pequeno,
t rapo Lac i Sn,

Es evidente que t' depende de X(A) , de
n

x(t') puede ser aproximado por
n

As! tendremos de (2), y us~ndo

T ;:{de n, sin embargo, para
alguna da las for!JIulasde e~
x(t') ~ x«n-l)T),

n

) T oe nly(z = ------ E x(nT)z- - =l_z-l n=-l
-1

..~ X(z);
l_z-1

-1Tz
-1l-z

00
En=o

Por consiguiente: D(z). Y(z)jX(z) = Tz-lj(l_z-l)
ferencia en este caso. N6tese que si se usa x(t')

n
y(O) = 0 + '!'x(0) ,;. 0, 10 eual no e st a de acuerdo con

es la funcion de tran~
; x(nT) , entonoes
la figura 1. (Serra

entonces necesario corregir la relacion de recurrencia mediante la condi-
cion inicial x(O).) Mostramos en la figura 9 la implementacion necesa-
rla para un computador digital para integracion numeriCal

p~(t), por consiguiente,

Figura 9
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