LA TRANSFORMADA Z
por

D.LOPEZ y E.OBREGON

l.-Introduccibn. En muchos sistemas lineales aparece en u-

no o mis puntos la informacién en forma discreta. Un sistema que opera

en esta forma se denomina un sistema de informacidn discreta. Por ejem-

plo, un sistema en el cual se haya introducido un computador digital, es-
tard sometido en algunas de sus partes a una informacién discreta (una
sucesidén de nimeros). En la prictica, un sistema que opera con informaci
dn continua puede en muchos casos beneficiarse (en su estabilidad y en
su funcionamiento) con la introduccién de senales discretas. Esto, suma~
do 2l hecho de que el almacenamiento y la transmisidn de senales discre—
tas son féciles y seguros, hace que el estudio y anflisis de este tipo
de sistemas hayan tomado hoy en dia tanta importancia dentro del campo
de la Ingenieria de Control., Los pasos mds importantes en el anidlisis de
un sistema con informacidn discretas son: a) la descripcibén matemitica
del proceso de obtencién de la senal discreta: b) la descripcibén matemb~
tica del proceso de reconstruccidén de la informacidn recibidaj c) la re-
lacidn entre las variables de excitacidn (entrada) y de salida del siste

ma, mediante un método operacional conocido bajo el nombre de transforma

cidén 4.

2.~ El proceso de obtencibn de la senal discreta. En la figura 1 se

representa esquemdticamente el proceso de obtencidn de la senal discreta.
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La funcién f(t) es pasada por un interruptor, el cual cierra por un es-
pacio muy corto de tiempo cada T segundos. La salida del interruptor
nos dard una senal discreta, la cual denotaremos por f*(t). Debe anotar-
se que esto es solamente una representacidn esquemédtica del proceso, y
que por consiguiente, el mecanismo que produce el muestreo de f(t) pue-
de ser de tipo mecdnico, electrénico, o afin puede no existir, en el sen-
tido de que la funcidn que nos interese ya venga en forma discreta (como
en el caso de un radar o de un computador digital). El intervalo T es
en general constante, aunque existen hoy en dia teorfzs matemiticas para
mane jar el caso en el cual &1 es variable. En este artfculo nos limitare
mos Unicamente al primer caso.

La funcién que aparece en la figura 1 es una idealizacidn del caso re
al, ya que en la préctica el interruptor permanece cerrado durante un in-
tervalo de tiempo €. En otras palabras, la funcidn f*(t) consiste en la
realidad de una sucesién de escalones finitos de duracién € cada T se
gundos. El anilisis de senales discretas del tipo anterior presenta difi-
cultades y, por otra parte, en la prictica no aporta mayor beneficio a la
solucidn del problema. Por esta razdn nos reduciremos a considerar que
ft(t) consiste de una sucesibén de impulsos de magnitudes f(T), f(QT),...,
f(nT),... :.Para expresar matemiticamente £¥(t) definimos la funcién

transportadora 6T(t) mediante la férmula:

@® :
5p(t) = Z0(t - nT) (1)

Debe entenderse uquf, que la funcién 5(t) es la funcién de DIRAC, cono-

cida también como la funcibn impulso uritario. La figura 2 muestra una

4 ¢ —> t

T 27 w1
Figur 2

representacidn grifica de la funcién 6T(t): por tanto,
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£ (4) = 5p()£(1) (2)
o también,
* © )
£(t) = Lo £(t)5(t - nT)
© (3)

o f(nT)8(t = nT),

Como e *® es la transformada de LAPLACE de 8(t =), tenemos

i[_f*(t)] - nng(nm) e e (4)

Si llaramos F*(s) la transformada de Laplace de f*(t), es flcil obte-
ner de (4) que
© -nTs ~Tsy~1
Lt =A(s) = z e =@ =~ ). (5)

3.- Reconstruccidn de la senal recibida en forma discreta. Una vez Te~

cibida la senal discreta, es necesario, en muchos casos, convertirla en u-~
na funcidn continua. Este problema ha sido bastante estudiado, y una des-
cripcibn completa de é1 se sale de los limites de este artfculo. Sin em-
bargo, haremos un breve resumen del método seguido. El proceso general
consiste en extrapolar una seﬁal, con base en la informacién obtenida an~
teriormente en forma discreta. Naturalmente, esto requiere que se asuma a
priori la clase de funcibén que mejor se ajusta a la funcibn que va a re-
construirse. En general, una extrapolacidn polinémica de orden cero G or-
den uno es, en muchos casos, aceptable:; sin embargo, puede ocurrir que sea
necesario obtener aproximaciones de orden mayor. En la figura 3 puede ver
se la reconstruccidén de orden cero y de orden uno de una funcién r(t). Es

sencillo probar que para el caso de orden mj; la férmula de extrapolacién

polindmica estd dada por

(0T +T) = igJIVIEi(nT)J (T +‘G)..:'[(:'.-1)T + @l .

0sG < T (6)

Asi, por ejemplo, para el caso de orden cero, r(nT +G) = r(nT), 0gG< T,
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0, lo que es equivalente,

o

orden wno

ro(t) = nogo{u(t - nT) - u[t—(n+l)T]}r(nT) (1

Por lo tanto,

£[ro(t)] = l_-_se_-’r—s.[n';;o e—nTsr(nTﬂ }

si r(t) = 8{%), entonces
Ts

°C[ro(t)] = -1':%— = Go(s)

(funcién de transferencia).

En forma de diagrama se tiene que

r*(t) NP

ro(t)

>
>

X\ reconstructor de Go
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En forma similar, la reconstruccidén de orden uno seria:

-Ts\2
— ¥ (t) 1l + Ts (1 - e S) -—rl(t)"———*>

S S

reconstructor G]

Fuera de las extrapolaciones polindmicas, también son posibles las de
tipo exponencial, las cuales se basan principalmente en el desarrollo en
serie de Gm(s) y la posterior eliminacidn de términos de exponentes muy
grandes de la dicha expansién. Por ejemplo, para el caso del reconstructor
polinémico de orden cero, Go(s), éste puede ser aproximado por T(1+Ts)—}
y esta funcidn de transferencia puede ser simulada por un circuito eléc-
trico con un condensador y una resistencia. En las aplicaciones en las

cuales T es pequeno, los circuitos de este tipo so estin bastante indi-~

cados.

3.- La_transformacién Z, Hemos visto en el numeral 2, ecuacibén (4),

cémo la transformada de Laplace de la funcidén f£*(t) viene dada por

F*(s)= ng;f(nT)e-nTs

. Ts . . . Ts
La aparicién de s en la forma e sugiere el cambio de variable e "=z,

Asi tendremos

r¥(s) = F(z) = Agof(nT)z—n . (8)

F(z) = Z[f*(t)] se denomina la transformada 2 de la funcidn f£¥(t).

Las caracteristicas de la transformacidn Z pueden analizarse como siguet
£¥(1) = 8,(t)£(4)
-Tsy=1
Llep(0)] = =e"")" = A (s)

Usando el teorema de multiplicacidn real para las transformadas de Lapla~

ce, tenemos:

F*(s) = ,C[f"(t)] = £[f(t)6T(t)] =[:[f(t)]u£[é,1,(t)]
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1 3% py g
ok J —E%-—%—T eyl (9)

a-jo l-e”

donde ¢, < a < Re(s)y y P

£ ? es la abscisa de convergencia de f(t).

La evaluacidn de la integral (9) se hace mediante una integral de contor
no, cerrando la trayectoria de integracidén en el lado izquierdo o en el

lado derecho del plano y evaluando los residuos en los diferentes polos

encerrados. (Es de anotar que en los casos ordinarios, los polos de F(p)
estdn situados en el lado izgquierdo del plano p.) Los polos de

l-e-T(S-p) ocurren en los puntos

P=8+—3, n =0y I1; 12, sjay

por lo tanto, si la trayectoria de integracidn estéd cerrada por la dere-
cha, incluiremos séloun ntmero infinto de polos pientras que si la tra-
yectoria estd cerrada por la izquierda, sblo se incluirf un nimero finito

de polos (figura 4).
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Usando el contorno F& s tenemos:

» d
F(s) = 213 ﬁ -T s-p
= _Fup_y
(Ap)  1_¢"T(s-P
luego: 1l B+ 2nn |
F (=) ¥ oI Fle+ 55 0) (10)

Usando el contorno r2 s tenemos

. . #(p) d F(P) dp_ (11)
F(s) = %3 ¥ e-g‘(s-i) (I;e)s lee~T{8-P

1=

Usando la variable 2z, tenemos

F(z) = I res i) - (12)

(P) l-ep?z-1

De la ecuacidn (12) puede deducirse que si F(p) tiene un nimero finito
de polos, la transformada Z es una funcidn racional en z-l (oen ).
-
Ejemplo. Si £(t) = o t, entonces F(p) = 1/(p+¢). La transformada 2

serid entonces

-1
+o 1
F(z) = res JEp'I') 1 ° T -aT7 1
p=—o l-e l-e =z

5.~ Inversién de la tramsformacidn Z. De acuerdo con la ecuacibn (8)

F(z) = ;go £(nh)s™®

El proceso de inversibén requiere encontrar una relacidn que exprese de ma~

nera explicita f(kT). Multiplicando por zk-1 en (8), obtenemos

n+k-1

- @ o - -
P(z).251 « L f(nD)s = £(0)251 4+ £(1)*"2, ...

Y aplicando el teorema de la integral de CAUCHY, encontramos
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511_;_3__ % F(z)25" Yz = £(xT), k=0,1,2,... (13)

donde [* encierra todos los polos de F(z)zk_l.

Normalmente, si el sis-

tema es estable, los polos de F(z) estaridn inclufdos dentro o sobre g

circunferencia |z| = 1, lo cual hace gue generalmente se tome esta cur-

va como M. La férmula (13) nos proporciona la relacidn necesaria para la
inversién de F(z).

Ejemplo. Sea

1
Pla) = ——g7 7 "7
l-e 2z e
entonces, k
1 2z -okT
f(kT) = = @ dz = e 3
2nJ |z|=1 z-e-dT

es decir,

00 -
£%(t) = T e anTs (4-n1)

En muchas situaciones prfcticas, en las cuales sélo es necesario el
conocimiento de unos pocos términos de la serie representativa de f’(t),

puede utilizarse el método de divisibn de fracciones parciales. Asi, por

e jemplo, si

F(z) =-—-—n——-—=q +q,2 +q22 + e y
nso 1
tenemos
£*(t) = q,8(t) + q,8(¢-1) + qzé(t—2'I‘) # sas’ 4

Bjemplo. Si F(z) = 1/(1 -(0,2)z'1), y si efectuamos la divisfon indi
cada tenemos 3
F(z) = 1 +(0,2) 2> + (0,04)272 + (0,008)2™> + ...

y por consiguiente:

(1) = 1.5(t) + (0,2)5(t=T) +(0,04) 5(+=2T) + «vo0 &
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En este punto es interesante anotar que una de las grandes ventajas del
uso de la transformacién Z es que su inversidn (de acuerdo con lo ante-

rior) puede efectuarse numéricamente.

6.~ Algunos teoremas sobre la transformacidén Z. a) Adicidn: Si fl(t)

Y %{t) son funciones gue admiten transformaciones de Laplace, entoncess

zle (+) ¢ fz(t)] - 7 (2) & Efz)

En efecto: por definicibn,

z(£, (1) 2 fz(t)] - n"EO [fl(nT) + fz(nT)] z "

= Fl(z) fusg Fz(z).

b) Multiplicacidn per una constantes Z[af(t)] = a.F(z), donde a

es una constante.

c) Translacién realsZ £(t$nT) = z "F(z), donde n es un entero.

En efecto: por definicién,

00 i -n @© -
Z[f(t-nT)J = Zo £(nT-nT)z"" = 2 “kg_nf(kfr)z X 3

pero cg n:f‘(kT)z-k = 0, luego Z[f(t-n’l‘)] = 27 (2).

k==

+aT)

d) Translacidn complejas Z[e—atf(t)] = Z[F(s+a£] = F(ze donde

F(z) = z[£(¢)]).

Por definicidn,

@
z{ebe(1)] = 3 e *r(am)s™

llamando y = eaTz, tenemos

z[e°atf(t)] - ::2)0 £(aT)y® = F(y) = F(ze®))

e) Valor inicial: £(0) = lim F(z)

F(z) = £(0)2° + f('l‘)z_1 + f(2T)z-2 gl o
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Por consiguiente: f£(0) = l&r&F’(z)
f)Valor final: f(oe) =, ip (1—2-1)F(z)

7.-Funcidén de transferencia discreta. Para un sistema con operacién

continua, las caracterfsticas del sistema estin representadas por una

funcidn de transferencia
a(s) = ¢(s)/R(s) (14)

Esta funcidén de transferenocia es la transformada de Laplace de la fun-
cibn de salida correspondiente a una excitacién de impulso &6(t). Para~
un sistema con informacibn discreta, existe una funcibn andloga, la oual

o G(z) ———

T ——————— - c*(t)
T N <. o-c—-—-
rit) clt) rit) 0 I%Y Lo C(2)
e e [N S— s |
RO LS [cw” T A RroTes
Sistema Conlinuo Sisteme discreto
Figura 5§ Figura 6

llamaremos funcidn de transferencia discreta. Llamando g(t) a la fun

cibén de salida correspondiente a un impulso 6(1;), podremos escribir

cO{mT) = r(0) .g(mT)

que nos es otra cosa que la salida en el tiempo mT debida a una excita
cidn en el tiempo 0, r(0)5(t). En general, . (nT) es la salida en
el tiempo mT debida a una excitacién en el tiempo nT, r(nT)d(t-nT)/s
cn(mT) = r(nT)g(mnT-nT) (figura 7). Por tanto, la salida total en el
tiempo mT debida al tren r¥(t) sera:

S(nT) = ngor(n’l‘)g(m'l‘—n‘l‘) (15)

como g(’t—p’l‘) = 0 para pT> t, tenemos

o (nT) = n?‘.or(n'l‘)g(m’l‘—n’l‘) (16)
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Ahora, por definicibn

*(t) = :50 C(mT)6 (t-nT),

c(z) = :go e(n?)2z™™

Por tanto,

0 @ _
c(z) = o %ﬂor(nT)g(mT-nT)z Ny

00 - -
y haciendo k = m-n, tenemos C(z)= K=tn %zg(nT)z Mg (xT)s k,y como

g(kT) = 0 para k ¢ O, entonces

o0 (¢ o) - -
¢(2) = | I, For(nM)z"g(kD)z ™", (a7
A axcitacion ? salide
T @ ] - e
) TNEo g= N )
at‘{ S wT) \___.I%m)
- ) 4 >
T T W -k
a(t-n)
Figura 7

generacidén de c*(t)
La suma (17) puede ser separada en una suma en k y otra en n, con
lo cual

00

¢(z) = B, exmz™ T r(n1)z" = 6(2)R(2). (18)

Ejemplo: Si G(s) = 1/(s+a) y g(t) = e-at, entonces
G(z) = 1/(1—e-dT.z-l).

Si la excitacién es una funcién unidad u(t), entonces R(s) = 1/s,
y R(z) = 1/(1—2—1); luego C(z) = 1/ (10", 5 ) (a=s~1). Invirtiendo,
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n-1

ond) = 505 ¥ T 1

J laes (1= .277) (1-277)
n+l
, z ] n+l/(z-1
231" g+ limgg(z 3)
z- e 2%
ik ach
Por consiguientes ; e-aT(n+1) o3y 1L s
e(nT) = =1t + oeee + (e777)

l-e

La deduccidén de (38) se basa en la hipdtesis de que un elemento
continuo esti colocado entre r*(t) y ¢c*(t). Sin embargo, podria oou-
rrir que en vez de un elenento continuo, tuviésemos uno digital ( por e-
jemplo, un computador que efectfie operaciones aritméticas sobre una in-
formacidn discreta). Afln en estos casos es posible definir una funcién
de transferencia, como lo veremos en lo que sigue.

Bl caso mis corriente es averiguar la salida en el instante ¢(nT)

con base de combinaciones lineales de excitaciones y salidas previas. A-

r

si,
o(nm) + Ebo((n-i)D) = F ar((a-i)m).

Multiplicando por z ', tenemos

c(nm)z™™ + igo bic((n—i)T)z-(n—i)z-i

=% Fa r((n—i)T)z'(n-i)z-i

Bn=0 1=0 O

(teniendo en cuenta que c(t) = O para t < 0); es decir,

@ -n ®© k -p-i @ m -p -i

b o(nT)z" " + pEi iglbio(pT)z z T = p§-i §=oaor(pT)z z
-n @ -n® ~i 00 -n k -i

Lo omP)z™" + Eo(nM)sz kb2 = i or(nT)z iz

o] - -1 -k @® - -]
(nEO c(nT)z"™) (1 + bz 4 ...+ B2 ) = (ngo r(nT)z n)(a°+...+ama )

luego:
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-1 -m
a + a .z + eee + 82

C(z 1
YR : (19)

R(z) -] =
1+blz + e +bkz

Definimos D(z) como la funcidn de transferencia del computador digital.

Ejemplo: Integracién numérica. Queremos encontrara la integral de la

funcidén x(t) en el intervalo [O,to]z

t
y(%) = [ =x(Mar

0
Hagamos: (n=1)T T
y(nt) = [ x(Mar + [ x(A)ax
0 (n-1)T
nT
= y((e=1)7) + [ x(X)dx
(n=1)T

= y((p=1)1) + (nT - (n-1)T)x(t;)
donde (n—l)T £ t; £ nTy en virtud del toerema del valor medio para las

integrales. Por consiguientes

y(n?) = y((n-1)7) + T.x(t;)

y(nT)z™" = y((n-l)'l‘)z-(n_l)z-1 + T.x(t;)z_n
de donde )
o0 -n @ -(n-1) -1 % .\ _=n
Lo y(nT)z = o y((n-1)7)z z + L Tx(tn)z
©0 o
p§—1 y(pT)z %)z " T'néo x(tn) z 3 (20°)

pero y(t) = 0 para t < 0, 1luego y(-T) = O. Por consiguientes

;g_l y(pm)z? = ;go y(em)z? = ;go y(nT)z"", (20)

Reemplazando en (20°), tenemos:

(3 y(am)e™ (1-27Y) = 13 x(1:)s™
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00
D

1-z-1 n=

Y(z) =

.\, =n
o X(t))z (21)

Es evidente que t; depende de x(A) , de T y de nj sin embargo, para
T pequego, x(t;) puede ser aproximado por alguna de las férmulas de ex

trapolacién. As{ tendremos de (2), y usando x(t;) 2 x((n-1)T),

i
o —_ne 00 e
Y(z) = ~I. T x(nT)z™" P t x(nT)z™"
-] n==1 -1 n=o
1-2z 1-2
e )
= X(z).
l-z’L

Por consiguiente: D(z) = ¥(z)/X(z) = Tz-l/(l-z-l) es la funcién de trans
ferencia en este caso. N6tese que si se usa x(t;) = x(nT), entonoces
y(0) = 0 + ™(0) # 0, 1o oual no esth de acuerdo con la figura 1. (Serfa
entonces necesario corregir la relacidn de recurrencia mediante la ocondi=-
cibn inicial x(O).) Mostramos en la figura 9 la implementacidn necesa~

ria para un computador digital para integracidén numéricas

) - +G:\ R+ )/ T

(i) +

alwme cens miento]

1' LI de
'
nameras
i:es{cuje T
prt)

T(x*(t-T) + p*(+-T)/T) = p*(t)3 por consiguiente,

p*(t) = P(t-T7) + Tx*(+-T) => p¥(t) = y¥(t)

Figura 9
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