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20.- CONSTRUCCION DEL CUERPO DE ROTURA DEL POLINOMIO f(x)=x5 - 2
Fijamos primero algunas notacioncs. Si S es un subconjunto

de un cuerpo P, el cual es una extensi6n de un cuerpo P , enton
ces ~[sJ y ~(s) denotan respectivamente la sub-algebra de P
y el sub-cuerpo de P sabre ~ generados por S. ~(x1 denota
el anillo de los polinomios sobre ~ en La indeterminada x , y
(g(Y» denota el ideal de~Y] generado por g(Y).

Recordatorio: Decimos que P es el cuerpo de rotura de un p£
linomio f(x) sobre un cuerpo K, si f es la menor extensi6n
de K para la cual f(x) admite en K[x) una factorizaci6n de
la forma:

f(x) = (x - a1)(x - a2) •••(x - an)
Vamos ahara a construir el cuerpo de ruptura sobre ag
nomio f(x) x5 - 2. Para ello tomemos Y = x/'\f2,
nos permite escribir:

del poli-
10 cual

2(y5 - 1)
2(Y - 1)(y4 + y3 + y2 + Y + 1)(1)

Ahora bien ([2J, chap s L ,tho6 ), sabemos que existe el cuerpo
de rotura P de y5 - 1 sobre ceo Es evidente que PI es el
cuerpo de rotura de y5_1 si y s610 si PI es el cuerpo de ro-
tura de g(Y) = y4 + y3 + y2 + Y + 1. Hostremos ahora que g(Y)
es irreductible: el cambio de variable Z = Y - 1, nos permite
escribir:
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g(Y)
y5 _ 1 (Z+1)5 _ 1----

(2) Y - 1 Z

Z4 + 5Z3 + 5.4Z2 + 5.4.3 Z + 5
1.2 1.2.3

Si P = 5, vemos que el polinomio que se encuentra en el miembro
derecho de (2), satisface las condiciones necesarias para apli-
car el criterio Je EISENSTEIN( 1 ,chap.4,ex.2,3,pag.127 Luego g(Y)
e s irreductible. Por consiguiente, PI =ce[y1/(g(Y» es un
cuerpo, el cual puede ser considerado como el sobre-cuerpo de
(JJ generado par (JJ y e, donde e = Y + (g(Y», yal que g(e)=O,
y escribir PI =~ (e). Como gee) = 0, tenemos e5 -1 = 0, y
como e f 1, resulta que e es un elemento de orden 5 en el
gru[Jomultiplicativo P~; de esto conclu!mos ljue 1, e, e2, e3,
e4 5son ralces distintas de Y - 1. Se ve ensegulda que PI es
el cuerro de rotura de g(Y) sobre ~ , ya que admite la facto-
rizacion siguiente:

g(Y) =

en PI =(/i(e), y es
diciones, puesto que
to de generadores de
unico elemGuto.

la extension menor que satisface estas con-
g(Y) es irreductible en~, y el conjun-
P ha sido ottenido aumentando III en Ull1 "t/

En estas condiciones, (JJ (e) puede ser conisderado como un
algebra sobre (JJ generada por un .inico elemento cuyo polinomio
minimal es g(Y), e1 cual es de grado '+; podemos afirmar pues
que r.t (e) es de dimension 4 sobre @,. Podemos ver tarnbi.en
que

L 3(aY - a)(aY - a2)(aY - ae )(aY - ae )(aY - ae4)
234(x - <J)(x- ae)(x - ae )(x - ae )(x - ae )
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en
a =--?J2,
ya que

10 cual lTluestraque x5 - 2 es irreductible
234a, a , a , a no pertenecen a Pl. Por un

P = Pl[X]/(x5 - 2) es un cue r-:

ya que f~) = 0; eviden-
es el cuerpo de rotura de d f(x) sobre Pl'

donde

razonamiento similar vemos que

po: P = ?l~) = ce ~,e) ,
temente P

P es el cuerpo de rotura de f(x)
sobre PI' por el teorema de transitividad, P es el cuerpo de
rotura de f Cx ) sobre ~. La dimensi6n de P sobre PI es i-
gual al grado de .x5 - 2, Y recordando que 1a dimension de Pl
sobre ~ es 4, conccIuImos finalmente que la dimension de Pl
sobre (Q es 20.
Nota: En vsita del teorema fundamental de la

y del hecho de que la caracteristica de CQ es
parabilidad de x5 - 2, podemos asegurar que
si6n galuasiana.
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