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RANGO NUMERICO DE PRODUCTOS CONMUTATIVOS

Rao DuGgGiraLA K.

Universidad del Valle, Cali

El rango numérico de un operador lineal T en un espacio de Hilbert H con
producto interno < , > es el subconjunto de C dada por

W({T)={<Taz, z>|z|]|=1}.
El radio numérico de T esta definido por
w(T) =sup {|A\|. A € W(T)}.
Cuando dos operadores lineales y acotados A y B conmutan. se conjetura que
w(AB) < w(A)[|A]| - (1)

Muller (1988) demostré que la desigualdad (1) no es valida en general, sin
condiciones adicionales sobre A y B. Bouldin (1971) demostré que la desigual-
dad (1) es valida cuando B conmuta adicionalmente con 4*4 o AA*. Si A es
normal, por el Teorema de Fuglede (1950) B conmuta con A™ y. consecuente-
mente, con A*A y AA*. No se conocen otras condiciones suficientes para la
validez de (1). Otros resultados interesantes fueron obtenidos por Holbrook
(1971), Okubo y Ando (1976).

En egta nota utilizaremos la teoria de las dilaciones para demostrar que la
condicién A2 = ol donde a € C es suficiente para obtener la desigualdad (1).

La motivacién para la condicién al = A% viene de las matrices 2 x 2 de la

forma
0 b
c 0/

b.c € C, utilizadas en la simplificacién de varias demostraciones en dimensién
finita como la de la convexidad de W (T') en el analisis matricial (Horn y John-

son, 1988).
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Teorema. Sean A y B operadores lineales acotados, AB = BA y A? = al,
donde a € C. Entonces w(AB) < w(B)||A]l.

Demostracién. Supongamos que ||A|| <1y w(B) = 1. Sea K el espacio de
Hilbert obtenido a partir de H con producto interno < , >; dada por

<z, y>k=<Dz, Dy> donde D*=T+A"A+ A*2A%+...
Sea L la suma directa K @ K @ ... Definimos los siguientes operadores en L.
S(f1,fa, fa-..) = (Af1, D7 fi, f2, f3,...)
T(f1, f2, f3,..-) = (Bfi, D"'BDf,, D"'BDfs, ...) .

Obsérvese que S es una isometriaen Ly ST =TS.
Obsérvese también que

(DBf,Df) = (D*Bf, f) = (Bf, f) + (BAf,Af) + ...
y, consecuentemente ,
(BDf,Df)| < (Df, Df) .
Como el radio numérico de T es el supremo de los radios numéricos en las com-
ponentes, obtendremos Wi (T) < 1. En estas condiciones podemos asegurar
que Wi (ST) <1 (Bouldin (1971)).
Elaborando (STy, g), donde g = (fi, f2,...), obtenemos

|(D*ABf1, fi) + (Bfy, Df2) + (Bf2, Dfs) +...| < DA + |IDAII* +---
Tomando 0= fz = fa=--- ,
Dfy = A*(I— A*A+ A2 A2 — A A3+ .. )fy
obtendremos
|[{((I+A*A+ A2 A%+ )ABfi, fi) + (I — A"A+ A2 A% + .- )ABf, f1) |
< |IDAIP +IDfI -
Ahora
IDfl* = [|A*(I - A" A+ A A— - AP
SN -A"A+ A4 fi])?
£ (= A" AFARD i)
como operador autoadjunto I — A*A + A*2A?... cumple la desigualdad
I-A*A4+ A% - ... <I.
Como A? = al, |a|< 1y, consecuentemente,
(1+lal? +laf*+--) (ABfi, i)l < A+ |af + |al* +---) (f1, f1) -
Utilizando la continuidad del producto interno (,) podemos asegurar que
[(ABf1, fu)l < (f1, f1)
cuando ||4]| < 1.
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