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RESUMEN. Usando una notaci6n en el estilo del Begriffsschrift de G. Frege [3]
damos una prueba muy transparente del teorema de Church y Rosser para un
gran conjunto de sistemas combinatorios.

§1. SISTEMAS COMBINATORIOS

Un sistema combinatorio contiene por 10 menos

(1) Una operacion de aplicaci6n de dos argumentos: (- -),
(2) Un numero finito de constantes, llamadas combinadores aiomicos:

Cl,··. ,Ck1

(3) Un mimero ilimitado de panimetros: Xl,.·.,

(4) Una relacion binaria de reducci6n: 1>,
(5) Un mirnero finito de reglas de reducci6n.

Los combinadores atornicos y los parametres son los diotnos del sistema. Los
tirminos son los atomos 0 las expresiones "(M N)" don de M y N son terrninos.
Las reglas de reduccion son expresiones del tipo:

MI>N
donde M y N son terrninos. M es la matriz redex y N es la matriz contractum.
Una -regle de reducci6n primitiva para el combinador atornico C es una regIa
del tipo":

CXlX2 ... Xn I> M

don de el terrnino M consiste solamente de parametres del conjunto
{Xl,"" Xn}.
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Definicion 1.1. Un sistema combinatorio Q: es un sistema primitivo si y
solamente si a cada combinador at6mico le corresponde una tinica regIa primi-
tiva.

La 16gica combinatoria, esto es, el sistema combinatorio generado por los
combinadores OC,§ y II,es un sistema primitivo porque sus reglas de reducci6n
son:

• OCxy [> x
• §xyz [> xz(yz)
• IIx [> x .

Si M y N son terminos de un sistema combinatorio Q:, entonces diremos que
M se reduce a N en un paso y 10 escribiremos: M =>1 N, si N se obtiene
aplicando una de las reglas de reducci6n a un subterrnino de M. => es la
clausura transitiva y sirnetrica de =>1 .

Definicion 1.2. Un terrnino irreducible es un terrnino M tal que no existe
un terrnino N donde: M =>1 N.

Si M, N y P son terminos, escribiremos:

{M,N} => P
solamente en el caso que M => P y N => P. Igualmente para "P =>
{M,N}".

1.3. Un sistema combinatorio Q: tiene, 0 satisface, la propiedad de Church-
Rosser si y solamente si para todos los terrninos M, N y P de Q::

,. Si P => {M, N}, entonces existe un terrnino R tal que {M, N} => R.

§2. SISTEMAS SIN LA PROPIEDAD DE CHURCH-RoSSER

2.1. EI sistema Q:o. Probablemente el sistema mas simple sin la propiedad de
Church- Rosser es el sistema con dos combinadores at6micos llJ, IIy las siguientes

. reglas:

• llJ(xy) [> x
• ITx [> x .

Entonces llJ(IIlI) => {IT,llJIT},pero los terminos ITy llJIIson irreducibles.

2.2. EI sistema Q:1. Tal vez ei mas conocido es la l6gica combinatoria con
apareamiento sobreyectivo, eso es, la obtenida agregando a los combinadores
clasicos OC,s, IT,los combinadores: lID,~ y ILcon las reglas:

• IL(lIDxy) [> x
• ~(lIDxy) [> y
• IID(ILx)(~x) [> x .

Si en lugar de los combinadores lID,~ y IL, tomasemos los combinadores lHIy ((»

con las regla:

• lHIxx [> I[)) ,
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entonces el sistema combinatorio obtenido tampoco tendria la propiedad de
Church-Rosser; para una demostracion vease [1]

2.3. EI sistema (£2. EI ultimo sistema sin la propiedad de Church-Rosser
que consideraremos tiene 3 combinadores atornicos IF, iG y IE.con las siguientes
reglas:

• IF(iGx) [> x
• iG(IE.x) [> x

La importancia de los 3 ejemplos ante rio res es que ellos caracterizan los tres
tipos de reglas que result an en la falla de la propiedad de Church-Rosser. En el
primer ejemplo el problema es con el subterrnino (xy) porque hay un pararnetro
"x" en un lugar "funcional" -el terrnino "(M N)" es lIamado con frecuencia la
aplicccion de M sobre N, entonces diremos que M ocupa el lugar funcional y
N el lugar de entrada-.

En el segundo ejemplo un pararnetro tiene mas de una ocurrencia en la
matriz redex. Mientras que en el tercer ejemplo las matrices redex de las reglas
tiene una parte en cormin.

§3. IDEOGRAFiA PARA SISTEMAS COMBINATORIOS

Usar un par de parentesis para el operador de aplicacion resulta en una
notacion muy eficaz mientras que la mayoria de ellos sea omitida. Por ejemplo,
la manera usual de dar la regIa para el combinador § es:

§xyz [> xz(yz) ;

pero si todos los parentesis son incluidos entonces obtenemos:

(((§x)y)z) t> ((xz)(yz)).

En la notacion abreviada, que es muy elegante, no es facil distinguir cuales
ocurrencias son fun cion ales y cuales son de entrada. En la notacion completa
es facil determinar las posiciones funcionales de un pararnetro -las posiciones
allado de un parentesis "(". Pero la determinacion para los subterrninos es un
poco mas complicada.

Si usaramos la notacion introducida por A. Church [2] don de se usa
"{ M}(N)" en vez de "(M N)" , entonces es facil distinguir entre las ocurrencias
funcionales y las de entrada. Pero la simple regia para § es ahora:

{{{§}(x)}(y)}(z) [> {{x}(z)}({y}(z))

i Desafortunadamente la esencia de la regia se pierde entre todos los parentesis
y corchetes! Nuestra intencion es usar (una modificacion de) la notacion de
G. Frege [3]. En lugar de "(M N)" escribiremos de acuerdo con la Figura 1.
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M N
I I

FIGURA 1. El terrnino (M N)

Por ejemplo, el terrnino §x(lKy)z escrito en la nueva (mejor dicho antigua)
notacion esta dado en la Figura 2.

z

FIGURA 2 §x(lKy)z

Si en cambio M, NyU son otros terrninos, entonces el terrnino §M(lKN)U
seria escrito como en la Figura 3.

s
I

U

FIGURA 3. §M(OCN)U

Definicion 3.1. Una plantilla de un terrnino N es el diagrama obtenido
reemplazando todos los parametres y algunos de los combinadores atornicos N
por eI simbolo "*".
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Por ejemplo, una plantilla de §x(lKy)z es:

FIGURA 4. Plantilla de §x(lKy)z

Definicion 3.2.
(1) Una plantilla combinadora funcional es una plantilla en laccual todos

los lugares funcionales (a decir, en la rama izquierda de una aplicacion)
contienen un combinador atomico. El combinador atornico en el primer
lugar funcional es el combinador principal.

(2) Una matriz combinadora es una plantilla combinadora funcional en la
cual todas las "*,, han sido reemplazadas por parametres.

(3) Una matriz combinadora lineal es una matriz combinadora donde los
parametres estan arreglados de tal manera que Xl esta en el lugar de
entrada mas ala izquierda, X2 en el siguiente, etc. En particular, no
hay repeticiones de los parametres en la matriz.

Ejemplos de una plantilla combinadora funcional y una matriz combinadora
lineal.

§ * IK * *

~~ I

§ Xl

L

FIGURA 5. Plantillas

§4. FICHAS (F,LECTRONICAS)

4.1. Susfitucion. Sea [x ;- P]M el terrnino obtenido reemplazando todas
las ocurrencias del parametro x en M por el termino P. En la ideografia
que hemos introducido es muy facil visualizar como se construye el terrnino
[x;- P]M.
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De un modo parecido se puede definir la sustitucion simultanea: [x +- P, y +-

Q ... ]M, donde los parametres z , y, ... son distintos.

4.2. Fichas. Si consideramos a la operacion de aplicacion como si fuera una
ficha electronica:

FIGURA 6. La aplicacion como una ficha electronica

entonces cada terrnino molecular (esto es, no un atomo) puede considerarse
como un tipo especial de red. En particular, cada ocurrencia de un subtermino
molecular es determinado por una unica ficha; llamaremos a esa ficha la ficha
de salida de la ocurencia del subterrnino.

4.3 Fichas activadas. Supongamos que el sistema combinatorio It tiene una
regIa de reduccion:

(R.)

donde R es una matriz combinadora lineal que usa los parametres Xl, ... , Xn·

Un termino H es (R.)-contractible si exist en terrninos 51, ... ,5n tales que:

En ese caso llamaremos al terrnino N un termino redex 0 un iermino {R.}-redex;
adernas diremos que N se contrae inmediatamente al terrnino M donde:

Usaremos la notacion NoV M en el caso que N se contraiga inmediatamente a
M.

Si N es un terrnino contractible entonces diremos que la ficha de salida de
Nesta en un est ado activo y 10 representaremos de la manera grafica mostrada
en la Figura 7, donde Nf y He son los subterrninos inmediatos de N.

Como solamente las fichas en estado activo son las que nos interesan, sim-
plificaremos la notacion bidimensional (la ideografia) y solo mostraremos las
fichas en estado activo. Tomemos, por ejemplo, el terrnino II(§ x (IKyx )); su
ideografia esta dada por la Figura 8.

Si ahora efectuamos la contraccion sobre el subterrnino IKyx entonces obten-
dremos la Figura 9.
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Observese que la ficha de salida de II no ha cambiado su estado. Pero si
consideramos el sistema combinatorio Q:2 que tiene las reglas:

• IF(iGx) l> x
• iG(lE.x) l> x

FIGURA 7. Ficha de salida activa

II § x

FIGURA 8.II(§ x (IKyx ))

II s x y

FIGURA 9. Contraccion de JI(§ x(IKyx))

entonces el terrnino IF(iG(IE.IE.)),cuya ideografia es la Figura 10
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IF G IE

I I

~-Q-==r-------'r

IE
I

FIGURA 10. IF(G(IEIE))

no tiene la propiedad que las fichas en estado activo y que no pertenecen al
subterrnino que sera ccontraido queden en estado activo despues de la con-
traccion. Pues si contraemos G IE IE a IE , el terrnino IF (G (IE IE )) es reducido
a la ideografia de la Figura 11, y la ficha de salida de IF ha perdido su est ado
activo.

IFy
FIGURA 11. Contraccion de IF(G(IEIE»)

4.4. Notaci6n abstracta. Si M es una ocurrencia de un subterrnino de N
entonces podemos usar la representaci6n dada en la Figura 12.

I M I
I

N~M

I
FIGURA 12. M un subterrnino de N

Si ademas M es un terrnino reducible con la ficha de salida activa, entonces
usaremos la representaci6n de la Figura 13.
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FIGURA 13. M un subterrnino reducible de N

§5. REDUCCIONES SIMULTANEAS CLASIFICADAS

Supongamos que M es una ocurrencia de un subterrnino reduci Ie de N, asi
como en la Figura 13.

La parte de N afuera de la ocurrencia dada de M la llamaremos el N-
complemento de M, en simbolos: N....., M. Observese que si M se reduce a P
entonces N se reduce al terrnino Q dado por la Figura 14.

FIGURA 14. La reduccion de N.

Una propiedad de todos los sistemas combinatorios es que N ~ M es desde
todos los puntos de vista (con una sola posible excepcion) igual a Q '" P. La
diferencia puede estar en que algunas de las fichas activas de N ~ M no esten
activas en Q ~ P.

Definicion 5.1. Una reducci6n de un terrnino N a un terrnino Q obtenida
par la reducci6n immediata de un subterrnino M de N a un terrnino P es una
reduccion conservativa si y solamente si las fichas activas de M ~ N son las
mismas que las de Q .....,P.

Definicion 5.2. Un sistema Q: es un sistema conservativo si todas las re-
ducciones immediatas son conservativas.

Fichu clasificadas. Una funci6n que asigna a (algunas de) las fichas activas
de un terrnino M un mimero natural a se Hamad. una classificaci6n con la
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etiqueta a. En lenguaje mas simple diremos que hem os puesto etiquetas a al
termino M. EI proceso de poner etiquetas puede ser repetido de tal manera
que si E es un conjunto finito de etiquetas, por ejemplo E = {a, {3, I}, entonces
ME significa que las etiquetas a, {3 Y I han sido puestas sobre M. Es claro que
en ME puede haber tanto fichas activas sin etiquetas como fichas activas con
mas de una etiqueta.

Definicion 5.3. Sea ME un terrnino con etiquetas Y a un etiqueta (no
necesariamente perteneciente a E). La reducion simulidnea de M con respecto
a a, en simbolos: Reda[ME], es definida de acuerdo a (donde escribiremos "N"
en lugar de "Reda[ME]" y "M" en lugar de "ME"):

(1) Si M es un atomo, entonces N = M.
(2) Si M = (P Q) y M es irreducible, entonces N = (Reda[P] Reda[Q]).
(3) Si M = (P Q) y M es reducible pero la ficha de salida no tiene la

etiqueta a, entonces N = (Reda[P] Reda[Q]).
(4) Si M = (P Q), M es reducible, la ficha de salida tiene la etiqueta a,

la asociada regIa es AX".,x. [> B y M = [Xl ~ MI, ... ,Xk ~ Mk]A,
entonces N = [Xl ~ Reda[MIJ, ... , X2 ~ Reda[Mk]]B.

En la clausula (4) se sup one que la matriz B no tiene ninguna etiqueta.
Es import ante observar que
(1) En el terrnino Reda [M E] no queda ninguna etiqueta a.
(2) Las etiquetas de Reda[ME] pertenecen a E......, {a}.
(3) Si J-L E E ......,{a} entonces puede haber mas (0 menos) etiquetas J-L en

Reda[ME].

Definicion 5.4.. Un sistema et es conmutativo (0 tiene la propiedad de Tait)
si y solamente si para todo conjunto finito E de etiquetas, etiquetas a y {3 y
terrninos ME:

§6. Los SISTEMAS CONMUTATIVOS (TAIT) SON CHURCH-RoSSER

Sea et un sistema conrnutativo. Observese primero que todo que si P :::}l Q,
entonces se puede poner una etiqueta a (y solamente a una ficha) de tal manera
que Q = Reda[Ma].

Consecuentemente para sistemas combinatorios Tait tenemos la siguiente
propiedad:

Si P:::}l {Q, R}, entonces existe un terrnino Z tal que {Q, R} [> Z.

Definicion 6.1. Sea a una etiqueta:
(1) M raN si y solamente si existe una aplicacion de etiquetas tal que

Reda[M] = N.
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(2) M r N si y solamente si existe una etiqueta a tal que M raN.

N6tese que si
P ~l Q Y P f- N ,

entonces existe'' un terrnino Z tal que:

Q f- Z y N r Z.

Consecuentemente una induci6n sobre m + n nos da:

Si P ~m Q Y P ~n N ,entonces existe un termino Z

tal que Q f- Z y N f- Z.

De 10 ultimo s610 resta un pequefio paso para lograr la propiedad de Church
y Rosser. Pues la demostraci6n de que los sistemas conmutativos son Church-
Rosser esta completa.

§7. Los SISTEMAS CONSERVATIVOS SON CONMUTATIVOS

Ahora sea It un sistema conservativo. P un terrnino cualquiera de It con
etiquetas {a, f3 ... }. Demostraremos, por induccion sobre al complejidad de P
que:

Reda[Redf3[P]] = Redf3[Reda[P]].

EI resultado es inmediato si P no es un terrnino reducible 0 si su ficha de
salida no tiene unas de las etiquetas a 0 {3. Entonces supongamos que P es un
terrnino reducible con ficha de salida con la etiqueta a. Como la ficha de salida
de Pesta en est ado activo, debe haber una regia

RX" ... ,Xn [> C,

donde R es una matriz lineal en parametros Xl, ... ,Xn Y terminos Nl, ... , Nn

tales que
P = [Xl -- Nl,···, Xn -- Nn]R.

Consecuentemente, como la ficha de salida de P tiene la etiqueta a:

Como el terrnino C no tiene ninguna etiquetas deducimos que:

Redf3[Reda[P]] = Redf3[[xl -- Reda[Nd,···, Xn -- Reda[Nn]]C] (7.1)
= [Xl -- Redf3[Reda[Ntl],·· ., Xn -- Redf3[Reda[Nn]]]C] .

(7.2)

2Siempre bajo la suposici6n que de el sistema \!: es conmutativo.
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Y entonces, usando la hip6tesis de inducci6n, obtenemos que:

Red,8[Reda[P]] = [Xl - Reda[Red,8[NI]], ... , Xn - Red., [Red,8 [Nn]]]C].

Por otra parte, como la etiqueta de la ficha de salida de P no es a obtenemos
las siguientes ecuaciones:

Reda[Red,8[P]] = Reda[[xi - Red,8[NI], , Xn - Red,8[Nn]]R] (7.3)
= [Xl - Red., [Red,8 [NI]], , Xn - Reda[Red,8[Nn]]]C]

(7.4)

Usando la secci6n previa, hemos demostrado que los sistemas conservativos
tienen la propriedad de Church-Rosser.

§8. SISTEMAS CONSERVATIVOS

Desafortunadamente, la definicion de sistema conservativo no nos permite
obtener una verificaci6n finita de esta propriedad. En esta secci6n daremos
condiciones, sobre las reglas del sistema, que garantizaran que el sistema sea
conservativo (y consecuentemente Church-Rosser).

Definicion 8.1. El esque/eto de un terrnino M es la plantilla obtenida
reemplazando todos los parametres de M por el simbolo "*,, .

Por ejemplo, el esqueleto de OC(llx)y es la ideografia de la Figura 15.

II * *L L--o-----J

FIGURA 15. Esqueleto de OC(llx)y.

Definicion 8.2. Un terrnino molecular M es directamente dependiente del
terrnino N si el esqueleto de M se puede obtener del esqueleto de un subterrnino
N reemplazando algunas de las "*,, por esqueletos.

Por ejemplo, G(lEx) es directamente dependiente de Gy pues el esqueleto
G (IE *, es obtenible de G * reemplazando "*,, por (IE *). Observese tambien
que (G IE )x no es directamente dependiente de G y.

Definicion 8.3. Dos terminos M y N son independientes si y solamente si:

• Todo subterrnino molecular de M no es directamente dependiente de
N .

• Todo subterrnino molecular de N no es directamente dependiente de
M.
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Y finalmente:

Definicion 8.4. Un sistema <t es un sistema esidndar si
• Todas las matrices de las reglas de <t son matrices combinadoras lin-

eales .
• Todas las matrices redex de las reglas de ([ son independientes dos a

dos.

Lema 8.1. Todo sistema standard es conservativo (y consecuentemente
Church-Rosser).

Demostracion. Por contradiccion Supongamos que <t es un sistema estandar
que no es conservativo. Entonces <t tiene que contener cuatro terrninos: M, N, P
y Q tales que:

(L) La ficha de salida de M esta en est ado activo,
(2) N es un subterrnino de M con ficha de salida activa.
(3) Q es un subterrnino de P,
(4) N es inmediatamente red uci ble a Q.
(5) La reduccion de N a Q reduce MaP.
(6) La ficha de salida de P no est.a en estado activo

Llamaremos a (At, N: P, Q) un coniraejemplo al conservatisrno, ver Figura 16.

1\.1 ~ N

FIGURA 16. Contraejemplo al conservat.isruo

Sean:
(1) AXI.,xm l> B la regIa lineal de reduccion para M:
(2) CXI.,xn e- D la regIa lineal de reduccion para N.

Entonces debe haber terrninos 51, ... ,8m y Tl, .... Tn tales que:

(1) M = [Xl +- S'I,.··, Xm +- S'm]A.
(2) N=[Xl+-T1, ... ,xn+-Tn]C Y Q=[xl+-TI, ... ,xn+-Tn]D

Ahora si el subterrnino N de M es un subterrnino de unos de los S' entonces
el terrnino P sigue teniendo la ficha de salida en estado activo, contrariamente
a la suposicion que (M, N: P, Q) era Ull contraejemplo al conservatismo. La
alternativa es que uno 0 mas de los terminos S' sean subterrninos de N.

El esqueleto de la matriz red ex A es [Xl +- *, ... , Xm +- *]A y el esqueleto de
la matriz redex C es [Xl +- *, ... , Xn +- *]C. Pues entonces el esqueleto de C se
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debe poder obtener en reemplazando algunas de las "*,, en el esqueleto de A por
otros esqueletos. En otras palabras, las matrices Aye no son independientes
en contradicci6n a la suposicion que el sistema It era estandar.
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