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SOLUCIONES POSITIVAS DE UN MODELO DE
COMPETENCIA DE ESPECIES.

VICTOR MANUEL ARDILA DE LA PENA

ABSTRACT. Positive solutions are given for an elliptic system
which models a predator-prey situation, utilizing The methods
of super and subsolutions, and global bifurcation.

§ 1. INTRODUCCION.
Consideremos el sistema eliptico con condiciones de frontera dado por :

-Au=u[a-au-a,v]en,
4] -Av=v [b-byv+byu]enQ
uléQE O’VI(SQE 0.

con a;, a,, by, by, a, y b, constantes positivas; 2 C RN, Q un conjunto
abierto conexo (dominio) acotado, con frontera 6Q € CH e (0<a<l)
y u,v € CH(Q).

Este es un problema de competencia de especies, del tipo Volterra-
Lotka, donde u y v representan respectivamente las concentraciones en 2
de la presa y del depredador; a es la rata de crecimiento de la presa, b la
del depredador y a,, a,, b; y b, son coeficientes de interaccion entre dichas
especies. :

El problema (I) ha sido tratado por Leung [6], donde se ha
demostrado la existencia de soluciones en C2+a(9), positivas en 2, bajo
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las hipotesis siguientes:
i) a> A;ii) b> Apjiii) agby < bjag, y

. b,a, a2b
iv) a>—_(a1b1-a2b Mt )

En lo anterior A es el autovalor principal del problema siguiente:
_AU = /\u en Q,
ulgg= 0,
con autofuncién ¢, tal que || ¢y [loo = 1y ¢ > 0en Q.

Leung utiliza el método de las sub y supersoluciones. (Ver referencias
para éstas al final de la seccion 2).

Blat y Brown [3], trabajan un problema similar y usan la Teoria de
bifurcacién global. (Ver una referencia para ésta al final de la seccion 2).

En este trabajo, demostraremos que el problema (I) tiene soluciones
positivas en €, bajo las hipotesis siguientes:

(1) a> .

A b
(2) 1-3 > 19 > r,eon 7= (;—11—8"25—1%2—2) m*, y m*=: max {2, %}
(3) Para b = b+byug, 0 < /:\ < 1, donde /:\ es el autovalor principal del
problema dado por

-Au_/\l_)(x)u en

en

siehdo uy, la tnica solucion positiva en 2, del problema:

-Au=u[a-au] enQ, a=:a-ar,
(1) ulgq = 0.

La existencia de un autovalor para (II) es consecuencia de un conocido
teorema acerca de operadores positivos (Ref. [5], teorema 2-5) y de un
Principio del Maximo. (Ver referencias para éste al final de la seccién 2).
La hipotesis (2) es similar a, la iv) de Leung. Ademas, si A; < b,
obviamente se tiene que 0 < A < 1. Por esto, nuestras hipotesis son un
poco mas suaves que las de Leung en [6].

Aqui. usaremos el método de las sub y supersoluciones para determinar
supersoluciones de (I) y el de bifurcacién global para la determinacion de
subsoluciones de(I). (Algunas pruebas mas detalladas de varios lemas
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pueden consultarse en la Ref.[2]).

§ 2. NOTACIONES Y RESULTADOS.

Usaremos los espacios usuales de funciones Hélder-continuas C*(Q),
CH(Q) y C***(Q) con 0 < @ < 1. También usaremos el cono dado
por P={u€ C*Q) | u > 0en Q} y la definicién usual de punto de
bifurcacion global por soluciones positivas respecto a P (Ver referencia
para esto al final de esta seccion). Notaremos con j al operador dado por j
=iy o (=A)7, donde ig es la inyeccién canénica de C2+*(Q) en C*(Q) y
(=AY C*(Q) » C?H(Q).

Utilizaremos los siguientes dos truncamientos: ¢* y ¢** dados para

veE Pyxe Q, mediante:

V() si v(x) < 7,
vsiv(x) > v,

o*(v) (%) ={

donde

By

a— A ) —a€
=( 1) ll,éza—ar0y0<cl< a

a

{v(x) si v(x) < -;,zl
o™ (v) (x) = ,
Bbl—m v(x) > b%

El resultado central del articulo sera el siguiente:

[2.1]. TEOREMA: Bajo las hipotesis (1), (2) y (3) dadas en la
Introduccion, el problema (I) tiene al menos una solucion (u, v) con u,v €
CPHQ), yu,v > 0 en Q.

Para la demostraciéon de este teorema requeriremos de varios lemas,
los cuales enunciaremos y probaremos en la siguiente seccion. Con alguna
frecuencia utilizaremos los siguientes tres resultados:

[2.2]. Existe C > 0, tal que para toda

fe C**(@), || flly £ CIILf |l

donde L es un operador uniformemente eliptico de la forma Lf =



284 VICTOR MANUEL ARDILA

(—Af) + tf, conr > 0. (Esto es consecuencia del Teorema de Inmersion
de Sobolev (Ref. [1], teorema 5.4) y del estimativo de Agmon-Douglis-
Niremberg (Ref. [6], teorema A3-3)).

[2.3]. Si L es un operador como en [2.2], entonces para cada funcion
g € C%Q), el problema dado por:

{Lu = g(x) en Q,
u I 69 = 0,

tiene una tnica solucién u € C**¥%(Q) y existe una constante K, > 0,
independiente de g, tal que: || u ||;,, < Kg || g ||4- (Ref. [6], teorema
1.3-3).

L2.4]. Si0 < a < B < 1, entonces el operador de inclusion ij:
CH*P(Q) — CM*(Q) es completamente continuo. (Ref. [1], teorema 1-
31).

También haremos usc de las siguientes definiciones y propiedades, las
cuales referenciamos a continuacion:

Supersoluciones y subsoluciones (Ref. [6], pag. 45).

Punto de bifurcacion global (Ref. [4], seccién 29.2, pag. 402).

Un Principio del Maximo (Ref. [7], teorema 6, pag. 64).

Un teorema de comparacion (Ref. [2], teorema 0-25, pags. 10 y 48).

§ 3. LEMAS PRELIMINARES.

3.1. LEMA: Si u, % v 7€ C‘?(ﬁ), satisfacen las desigualdades

sigurentes:

a)-Au < u(a-aju-a@)enq
b)-Ai > U (a-a;u-ayw)en
c)-Ay < v(b-bjy+ bu)enQ,
d)-A% > T (b- b7+ byu )en Q, y
) 0 <u< %GO v<TenQ,

entonces eziste una solucion (u,v) de (I) tal que uv€ C*t*(Q), y :
1Y, 2 < v < Tenl

7
Demostracion: Sean p y o los truncamientos definidos para u,v €

C*Q)yxe Q por:
a(x) si u(x) > u(x),
(pu)(x) ={u(x) siux) < u(x) < ax)

u(x) si u(x) < u(x)
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v(x) si v(x) > ¥(x),
(ov)(x) = { v(x) si v(x) < v(x) < v(x),
v(x) si v(x) < y(x)
Para u,v € C%(Q), definamos también el operador T asi :

T(u,v) =: (j o {(pu)[a—a;(pu)=ay(av)]}, jo {(ov) [b — by(av) + by(pu)]}).
Consideremos ahora el problema siguiente:

—Au = (pu) [a — a;(pu) — ay(ov)] en Q
—Av = (av) [b = by(av) + by(pu)] en Q
[3.2] u| 00 = 0
vlgn =

Definamos ahorg el espacio E = { (u,v) € CHYxCXQ) | Vxe
99, u(x)=0, v(x)=0 r.

Para (u,v) € E, consideremos la norma dada per

I w¥) 1l = méx {llullg , IVl }-

Es facil ver que E es un espacio de Banach con esta norma, que T aplica E
en E, y que T es completamente continuo. Por [2.2] y el Teorema del
Punto Fijo de Schauder podemos encontrar u,v € C*+*(Q), tales que (u,v)
es solucion de [3.2]. Por el Principio del Maximo (referenciado en la
seccion 2), las hipétesis acerca de u, T, v y ¥, y por reduccién al absurdo,
se prueba que pu = uy ov = v en Q, lo que termina de probar el lema. 0O

Consideremos el problema:

(3-3] —Au:u[m*a—alu]enQ,m*:max{Q,g},

3.4. LEMA: Eziste una unica solucion § € C*t%(Q), del problema
[3.3], tal que &8 > 0 en Q.

Demostracion: Si v es una supersoluciéon y w es una subsolucion del
problema [3.3] en C%(Q), con w < v en Q, entonces por el Principio del
Maximo (ya referenciado en la seccion 2) y [2.3], existen sucesiones {u } y
{8,} en C?**(Q) tales que:

Lou, = g(w) en @ u, | n= of
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y para cada n € zt:

Lyt = 8(T,) en QU [ g0 = 0
Lou, g =glu) en Quy | gq= 0f
w<uy <venQyw <10, <ven
U, > U, en 2
u, <y, en Q,
u < U, en Q,
donde Lyu = —Au + ru, g(u) = um*a + r — aju) yr > 0
suficientemente grande tal que g resulte creciente en el intervalo [Inf w ,
Sgp v]. Q

Por [2.2], [2.3] y [2.4], obtenemos que dichas sucesiones son de Cauchy
en C21(Q), luego existen funciones i, 0 € C2+%(Q), soluciones de [3. 3]
tales que w < @ < a4 < v en €. Por induccién y usando la monotonia
de g y otra vez el Principio del Maximo, se demuestra que cualquier
solucién z € C*+%(Q) de [3.3] que satisfaga w < z < v en Q, también
satisface i < z < u en Q.

..

Comoﬁ:n;ay_g_é Yo con 0 < 4, <m—ia——-/\—,§on

respectlvamente sup}ar y subsolucién en C%(Q) de [3. 3] entonces existen 6,

fe C?*2(Q), soluciones de [3.3], tales queu < 8 < b < Uen Q.
Del Teorema de Comparacion (referenciado en la seccién 2), existe una
unica solucion de [3.3], positiva en Q. O

Consideremos el siguiente problema:
—Au=u(m*a —au —a,v)en(,
[3.5] —Av =v (m*a —b;v + byu ) en Q,
u|BQE O;VIBQE 0.

[3.6]. LEMA: Sea 6 la solucion de [3.3], con & > 0 en Q, dada por el
lema 3.4, entonces el problema [3.5], tiene al menos una solucion (u,v),
conu > 0, v > 0enf.

Demostracion : Supongamos que u = a0, y, v= (3,0, con a; y B, a
determinar, tales que (u,v) es solucién de [3.5]. Entonces tenemos que :

a,(—Af) = a0 (m*a — a;a,0 — a,3,0) en Q,
B,(—A8) = B,6 (m*a — b; 3,0 + bya,6) en .

Ademas, u | o= 0yv | oq = 0. Tenemos que :
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oy( flam™— a,0] ) = a0 (m*a — a,0,0 — a,,0) en Q,
By( 6[am*~a,0] ) = 8,6 (m*a — b, 3,6 + by, 0) en Q.

Luego si a;, B; # 0, obtenemos de las dos ecuaciones anteriores, que
-a) = -agaq — ayfy,
-a; =-b; B, + bya;.
Este sistema tiene como solucion :
2
_ a;b; — aja, _a+ a;b,

o, = =
17 ab, + a,b,” "1 7 a b, + a,b,

Ademas, es claro que si u = a,0, y v= B0, con o, y 3, dados antes,
(u,v) es solucion de [3.5], y también tenemos queu > 0y v > Oen Q, ya
que B; > 0 es obvio, y a; > 0, ya que por la Hipétesis General (2),

by b, .
(1+5%)a2ma (1+5f-)a2ma .
b, > a- X > F) > a,m* > a,; luego b; > a,.

Esto termina de demostrar el Lema. O

Usando la funcion o™ definida en la seccién 2, enunciamos el siguiente
problema para cada v € P:
— * —
—Au=ul[a—au—a,o*(v)]enQ,a=a-—ar,

[3-7] u I F;10) = 0.

[3.8]. LEMA: Para cada v€ P, existe una unica funcion u = U(v) €
P N C**%(Q), tal que u es solucion de [3.7] y u > 0 en Q.
Demostracion : Se efectiia un procedimiento similar al del Lema 3.4. 0O

[3.9]. LEMA: Eziste una inica solucion en C*T*(Q), del problema
(II), la cual es positiva en Q.( La llamaremos ug).
Demostracion : Es una consecuencia inmediata del lema 3.8. 0O

[3.10). LEMA: Si v, v, € Pyv; < vy en Q y para cada ve P, U(v)
es la funcion definida por el lema 3.8, entonces U(vy) > Ufvy) en Q.

Demostracion : Supongamos que v;, v,€ P, y que v, < vy
entonces es sencillo ver primero que o*(v;) < 0%(v,). Denotemos con w,
= U(v,) y wy = U(v,), entonces:

—-Aw,; = wyfa — a;w; — ay0*(vy)] 2 wila — a;wy — ay0™(vy)],

entonces w, es una supersolucion de [3.7], para v = v,; se toma y = LI
< w,, subsoluciéon de [3.7] para v = v,, entonces, épy < Wy < Wy O
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[3-11. LEMA: Si 0 < o« < B < 1 — %, eziste un operador lineal
1y:

Cc’(Q) — C'*P[Q), continuo, tal que T, | 0= (=A)!, y ezxiste C€
l(?;‘;’;_;}dependiente de u tal que //Tl(u)//”ﬂg( &' [[ull, para cada ue€

Demostracion: Para u € C%(2), existe una sucesion {f,} en A =
C*(Q), tal que lim ||f, — u||,, = 0. Por [2.2], existe una constante
positiva C, tal quen;a?& cadane Z%, ||(—A)'1(fn)||1+ﬂ < C|lf,|lo- Para
cada n€ Z%, sea v, = (=A)(£,). Por lo anterior, tenemos que ||v, —
Valhies £ C [y, — fylloe luego la sucesion {v_} es de Cauchy en el
espacio C'4(Q), de donde existe v € C*A(Q) tal que: lim vy = V145
= 0. Definamos el operador T, mediante la igualdad sigliente: T;(u) =v.
Entonces es claro que T,: C°(Q) — C!*A(Q). Con un procedimiento de
rutina, podemos comprobar que T, esta bien definido, es lineal continuo,
que la restriccion de T, a A es precisamente (-A)! y que para todo u €

C°@), IITy(w)ll14p < Cllulle O

[3.12]). LEMA: Con la notacion del lema 3.8, si vy € P, entonces:

ot _JIU6) = Uliolle =0

Demostracion. Sea {s_} una sucesion en P, tal que :
nlim Il 8, = Vo lloo = O-

Sea {U(s, )} una subsucesion arbitraria de { U(s,) }. Para cada k €

Z7, sea w) = snk.

Por [2.4] obtenemos que existe {U(w, )}, subsucesion de {U(wy)},
convergente a una funcién t € C*%*(Q); st llamamos z; = w, = s
entonces : ! k

)

Jim [| U@) = t llypq = 0

Consideremos ahora el operador T, : Cco(Q) — ci+h (9), dado en el

lema anterior.
Entonces, para cada i € 7t

U(z) =T, (U(z) [ 3@ — a; U(z) — ay0™(z) ]) en Q,
U(Zi) laQ = 0.

Tomando limite cuando i tiende a +oco en las igualdades anteriores,
tenemos que:

t=Ty(t[a—a;t—a,0%(vg)])enQ, yt|g50= 0.
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Como t([a—a;t—a,oc*(vy)] € C¥Q), entonces obtenemos
que

t€ CH*2(Q), y: ~At = t[ 3 — ajt — a,0™(v) | en Q,

Por el lema 3.10, es facil ver que: t > 0 en Q.

Por la unicidad de U(v,y) dada por el lema 3.8, concluimos que
t = U(vg) en Q.

De esto, y como { U(snk) } es cualquier subsucesién. de .{U(sn)},
entonces tenemos quenl_l_’rgoH U(sp) = U(vp) 144 =0, lo cual implica que

o i I100) = U lly =0

[3.13]. LEMA: Con las notaciones del lema 3.8, se cumple que :
lim || U(v) —u, ||l =0, donde uy es dada en el lema 3.9.
[Iv]la—0
Demostracion: Sea {v_} es una sucesion en P, con l_l’rgoH vy lla =0,
entonces, es claro que lim || ¢*( v, ) ||, = 0. Sea{'U(vn )} cualquier
. s n—00 k
subsucesion de {U(v,)}.
Por [2.4] tenemos que existen {U(v, )} subsucesién de {U(vnk)}, y
w € C*Q), tales que l_l}énoll U(vnki) -w |hl+a: 0.

Denotando w; = U(vnki), entonces ll_l’rgoﬂ w;, —w ||, =0.

Usando el lema 3.10, podemos demostrar que w > 0 en Q. Es facil
ver que la sucesién {w;} es de Cauchy en C**%(Q), luego existe W €
C?t%(Q), tal que :

1llorgo || w; = % ||;4q = 0. Por lo tanto w € C*H ().

Como para todo i€Z+, w; satisface : —Aw; = w; [a — ayw; —
aza'(vnk) ] en Q,entonces tomando limite cuando i—o0, obtenemos :
—Aw =W [3a—a;w]en Q.

De esto y la unicidad de uy dada por el Lema 3.9, entonces : w = u,
en Q. Luego,

nl—lolgo” U(vy) — g llq =0.0

[3.14]. LEMA: S: Xesel autovalor mencionado en la hipotesis general
(3), y Fy se define para x€ Q, ve C¥Q) y A > 0 como Fo(A, v) =
AR(v) + G;(\,v), donde R(v) = j[bv], b(x) = b + byug(x), G1(A, v) = A
G(v), G(v) = j [(=byo™*(v) + by(U(v) —ug)) v ], ¥ U(V) y g son las
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dadas por los lemas en [3.8] y [3.9], respectivamente, entonces tenemos que
(X, 0) es un punto de bifurcacion global por soluciones positivas respecto al
cono P, del problema dado por :
v =Fy(A V) p

Demostracion : Es claro que R: C*(Q) — C%(Q2) es un operador lineal
completamente continuo, donde R estd dado en el enunciado. Ademas por
el Principio del Maximo (ya mencionado antes), R es un operador positivo
respecto al cono P.

b, (U(v) — uy) v
” 2( ( ) 0) “a S 3b2” U(V) -y, ”a
[IVlle :

entonces usando el Lema 3.13, tenemos que :

[ Dy (U(Y) — o) v [la _ .
[|v]| g0 [vlla

Ahora, para v e P,

Por lo tanto, con A en subconjuntos compactos de [0, +00), G{(A, v) =
o(||v||4) cuando ||v||, — 0, uniformemente en A, donde G, esta definido
en el enunciado del lema.

Por [2.2], [2.3] y el lema 3.12, podemos demostrar que el operador G,
es continuo, considerado de [0, +00) x P en C%*(§). También es facil ver
que G,, considerado de [0, +o0) x P en C%(), es completamente
continuo.

Ademas, el unico punto fijo en P del operador G,(0, v) esv = 0.

Tomemos ahora (), v) € [0, +00) x P, entonces :

(=A)(Fo(A v)) = A [ bv = byv o™ (v) + byv (U(V) —ug ) ]
=Ml [b-b; e™(v) + by U(v)] > 0.
Ademas, es claro que F(}, v) |BQ = 0; por lo tanto, tenemos que Fy(A,
v) > 0en Q.

Como ademas Fy(}, v) € C*F*(Q), entonces Fy(), v) € P, si (A v) €
[0, +00) x P.

Por resultados conocidos acerca de operadores positivos (Ref. [5],
teoremas 2-10 y 2-11), podemos probar que = es un autovalor simple del
operador R|p.

Por un resultado basico sobre bifurcaciéon global por. soluciones
positivas (Ref. [4], teorema 29.2), podemos concluir que (}, 0) es un
punto de bifurcacién global por soluciones positivas (respecto al cono P),
para el problema dado por: v = Fy(A, v). O
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§ 4. DEMOSTRACION DEL TEOREMA DADO EN [2-1].

Por el lema 3.1, es suficiente demostrar que existen funciones u, 1, v,
Ve Cz(Q), que satisfagan las desigualdades que aparecen en el enunciado
de dicho lema, con u, vy > 0 en Q.

Definamos T y v asi : U = a; 6; V = 3, 6 en (), seglin fueron dadas en
el lema 3.6. Resta definir u, y v . Para ello, partiremos del resultado del
lema 3-14, segin el cual existe una sucesién { o, } en [0, +00), y existe

una sucesion { t, } en P — { 0 }, de tal forma que: lim | o, — A | =0,
nl-lonc;lo” t, |l =0, y para todo n € z+, t, = Foloy, tn),n() sea: —At, = ot
[ b(x) = byo™(t,) + by (U(t,) —up) JenQyt | 56 = 0.

Pero esto equivale a: —At, = ot [ b — bjoe™(t,) + b, U(t,) ] en Q;
tn I a0 = 0.

Sean vy =t  , y u = U(t, ), donde n, € Z+, se escoge de tal forma
que: 0 < Tng < 1, (aqui se Usa la hipétesis general (3)), v < bh" v <
vy ¥ < Ven Q. 1

Del lema 3.6, es claro que: —AV > ¥V [ b — b;¥ + b,u ] en Q.

Como a — a,v > a — ayv en €, entonces —Al > U [a — a;u — a,v |
en Qy también —Au < u[a—a,v—auenQ.

Por la definicién de v, tenemos también que:

—Ay < y[b—b;y +byujen

Por lo tanto por el lema 3.1, existe (u,v) solucién de (I), tal que u,v € H,
u<u<iyy <v < Ven ; de estas desigualdades y como u, v >
0 en 2, tenemos que también u,v > 0en Q.0
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